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Préface

Ce cours s’adresse aux étudiants qui ont déji suivi un cours d’introduction & la mé-
canique (Mécanique I par exemple) dans lequel les concepts de base de la mécanique
newtonienne ainsi que la cinématique relativiste ont été acquis.

Ce cours se divise en trois grandes parties. La premiére est consacrée & la mécanique
analytique. Les lois de la mécanique newtonienne sont reformulées en terme de principe
variationnel conduisant aux équations d’Euler-Lagrange. Le formalisme hamiltonien dé-
coule naturellement du formalisme lagrangien.

La seconde traite de la théorie de la relativité restreinte. La cinématique relativiste est
briévement revue, puis la dynamique relativiste avec ses aspects lagrangien et hamiltonien
est décrite.

Enfin la troisiéme partie traite de la mécanique classique des corps continus et défor-
mables. Les notions vues dans la premiére partie pour des systémes de particules rigides
sont étendues au cas du milieu continu. Les bases de la théorie de 1’élasticité sont exposées
et un chapitre est dédié a la mécanique des fluides.

Tout au long de ce cours nous avons essayé de mettre en évidence les concepts et les
idées générales qui gouvernent les sujets abordés en insistant sur leurs liens avec d’autres
chapitres de la physique que 1’étudiant abordera plus tard. Néanmoins, beaucoup de soins
a aussi été apporté aux détails des calculs. Finalement, de nombreux compléments ma-
thématiques concernant les méthodes et techniques de calcul utilisées figurent dans un
dernier chapitre, rendant la lecture de ces notes auto-suffisante.

Certains paragraphes sont marqués d’un astérisque. Ils concernent des sujets plus
avancés, donnés en complément d’information.

Je tiens & remercier les Dr. F. Coppex, S. Richard, I. Bena, et E. Bertin, assistants
du cours, pour leurs précieuses remarques et suggestions concernant tant le cours que les
exercices associés.

Finalement, mes remerciements vont au Dr. F. Coppex pour le travail considérable
effectué, avec enthousiasme et compétence, pour rédiger ces notes de cours.

Prof. Michel Droz
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités

La premiére partie de ce cours (les trois premiers chapitres) est consacrée a la méca-
nique analytique des systémes classiques. Cette approche consiste & reformuler les lois de
la, mécanique newtonienne de maniére plus abstraite en terme de principe variationnel.
Ce type d’approche n’est pas restreint & la mécanique mais est souvent utilisé dans divers
domaines de la physique comme par exemple en thermodynamique, mécanique statistique,
mécanique quantique, électrodynamique et théorie des champs.

Dans le cadre de la mécanique classique, cette approche a plusieurs avantages :

— Ce formalisme est indépendant du systéme de coordonnées choisi. En effet, la mé-
canique analytique se base sur des grandeurs dites scalaires, qui par définition sont
invariantes par changement de repére. Ainsi, il est possible de choisir les coordonnées
judicieusement de fagon & simplifier la résolution des problémes.

— Ce formalisme permet d’exploiter de fagon naturelle les symétries des systémes consi-
dérés (théoréme de Neether).

— Ce formalisme est mieux adapté au traitement des forces de liaison et des contraintes.

Dans ce premier chapitre, on considére la question du choix des coordonnées utilisées

pour décrire un systéme mécanique. Pour cela, nous étudierons les diverses contraintes
possibles et introduirons la notion de coordonnées généralisées.

1.2 Coordonnées généralisées et contraintes

Pour décrire la position de NV points matériels dans ’espace & 3 dimensions, il suffit de
donner les 3N coordonnées cartésiennes de ces points. Mais toutes ces coordonnées ne sont
pas toujours nécessaires pour décrire le systéme. D’une part il peut y avoir des contraintes
sur le systéme, réduisant ainsi le nombre de coordonnées indépendantes. D’autre part,
les propriétés de symétrie du systéme sont telles que les coordonnées cartésiennes ne
sont pas toujours appropriées. Il est donc en général suffisant de donner un ensemble
de n < 3N grandeurs, notées (qi,...,qn), pour définir la position des N points. Les
g, t = 1,...,n sont appelées les coordonnées généralisées. Le nombre de coordonnées
généralisées indépendantes est appelé le nombre de degrés de liberté du systéme.

Le role des contraintes est important. Considérons un systéme formé de N particules
de masses m; et de positions x;. La dynamique du systéme est alors donnée par I’équation
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de Newton :
mle = Fi = Fge) + Z ‘P]'H (11)
JFi
ot F\ est la force extérieure agi 1 icule i . la force i ¢
i gissant sur la particule ¢ et ¢;; la force interne exercée sur

la particule i par la particule j. Notons que ¢;; = 0 et ¢,; + ¢,; = 0 (principe d’action-
réaction). Ainsi, a priori, la résolution du probléme (les forces étant supposées connues) se
raméne 3 l'intégration de 3V équations différentielles du second ordre pour des conditions
initiales données. Néanmoins, cette démarche néglige les contraintes entre particules x;.
Par exemple, dans un solide la distance entre deux particules (ou points) peut étre fixe
|x; — x;| = cte, etc. Il convient donc de classifier les différentes contraintes possibles.

1.2.1 Contraintes holondomes

Définition 1.1 Le systéme est soumis 4 une contrainte holonoéme si les coordonnées
zj, 7 =1,..., N, vérifient une équation de liaison de la forme

f(:Cl,...,I'N,t)ZO, (12)

Le systéme peut étre soumis simultanément & C < N contraintes holonémes de la
forme
fulze,...,zN,t) =0, p=1,...,C <N. (1.3)

Définition 1.2 Soit x = (21,...,2y5) € RY, alors une contrainte différentielle est
une relation de la forme

> ai(x, t)da; + b(x, t)dt =0, (1.4)

i=1

ot a;(x) et b(x,t) sont des fonctions définissant la contrainte.

Définition 1.3 Une contrainte différentielle est dite intégrable s’il existe une fonction
f(x,t) telle que a;(x,t) = Of(x,t)/0x; ¥i = 1,...,N et b(x,t) = df(x,t)/0t (cf. an-
neze A.1).

De ces définitions on conclut qu’il y a équivalence entre les concepts de contrainte
holonome et de contrainte différentielle intégrable.

1.2.2 Contraintes sclérondmes et rhéonomes

Les contraintes peuvent dépendre explicitement du temps ou non. Aussi on introduit
les définitions suivantes :

Définition 1.4 Si la contrainte f ne dépend pas explicitement du temps t, alors f est
dite contrainte scléronéme.

Définition 1.5 Si la contrainte f dépend explicitement du temps t, alors f est dite
contrainte rhéondéme.

Exemples: les systémes suivants sont soumis & des contraintes holondémes :
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— Corps rigide : soient x;, ¢ > 1, des points sur un corps rigide, alors la distance
relative entre deux points sur le corps définit une contrainte holonéme scléronéme :
f(xi,%5) = |x; — x| — ;5 = 0, ol ¢;; est la distance constante entre ces deux points.

— Pendule : soit un pendule rigide de longueur L avec une masse m en x = (21, 2, 3),
alors la contrainte f(x) = (27 + 22 + 23)'/2 — L = 0 est holonome scléronéme (cf.
Fig. 1.1).

m

F1G. 1.1 — Pendule simple définissant une contrainte holonéme scléronéme.

— Ressort excité : soit un ressort dont une extrémité est fixée x4 = 0 et Pautre z5(t)
subit une oscillation d’amplitude ¢ et de pulsation w, alors f(zp,t) = zp(t) —
e cos(wt) = 0 définit une contrainte holonéme rhéonéme (cf. Fig. 1.2).

e cos(wt)

,TB(t)

A

F1G. 1.2 — Ressort excité définissant une contrainte holondéme rhéonome.

1.2.3 Contraintes non holonémes

Définition 1.6 Une contrainte est dite non holonome si elle est définie par une contrainte
différentielle non intégrable. Ainsi, une contrainte qui ne peut pas s’écrire sous la forme (1.2)
est non holonéme.

Exemples: en général, toute contrainte s’exprimant sous la forme d’une inégalité ou qui
dépend des vitesses est non holonéme. Les systémes suivants sont soumis & des contraintes
non holonémes :
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— Des particules de position x; confinées dans une boite de dimensions (2L)? : |x;| < L.

— Roue verticale roulant sans glisser sur un plan (cf. Fig. 1.5).
©

1.2.4 Contraintes unilatérales, bilatérales et semi-holonémes
Il peut étre utile de distinguer les contraintes suivantes :

Définition 1.7 Une contrainte est dite bilatérale si elle s’exprime sous la forme d’une
égalité :

f,u(l'la--~717N75b17-~-75i'N;t):0- (15)

Une contrainte bilatérale peut donc définir une contrainte holonéme ou non holonéme.

On constate que la définition 1.1 de la contrainte holondéme ne fait pas intervenir les

vitesses. Or une contrainte bilatérale dépendant des vitesses peut étre holonéme. En effet,

dans ce cas il est possible de se ramener & une contrainte différentielle intégrable (cf.
exemple du roulement sans glissement en dimension une, page 6).

Définition 1.8 Une contrainte non holondme est dite unilatérale si elle s’exprime sous
la forme d’une inégalité :

fH(ZCl,...,ZCN,i'l,...,ZbN,t)ZO. (16)

Exemple: skieur sur un tremplin (cf. Fig. 1.3).

~

€z

A

*/

> €,
20

F1G. 1.3 — Contrainte unilatérale.

Soit (z, z) la position du skieur, alors la contrainte de la géométrie s’écrit

z = ztga, x <0, (1.7a)
z > —h—xtgf, x > 0. (1.7b)
La contrainte (1.7) est unilatérale. o

Définition 1.9 Une contrainte non holonéme f, est dite semi-holonéme si elle est de

la forme
fu(ml,...,l'N,.i'l,...,,ibN):0. (18)
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Une contrainte semi-holondéme est donc une contrainte bilatérale scléronéme, ou auto-
ndme (qui ne dépend pas explicitement du temps) non intégrable.

Les contraintes semi-holonémes vont jouer un réle important lors de la dérivation des
équations de Lagrange de deuziéme espéce. Un exemple de telles contraintes est donné
dans le cas d’une roue se déplagant sans glisser sur un plan (cf. Fig. 1.5 et Egs. (1.15)).

1.2.5 Coordonnées généralisées indépendantes

La présence de contraintes conduit & certaines difficultés techniques. En effet les co-
ordonnées x; ne sont a priori pas indépendantes, et les forces de contraintes a priori pas
non plus connues.

La maniére d’obtenir un systéme de coordonnées indépendantes est illustrée par I’exem-

ple qui suit. Soit un systéme décrit par N coordonnées, notées 1, ...,xn. Il s’agit par
exemple d’un systéme de N/3 € N particules ponctuelles dans R3. S’il existe C < N
contraintes holonomes f,(z1,...,zn,t) =0, =1,...,C, alors on peut décrire le systéme
avec | = N — C coordonnées généralisées indépendantes, ou degrés de liberté, qi1,...,qi,
telles que
Iy = xl(qlv"'vqlat)
IN = xN(le"'vqlat)
1.9
fl(xlv"'vaat) =0 ( )
fe(zr,...,zn,t) = 0.

La transformation est supposée inversible. Le systéme est alors dit holonéme a [ degrés
de liberté.

Si les contraintes sont non holondmes, alors elles ne peuvent pas étre utilisées pour
passer & un systéme de coordonnées généralisées indépendantes. Pour traiter un probléme
non holonéme, il faudra recourir & la méthode des multiplicateurs de Lagrange, comme
nous le verrons plus loin au paragraphe 2.4.1.

Une autre difficulté due aux contraintes est que les forces de contraintes ne sont pas
nécessairement connues. Un formalisme qui ne fait pas appel explicitement & ces forces
est donc souhaitable.

Remarques:
— Soit un systéme & [ degrés de libertés, alors si le systéme est holonéme il existe C'
fonctions f, telles que f,(z1,...,2n,t) =0Vu =1,...,C, avecl = N — C. Les
formes différentielles

N

Ofu Ofu
. —_— = = - 1-]-
g oz, dx; + gr dt =0, w=1,...,C (1.10)

i=1

sont intégrables.
— Pour toute contrainte non holonome, la forme différentielle de la contrainte

N
> Aida; + Aodt =0 (1.11)

i=1

est non intégrable.
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On renvoie & ’annexe A.1 pour un rappel sur les formes différentielles.

Exemple: on illustre I'intégrabilité des contraintes avec le systéme fait d’un disque rou-
lant sans glissement sur une surface rugueuse.
— 1D : soit x la position du centre du disque, r son rayon et ¢ ’angle que fait un point
P situé sur son périmétre par rapport avec I’axe vertical (cf. Fig. 1.4).

~

€y
A
P
‘ >3e
0] xi x

FiG. 1.4 — Roulement sans glissement, en dimension 1.

Les coordonnées généralisées sont = et ¢. La condition de non glissement fournit la

relation
i=rp, (1.12)
dont la forme différentielle est
dz = rde. (1.13)
L’équation (1.13) est une forme différentielle intégrable, car par intégration on ob-
tient
x—x0 =1(p — ¥0), (1.14)

ol g = z(tg) et o = p(to). L’équation (1.12) est ainsi intégrable. Le probléme est
donc holonoéme & 1 degré de liberté.

— 2D : soit & présent le méme systéme en dimension 2. Soit A la direction de déplace-
ment de la roue, r son rayon, 0 angle entre 'axe A et €., v la vitesse instantanée
du point de contact entre la roue et le plan {€;,€,}, = et y les composantes de la
position du centre de la roue dans les directions €, et €, (cf. Fig. 1.5).

Le module de la vitesse v est v = r|¢|, ce qui donne aprés projection sur le repére
cartésien :

= —r¢cost (1.15a)
Y = —rpsinb. (1.15b)
Les différentielles des contraintes (1.15) sont

dx 4+ rcosfdp = 0 (1.16a)
dy 4+ rsinfdy = 0. (1.16b)
Le systéme de contraintes (1.16) n’est pas intégrable. Cela signifie qu’il n’existe

pas de fonction f(xz,y,0, ) qui transforme les équations (1.16) en une différentielle
totale. En effet, par addition

dz + dy + r(cos 0 + sin0)dyp = 0, (1.17)
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Fic. 1.5 — Roulement sans glissement en dimension 2.

et il est clair qu’il n’existe pas de fonction u(x,y, 6, @) telle que (voir 'annexe A.1)

ou ou ou ou

—d —d —df+ —dp=0=4d 0 1.18
avec
ou ou ou ou
5z , 3 , 50 0, 9 r(cos 8 + sin §) (1.19)

Donc 9?u/800p # 0%u/0pd0, par conséquent il n’existe pas de fonction u satis-
faisant ’Eq. (1.18) (voir ’annexe A.1). Une autre maniére de comprendre la non-
intégrabilité de ces contraintes est de constater qu’il n’y a pas de relation univoque
entre ¢ et {x,y,0}. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer qu’en tout point
de sa trajectoire le disque peut tourner sur un cercle de rayon R arbitraire dans le
plan {e,,€,}. Aprés un tour, z, y, et 6 retrouvent leur valeur initiale alors que ¢
aura changé d’une quantité arbitraire dépendante de R. Il n’y a donc pas de relation
univoque entre ces variables.

o






Chapitre 2

Le formalisme lagrangien

2.1 Introduction

Ce chapitre débute par une formulation des équations de Newton en terme de principe
variationnel. On considére toutes les trajectoires virtuelles allant d’un point initial ¢*) au
temps ¢ & un point final ¢ au temps t5. A chaque trajectoire virtuelle sera associée une
action, définie comme une intégrale sur la trajectoire d’une fonction appelée le lagrangien.
Le principe de Hamilton dit que la trajectoire réelle du systéme est celle qui extrémalise
I’action. Ce principe impose que la trajectoire réelle doit obéir & des conditions particu-
liéres, appelées équations d’Euler-Lagrange. Une fois le lagrangien connu, ces équations
déterminent la dynamique du systéme. Partant du principe de d’Alembert, la forme du
lagrangien sera établie. Les propriétés des systémes lagrangiens seront alors étudiées de
maniére générale. En particulier, les relations fondamentales entre symétries du systéme
et existence de lois de conservation seront établies (théoréme de Neether).

2.2 Le principe de Hamilton (ou principe de “moindre
action”)

Considérons un systéme mécanique décrit par les coordonnées généralisées indépen-
dantes q = (q1,...,q) et se trouvant au temps ¢; & la position (généralisée) ¢(t,) = ¢V
alors qu’en t; il se trouve en ¢(t2) = ¢® (g peut étre multidimensionnel). On considére
I’ensemble de toutes les trajectoires possibles () telles que v(t1) = ¢V et y(t2) = ¢?).
Cet ensemble est appelé ’ensemble des trajectoires virtuelles (cf. Fig. 2.1).

On cherche & caractériser la trajectoire réelle du systéme autrement que par les équa-
tions de Newton. Pour ceci, définissons 1’action S[7] par la fonctionnelle

sl = [tz (60, S200.1). e

t1

ou L(v,4%,t) est appelée fonction lagrangienne ou lagrangien du systéme.

Principe de Hamilton : le mouvement réel effectué par le systéme est celui qui rend
Paction extrémale (extremum absolu). o

Remarques:
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Fic. 2.1 — Trajectoires réelle et virtuelles.
La trajectoire en trait continu schématise le mouvement réel du systéme, tandis que les trajectoires en
traitillés sont des éléments de I’ensemble des trajectoires virtuelles.

— Le principe de Hamilton est aussi parfois appelé principe de moindre action. Cette
derniére terminologie est néanmoins trompeuse : en effet le mouvement réel est celui
qui extrémalise I’action, et par conséquent il ne s’agit pas forcément d’un minimum
de I’action.

— L’action S[y] peut ne pas avoir d’extremums.

Tout systéme mécanique peut-il étre caractérisé par une action S[y] ? Si oui, quelle est

Pexpression du lagrangien L ? Nous reviendrons plus loin sur ces questions. o

Regardons dans un premier temps quelles sont les conséquences du principe de Hamil-
ton. La condition de stationnarité signifie que si ¢(t) est la trajectoire réelle et que nous
parameétrisons I’ensemble des chemins par v(t) = ¢(t) + An(t), alors

%S[q(ﬁ) +M(t)],_, = 0. (2.2)

An(t) décrit la déviation du mouvement virtuel par rapport au mouvement réel, ou A est
un parameétre réel continu. On a donc la condition 7(¢1) = n(t2) = 0. Le calcul variationnel
(voir ’annexe A.2) fournit les relations auxquelles doit satisfaire le lagrangien pour que
I’action soit extrémale. Contentons-nous ici d’en énoncer le résultat principal.

Théoréme 2.1 Soient y;(z), i = 1,...,N des fonctions dérivables, indépendantes, et
telles que y;(x) soit bornée en v = x1 et x = xo Vi. Soit y.(z) = dy;(x)/dz. Soit la
fonctionnelle Iy, ...,yn] dérivable en chacune de ses variables et définie par

Ily1,...,yn] = /12 dz F[y1(2), ..., yn(2); 91 (2), ...,y (2); 2], (2.3)

1

alors la condition nécessaire pour que I soit stationnaire est que I satisfasse les équations

de Euler :
d OF OF

woy on "

Vi=1,...,N. (2.4)

Ainsi, en identifiant les variables {z, y;, y;} du théoréme 2.1 avec nos grandeurs {¢, ¢;, ¢; },
on obtient les équations de Euler-Lagrange (ou simplement équations de Lagrange) : soit
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q= (Q17-~-7QN); q: (41a--~7(jN); alors

dt  9q; 9qi

=0, Vi=1,...,N. (2.5)

Donc, une condition nécessaire pour que le mouvement ¢(t) satisfasse le principe de Ha-
milton est qu’il soit solution des équations de Euler-Lagrange. Cette condition est-elle
suffisante ? C’est une question plus délicate discutée dans la référence [1].

Les motivations historiques qui ont conduit & l’énoncé de ce principe sont d’ordre
philosophique et religieux [2, 3]. Cependant, I’expression de lois physiques en termes de
principe variationnel s’est avéré étre une approche trés utile dans divers domaines de la
physique [4, 5, 6, 7].

Comme nous le verrons dans la section suivante, il existe une autre démarche abou-
tissant aux équations de Lagrange (2.5).

2.3 Détermination du lagrangien

Dans la section précédente, nous avons établi I’équation aux dérivées partielles que
doit satisfaire le mouvement afin de rendre ’action extrémale. Néanmoins, nous n’avons
pas encore déterminé la forme du lagrangien L. Le but de cette section est donc de
trouver I'expression explicite de L. De plus, nous verrons que dans le cas de forces non
conservatives, les équations de Lagrange prennent une forme légérement différente. Le
point de départ doit étre, sous une forme ou une autre, les équations de Newton. Nous
allons procéder comme suit :

— Reformulation des conditions d’équilibre pour aboutir au principe des travaux vir-

tuels.

— Reformulation des équations du mouvement en utilisant le principe des travaux

virtuels pour aboutir au principe de d’Alembert.

— Reformulation du principe de d’Alembert pour aboutir aux équations de Lagrange

de premiére espéce et & une définition pour le lagrangien L.

2.3.1 Le principe des travaux virtuels

Définition 2.1 Soit un systéme décrit par N coordonnées a priori non indépendantes r =
(ri,...,rn), soient C contraintes holonémes, soient | = N — C' coordonnées généralisées
indépendantes q = (q1,...,q), alors on appelle déplacement virtuel compatible avec
les lzaisons tout déplacement dr que ’on pourrait imposer au systéme en tenant compte
des liaisons telles qu’elles existent a linstant t, c’est-a-dire

!
am .
6rizza_j6qja i=1,...,N. (2.6)

j=1

Donnons quelques explications & propos de cette définition. Le déplacement virtuel
compatible avec les liaisons est différent du déplacement réel du systéme. En effet, les
contraintes étant holondmes nous pouvons inverser les [ relations ¢; = ¢;(r1,...,7N,1)
pour exprimer les N relations r; = r;(¢1,. .., q,t). Le déplacement réel dépend du temps,
donc dans ce casr =r(qi,...,q,t) et le mouvement infinitésimal réel dr; est donné par

l
8ri (97’1'
dr =S g
r 9¢,°9 " 5y

dt. (2.7)

j=1
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Le déplacement virtuel compatible avec les liaisons est un déplacement ¢ temps fizé en
tenant compte des liaisons, donc le terme contenant la dérivée temporelle de (2.7) sera
nul et on retrouve bien l'expression (2.6). On voit bien qu’en général jr; # dr;. Ainsi,
pour résumer, on dit que le déplacement est wvirtuel car on fait varier les coordonnées
a temps fixe et donc il ne s’agit pas de la trajectoire réelle du systéme. On dit aussi
que le déplacement est compatible avec les liaisons car les contraintes sont holondmes
et donc nous pouvons écrire r; = r;(q1,...,q,t) ce qui signifie que les contraintes sont
implicitement incluses dans la paramétrisation des coordonnées r;. Ainsi toute variation
des r; respectera les liaisons définies par les contraintes holonémes.

Exemples:
— Bille se déplagant sans frottement en dimension 1. Dans ce cas les déplacements
réels dr et virtuels dr sont colinéaires (cf. Fig. 2.2).

‘ dr = %dt
Aac
O | ¢ > > @
or

Fi1G. 2.2 — Déplacements virtuels : point sur la droite.

— Déplacement sur un cercle (cf. Fig. 2.3).

O /

Fi1G. 2.3 — Déplacements virtuels : point sur un cercle.

A\
£°

Le rayon r de la trajectoire étant constant on a :
or = d0 ey, (2.8)

et
dr = 0 dte,. (2.9)

Ainsi dr et dr sont colinéaires et il existe donc un mouvement virtuel & chaque temps
fixé tel que ér = dr.

— Déplacement d’un point dans le plan. Dans ce cas, on constate facilement qu’en
général or # dr, mais que néanmoins il existe toujours un mouvement virtuel &
chaque temps fixé tel que or = dr. (cf. Fig. 2.4).
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0

F1G. 2.4 — Déplacements virtuels : point dans le plan.

Le déplacement réel '
dr =rdte, +0dtey (2.10)

est tangent & la trajectoire, tandis que le déplacement virtuel
or =ore, +dbey (2.11)

ne ’est pas en général.

— Centrifugeuse. Soit une particule dans une fiole en rotation (centrifugeuse). Le mou-
vement virtuel compatible avec les liaisons dr ne peut se faire que dans une dimension
(la direction définie par 1’axe de symétrie de la fiole), tandis que le mouvement réel
dr ajoute deux degrés de liberté supplémentaires (cf. Fig. 2.5). Contrairement aux
autres exemples, il n’existe en général pas de mouvement virtuel compatible qui soit
pour tout temps fixé égal au mouvement réel infinitésimal.

L t+dt

Fi1G. 2.5 — Déplacements virtuels : centrifugeuse.
S

On voit des équations (2.6) et (2.7) que si les liaisons sont holonémes scléronomes,
alors tout déplacement infinitésimal réel est un déplacement virtuel compatible.



14 CHAPITRE 2. LE FORMALISME LAGRANGIEN

Définition 2.2 Soit un systéme soumis a des contraintes. On considére alors ce systéme
sans contraintes, et on appelle forces de liaison les forces que l'on devrait appliquer
pour remplacer Ueffet des contraintes. Ces forces de liaison s’adaptent o tout instant pour
que les conditions imposées au systéme soient satisfaites.

De cette maniére, on est amené & décomposer la résultante des forces F en deux
contributions que ’on note
F=F¢ L F©), (2.12)

F(¢) représente la résultante des forces extérieures appliquées, et F(¢) la résultante des
forces dues aux contraintes : les forces de liaison.

Soit un systéme & 1’équilibre sous ’action des forces appliquées Fi(e) et des forces de
liaison Fi(c), i=1,...,N. On a donc

F94+F9=0 i=1,...,N, (2.13)
et par conséquent

© , p©) 5. _ -
> (F7+F)ori =0, (2.14)

pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons dr.

Définition 2.3 Soit Fi(c) la résultante des forces de liaison correspondant a la coordonnée

i, alors on dit que les liaisons Fi(c) sont parfaites si la somme des travaux effectués par

les forces de liaison est nulle
N

S F9%r =0 (2.15)
=1

pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons dr.

Dans la suite du cours, on se restreint au cas des liaisons parfaites. Cette hypothése

n’est pas trés restrictive. Par exemple :

— Les liaisons sont parfaites dans le cas de corps rigides.

— Les liaisons sont parfaites dans tous les cas ot une particule se déplace sans frotte-
ment sur une surface. En effet, dans ce cas la résultante des forces de contrainte sera
perpendiculaire & la surface alors que le mouvement virtuel compatible est tangent
4 la surface.

— Les liaisons sont parfaites dans le cas de forces de friction avec roulement. En effet,
la force de friction agit alors en un point qui est immobile et ne peut par conséquent
pas fournir de travail lors d’un déplacement infinitésimal virtuel compatible avec les
liaisons.

— Les liaisons ne sont pas parfaites dans le cas de forces de friction avec glissement.

En présence de frottements, on considére la liaison parfaite qui réalise la contrainte et on
introduit les frottements dans les forces appliquées.

Principe des travaux virtuels : soit un systéme & 1’équilibre soumis & des liaisons
parfaites, alors on déduit de (2.14) et (2.15) le principe des travaux virtuels : la somme des
travaux des forces appliquées sur un systéme en équilibre est nulle pour tout déplacement
virtuel compatible, c’est-a-dire

N
ST E e = 0. (2.16)
=1
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Remarquons qu’en général F;(e) # 0 puisque les déplacements virtuels dr;, i = 1,..., N,
ne sont pas indépendants mais reliés par des contraintes. Si le systéme est holonéme &
I degrés de liberté, alors comme 6r; = 6r;(q1,...,q,t) le principe des travaux virtuels
fournit

N N 1 l
> Fori =Y FY <Z ) = Q04 =0, (217)
i=1 i=1 = J=1
ot on a définit les forces généralisées (); par
al ar;
Fo 2.18
Qj = ; aq]- (2.18)

Les dg; étant alors indépendants, (2.17) implique Q; =0Vj =1,...,l. On a ainsi un sys-
téme de [ équations pour les [ variables g;, qui une fois résolu donne la position d’équilibre
du systéme. Notons aussi que comme ¢; n’a pas forcément la dimension d’une longueur,
les forces généralisées (); n’ont pas forcément la dimension d’une force.

On peut montrer dans des cas particuliers que la condition des travaux virtuels exprime
la condition que les forces de liaison satisfont le principe d’action-réaction [8].

2.3.2 Le principe de d’Alembert

Le principe des travaux virtuels est une condition caractérisant la statique. Nous vou-
lons établir un résultat concernant la dynamique. Pour ceci, considérons maintenant ’ana-
logue de (2.13) dans le cas de la dynamique :

FO4F9=p,  i=1,... N, (2.19)

ol p; est I'impulsion. Par conséquent

i (F(e +F© ) §r; =0, (2.20)

i=1

pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons dr. Le principe de d’Alembert
consiste & affirmer que le principe des travaux virtuels reste valable pour la dynamique
définie par (2.20) (c’est-a-dire que les liaisons restent parfaites pour la dynamique). Il
s’agit par conséquent d’une généralisation des travaux virtuels.

Equation de d’Alembert : soit un systéme soumis & des liaisons parfaites, alors pour
tout déplacement virtuel compatible or et en admettant le principe de d’Alembert on
déduit de (2.15) et (2.20) ’équation de d’Alembert :

iv: (F(e ) Sri = 0. (2.21)

i=1

En passant aux coordonnées généralisées indépendantes, I’équation de d’Alembert va
nous permettre d’établir la forme du lagrangien ainsi que les équations de Lagrange de
premiére espéce.
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2.3.3 Equations de Lagrange de premiére espéce

Soient N coordonnées a priori dépendantes r = (71, ...,7y), soient C' contraintes holo-
noémes définissant ainsi [ = N —C' coordonnées généralisées indépendantes q = (q1,...,q),
alors r; = ri(qu,...,q,t), i =1,..., N. Définissons les vitesses généralisées par

dg;
ji = 2.22
G =35 (2:22)
alors
1
d?‘i aTi 87“1'
vy = i N O 9T 2.23
odt ; Jq; %+ ot ( )

Le déplacement virtuel & temps fixe est défini par

l
ori =Y %5%. (2.24)

j=1 "%

Supposant les liaisons parfaites, nous pouvons sans ambiguités dorénavant noter ﬂ(e) =F
Vi. L’équation de d’Alembert (2.21) s’écrit

N N
Z F‘Z(STl = Zplé’l“z (2.25)
i=1 i=1

Formulons cette égalité & 1’aide des coordonnées généralisées ¢, . . ., q. Le membre de
gauche de (2.25) donne :
N (2.24) N ar; (2.18) l

ol on a utilisé la définition (2.18) de la force généralisée Q;.

En utilisant p; = m;#; (ce qui est toujours vrai pour des coordonnées cartésiennes), le
membre de droite de (2.25) devient :

al (2.24) N or
D B S
i=1 i=1 j=1 J
N 1
d or; d Jr;
ZZ[dt (”” aqj) "4t 9g ] 4 (2:27)
=1 j=1 \ ,

D’autre part :

ov; (2.23) 0O ! or; . or; or; or;
22 9 dn + - e 2.28
94 4 (k < Ogi 2 g, (2.28)
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Insérant (2.28) dans (2.27) avec 7; = v; on obtient

N s (2.27) N L4 or; ov; 5
Zpi Ty = ZZ a mivia_q *mﬂ)ia—q 4a;
i=1 i=1 j=1 J J
N 1
(2.28) d AN 0v;
2S5 [ ) i
=1 j=1
l N N
d 0 1 2 9 1 2
= ]:Zl <&a_q] l:zl §m7’UZ - % l:zl sz’UZ (Sq]
l
d oT 8T>
= ——— — — | dqj, 2.29
;1 <dt 94 9q;) (229)

ol on a utilisé 'expression de 1’énergie cinétique en coordonnées cartésiennes

N

T= miv?. (2.30)

1

2
i=1
Remplacant les membres de gauche (2.26) ainsi que de droite (2.29) dans ’équation de
d’Alembert (2.25) on obtient

l

dor  aT !
§ — = -:§ 54, 2.31
P (dt 04, c’?qj> % j:le K (231

Or les liaisons étant supposées holondmes, les dg; sont indépendants et par conséquent la
relation (2.31) est vraie pour tout dq, ce qui fournit

dor _or
dt 9q;  0q;

=Q; Vi=1,...,L (2.32)

L’ensemble des | équations (2.32) est parfois appelé équations de Lagrange de premiére
espéce. Notons que T' = T'(q, q, t), et rappelons que les forces généralisées (); sont données
par la relation (2.18).

Revenons & expression (2.18) des forces généralisées. Supposons que les forces ex-
ternes F; soient égales a la somme de forces conservatives —0V (r,t)/0r; et de forces non
conservatives F, (r,t,t) (ou bien de fagon plus générale, F; contient toutes les forces qui
ne dérivent pas d’un potentiel de la forme V (r,t), cf. Sect. 2.3.4) :

W(;;’ D4 Firib). (2.33)

Insérant (2.33) dans l’expression des forces généralisées (2.18) nous obtenons

Fi=-—

ari (2. -33) oV Or; arl oV(q,t) ~
F; =" i 2.34
; Z or; 8qj ; Jq; +Q (2:34)
;:_/
=Qj
Insérant (2.34) dans (2.32) on a
49T 9T 9V(q,1)
dt 0¢;  0q; 9, Qi
T-V oT -V ~

— 49 ) _ A ) =Q;. (2.35)

dt aqz 8q1
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En définissant le lagrangien L par

| L(a,a,1) = T(a,a,1) — V(a,1), (2.36)
alors on voit que les équations (2.35) prennent la forme
%géfgi:@, i=1,...,1, (2.37)
avec
- oy
Qi=> F e (2.38)

j=1
les forces généralisées ne découlant pas d’un potentiel de la forme V(q,t).

En résumé : dans cette section, en partant du principe de d’Alembert nous avons
dérivé les équations de Lagrange dans le cas général ou le systéme admet des forces non
conservatives. Pour des systémes conservatifs ou ces forces sont nulles, nous retrouvons
les équations (2.5) obtenues par le principe de Hamilton. Ceci montre I’équivalence des
principes de d’Alembert et de Hamilton pour les systémes conservatifs holonémes. Notons
que cette dérivation est tout-a-fait générale et ne fait appel & aucune autre hypothése que
le principe de d’Alembert. Nous avons de plus établi quelle était I’expression du lagrangien.
Ainsi, les relations (2.36) et (2.37) fournissent ! équations différentielles du second ordre
pour les [ inconnues ¢;(t).

2.3.4 Potentiels généralisés

Regardons le cas particulier des équations de Lagrange (2.37) (ou bien de (2.32))
lorsque les forces dérivent d’un potentiel généralisé.

Définition 2.4 Une fonction u(q,q,t) est un potentiel généralisé si elle satisfait auz
équations de Fuler-Lagrange :

- —Q,  i=1,...1L 2.
& oq, el U (2:39)

Si de plus la force s’exprime comme F;(r,¥,t) = —0u(r,t,t)/0r;, alors de ’Eq. (2.84) on
a

Qila, 1) = 3 F(r(@), (), 1) agéoﬂ

& our, i) 0ry(q)
N 7; or; 0q;
du(q,q,1)
9q;
= Fi(q,9,1). (2.40)

Supposons ainsi que les forces F; dérivent d’un tel potentiel, alors des équations de
Lagrange de premiére espéce (2.32) on voit que le lagrangien défini par
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satisfait aux équations de Lagrange

d oL OL

— === =1
atog  oq

L. (2.42)

geeey

La force de Lorentz est un exemple particuliérement important.

2.3.4.1 Forces de Lorentz

Soit x = (21,72, 23) € R?, soit une particule de masse m et de charge q en présence
d’un champ électrique E(x,t) et d’un champ d’induction B(x,t). Ces champs sont définis
en termes des potentiels scalaire ¢(x,t) et vecteur A(x,t) comme suit [9] :

E(x,t) = —Vé(x,t) — DA(x, 1) (2.43)
B(x,t) = V x A(x, ). (2.44)

La force de Lorentz est alors donnée par
F=¢q(E+vxB), (2.45)

ol v = dx/dt. Dans ce cas le potentiel généralisé est

U(X,V,t) = Q¢(X7 t) - qA(Xv t) ©V. (246)
En effet, on a :
iauiau B i@uiau
dt aql aqi N de aii al‘l
(2.46) d 3
=) 2 (—qA) —
3 (74 Z
_ - ii _94i _ 0¢
B . 2oz, ot Yo,
le J=1
(2.43) o
—q(@xVxA); P2 g(vxB) =4
) g, (2.47)

Le lagrangien est alors donné par

L(x,%X) = +m%x® — q¢ + qA - . (2.48)

2.3.5 Moments conjugués

Définition 2.5 Soit L(q, q,t) le lagrangien du systéme, alors le moment conjugué p;

a la variable q; est défini par
oL

dqi

Di = (2.49)

Cette définition reste valable dans le cas ol le potentiel est généralisé. On dit aussi
parfois que p; est limpulsion généralisée. En effet, si par exemple le systéme considéré
est un ensemble de N particules ponctuelles de masse m; avec un potentiel V = V(q, 1),

alors
N

L=> imig - V(at). (2.50)

i=1
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Ainsi
OL

b= 9q;

= mlql, (251)
ce qui est 'impulsion de la particule i (ou bien d’une de ses composantes si la dimension
de lespace est supérieure a 1).
2.3.6 Illustrations du formalisme lagrangien
2.3.6.1 Pendule harmonique

Soit un pendule formé d’un ressort harmonique de constante de rappel & et d’une masse
m en son extrémité. Le systéme est soumis & la gravitation, et on impose un mouvement

plan. Soit / la longueur au repos du ressort avec la masse, et r(¢) son élongation. Soit 6
Pangle entre le pendule et la verticale (cf. Fig. 2.6).

~

€y

F1G. 2.6 — Pendule harmonique.

Le probléme peut étre décrit & 'aide des deux coordonnées généralisées indépendantes
q1 = r(t) et go = 0(t). Les forces étant celles de gravitation et de rappel du ressort, le
systéme est conservatif et @i =0, ¢ = 1, 2. La position de la masse dans le repére cartésien
est donnée par

_( (I+7r)sind
x= ((l +7)cosf )’ (2.52)
donc .
. (I 4+ r)0cosf + 7sind
= . 2.
* ((lJrr)HsinHi’cosH ’ (2:53)
et
T = s "2 L [ 4 (14 1)0°] (2.54)
L’énergie potentielle est
V = —mg(l+r)cosf — 1kr?. (2.55)

Le lagrangien du systéme est donc

L=T-V. (2.56)
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Les équations de Euler-Lagrange donnent :

q =7r: mi—m(l+7)0* =mgcosf + kr (2.57a)
accélération centripéte forces
@=0: m(l+7)20+42ml+r)i0 = —mg(l+r)sinf. (2.57b)
= & [m(1+r)4)] moment des forces

dérivée temporelle du moment angulaire

On en déduit que I’équation (2.57a) est ’équation de Newton radiale, tandis que (2.57b)
est I’équation du moment cinétique. On retrouve bien les équations de Newton.

2.3.6.2 Le probléme de Stokes

Supposons qu’une partie des forces seulement ne dérive pas d’un potentiel. C’est par
exemple le cas s’il y a des forces de frottement. Un cas fréquent est celui ou la force de
frottement est proportionnelle & la vitesse :

Fy = —ku) i=1,...,1, (2.58)

3

ol k; > 0 est un coefficient de proportionnalité positif, v; une composante de la vitesse car-
tésienne, et v un exposant positif définissant le régime de frottement. En général v = v(v) ;
néanmoins, dans le régime des faibles vitesses ’expérience montre que v = 1. Supposons
avoir un systéme de [/3 € IN particules ponctuelles en dimension 3, v; = (Vig, Viy, Viz).
Définissons la fonction de dissipation de Rayleigh R par

1/3
1
R=3 > (kav?, + kyvl, + kv (2.59)
i=1
Pour traiter le probléme de Stokes, utilisons la forme générale (2.37) des équations de
Lagrange. Notant « I'indice sur les composantes {x,y, 2z}, on a donc

~ (258 OR
Fg 29V -2
avia

(2.60)

Notant F; = (Fj., Fjy, Fj2), vj = (Fja, 75y, 7;2), les forces généralisées (2.38) deviennent

1/3

~ ~ Orj
Qi = ZFJ o
= dq;
1/3
(2.60) O
= Z VR 90,
j=1
1/3
(229 _ 7]
= Z V.,R 90
j=1
OR
= ——. 2.61
94, (261
Ainsi les équations de Euler-Lagrange (2.37) deviennent
doL 0L OR
=0, i=1,...,1/3. (2.62)

04  oq 0,
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Remarquons tout de méme qu’il n’est pas forcément nécessaire de recourir & la fonction
de dissipation de Rayleigh pour traiter ce probléme. En effet, utilisant la forme (2.58)
des forces de frottement dans les équations de Lagrange (2.37) on obtient directement le
résultat cherché.

Regardons & présent le cas particulier du probléme de Stokes. Soit une bille de rayon
a se déplagant sous l'influence de la gravitation & vitesse v dans un liquide isotrope et
homogeéne de viscosité 7 (cf. Fig. 2.7), alors la bille subit la force de frottement

F = —6manv. (2.63)
On dit parfois de (2.63) qu’il s’agit de la formule de Stokes.

~

€

F1G. 2.7 — Probléme de Stokes.

Etudions la dynamique de la masse & l’aide des équations de Lagrange. Soit m =
(pm — p1)V la masse effective de la bille due au principe d’Archiméde, ou p,, est la masse
volumique de la bille, p; celle du liquide, et V' le volume de la bille. Le lagrangien est alors

L= %m22 —mgz. (2.64)

L’isotropie impose k, = ky = k. = k, et par la formule de Stokes k = 6man > 0. L’équation
de Lagrange (2.62) donne alors le résultat connu
mz + kz =mg. (2.65)

Choisissons la condition initiale telle que la bille est initialement au repos, c’est-a-dire
2(0) = 0. Notant v(t) = 2(t), la solution de (2.65) est

0(t) = vse [1 — exp(—t/7)], (2.66)

avec m v
Voo = 9 T=—. (2.67)

6man g

L’existence de frottement implique donc une limite finie v, pour la vitesse si t — oco. T
est un ordre de grandeur du temps de relaxation vers la vitesse asymptotique v .

2.4 Le principe de Hamilton pour des liaisons non ho-

lon6mes

Dans le cas de liaisons non holonémes, on ne peut plus intégrer les formes différentielles
et passer du systéme de N coordonnées dépendantes x; aux [ coordonnées généralisées
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indépendantes ¢;. Ainsi, il n’est pas possible de procéder comme lors de ’établissement
des équations de Lagrange de premiére espéce (passage de ’'Eq. (2.31) a I'Eq. (2.32))
car les déplacements virtuels dg; ne seraient plus indépendants si les liaisons sont non
holonémes. Un traitement du cas non holonéme peut étre obtenu si les liaisons sont
semi-holonémes. La méthode pour traiter ce probléme fait appel aux multiplicateurs de
Lagrange (cf. annexe A.3).

2.4.1 Equations de Lagrange de seconde espéce

Soient C' contraintes semi-holon6émes

fu(ql,...,qN,(jl,...,qN):0, V/L:L...,C, (268)

exprimées en fonction des N coordonnées généralisées dépendantes. Pratiquement, ces
contraintes se présentent comme formes différentielles non intégrables
N
(am-dqi + bmd%) =0, Yu=1,...,C. (269)

i=1

Appliquons les méthodes des multiplicateurs de Lagrange et du probléme variationnel
sous contraintes discutées dans I’annexe A.3. Notons q = (¢1,...,4n), @ = (¢1,---,4N)-
Si (2.68) est vérifié, alors la condition suivante est encore vraie

C
> M@, @) fula, a) =0, (2.70)

ou A\, (q,q) sont C fonctions inconnues appelées multiplicateurs de Lagrange. Le principe
de Hamilton impliquait que
to
1) dt L(q,q,t) = 0. (2.71)

t1

En combinant les Egs. (2.70) et (2.71) on obtient

to C
t1 u=1
ou
ta
Au(a, @) = / dt Ay(a,q, ). (2.73)
t1

Comme discuté dans l’annexe A.3.1, résoudre (2.72) revient & extrémaliser I’action sous
les contraintes f, = 0, ce qui est bien ce que nous cherchons & faire. Ainsi, les conditions
de Euler-Lagrange peuvent étre appliquées pour

C
L=L+> Aufu (2.74)

p=1
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Ce calcul donne :

_doL 9L dOL 9L d [ D

n dt 6(]1 aqi dt 6(]1 6qi dt aqz L
d oL 0oL d OA OA

= + Z fu <__M _ _M>

dt d¢;  9g; —
SERNCEON

+§:[AH (ﬂ%_ﬁfu)+ dfyu 5Au+%@fﬂ
p=1

Mo
w;:>
=
N———
|
NS
Mo
w;:>
=

p=1

Q

269
C
d oL 0L dof of dA, of
= — - A, | =22 - 22 — B RN (275
Il en découle les équations de Lagrange de seconde espéce :
d oL 0L
Lot oL _ 4 i=1,...,N,
atos  oa ¢ ’
. XC: A (e dOf) _dA 0, (2.76)
' [\ 9g;  dt O, at ag; |’
fu(qvq) = 0, le,...,c,
ou L = L(q,q,t) et Ay, = Au(q,q,t). (2.76) définit un systéme de N + C équations
différentielles aux dérivées partielles pour les N 4+ C inconnues {q1,...,qn, A1,...,Ac}.

La dynamique est celle d’un systéme holonéme & N degrés de liberté soumis aux forces
généralisées ¢;.

2.4.2 Liaisons holonémes comme cas particulier

Les équations de Lagrange de seconde espéce (2.76) peuvent évidemment étre parti-

cularisées au cas des liaisons holondémes. Dans ce cas f, = fu(q1,...,qn) et donc
c
0fu ,
¢i=;/\“8—%, i=1,...,N. (2.77)

Les équations (2.76) donnent alors la dynamique des N coordonnées généralisées et les ¢;
apparaissent comme les forces de contrainte. Les équations de Lagrange de seconde espéce
sont donc utiles dans le cas de liaisons holonémes lorsque :

— Il n’est pas “pratique” de réduire le nombre de coordonnées de N & N — C.

— Si on désire avoir accés aux forces de liaison du systéme, qui sont alors données par
les ¢;. Ceci peut par exemple s’avérer trés important pour la construction d’appa-
reils pour lesquels on doit connaitre les forces internes pour choisir les matériaux
adéquats.

Exemple: pendule simple oscillant dans le plan (cf. Fig. 2.8).

Pour comparaison, on désire établir les équations du mouvement du systéme & l'aide
des équations de Lagrange de premiére et de deuxiéme espéces. On a deux coordonnées
généralisées {r, 0} avec une contrainte holonéme scléronéme f(r) = r—1 = 0. Le probléme
est donc holonéme & 1 degré de liberté 6.
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F1G. 2.8 — Pendule simple et force de liaison.

1. Equations de Lagrange de premiére espéce. L’utilisation de la contrainte permet de
se ramener 3 un probléme & 1 degré de liberté, 6. Ainsi

L(6,6) =T -V = %mr292 + mgrcos 6. (2.78)
L’équation de Lagrange Lol oL
iy Bl A (2.79)
fournit I’équation du mouvement
mi%0 + mglsinf = 0. (2.80)

. Equations de Lagrange de seconde espéce. r et 6 sont deux coordonnées généralisées
soumises & la contrainte f(r) = r — | = 0. Le lagrangien est alors

L(r,0,7,0) =T -V = %ml%’2 + 2mi? 4+ mgl cos 0. (2.81)

Les forces généralisées (2.77) sont

of of
o =AZ =K, g =Nz =0 (2.82)
Les équations de Lagrange de seconde espéce du systéme sont donc
doL 0L
— 2 _ZE A 2.
ator  or (2.83a)
d oL 0L
—_= = 2.83b
dt 99 00 ’ ( )
ce qui donne
mit —mr6* —mgcosf = A, (2.84a)
m% (r*0) +mgrsing = 0. (2.84b)

Incluant la contrainte r = [ dans (2.84a) on obtient

A = —mgcosf — mlé?, (2.85)
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ce qui n’est autre que l'égalité entre la tension due & la masse m et la somme
des forces centripétes et de gravitation. L’équation (2.84b) et la contrainte r = |
fournissent

mi?6 4+ mglsinf = 0, (2.86)

qui est la relation (2.80).

<

Notons qu’il peut exister des contraintes non holonémes qui ne s’expriment pas comme
formes différentielles non intégrables (par exemple celles qui prennent la forme d’inéga-
lités). Dans ces cas (peu fréquents en pratique), une approche lagrangienne n’est pas
possible.

2.5 Propriétés des systémes lagrangiens

Cette section montre dans quel sens la formulation lagrangienne est particuliérement
bien adaptée a I’étude de certaines propriétés des systémes mécaniques (changements de
coordonnées, symeétries, etc.). La résolution des équations de Lagrange peut étre difficile.
Cependant, sans obtenir une résolution compléte, I’approche lagrangienne permet d’éta-
blir des indications importantes sur la dynamique (intégrales premiéres, constantes du
mouvement). Les résultats de cette section concernent des systémes conservatifs (c’est-a-
dire pour lesquels Q; = 0) et holonémes.

2.5.1 Changement de coordonnées

Question : comment les équations de Lagrange se modifient-elles sous un changement
de coordonnées ?

Proposition 2.1 Les équations de Lagrange sont invariantes sous une transformation
des coordonnées qui est un difféomorphisme.

Preuve: Soient ! coordonnées généralisées q = (qi1,...,q), soit le lagrangien L =
L(q,q,t) vérifiant les équations de Lagrange

doL oL _

— _ = =1
dtog o

N (2.87)

Soit U un difféomorphisme (application bijective différentiable dont Iinverse est aussi
différentiable) tel que ¥(q1,...,q,t) = (Q1,...,Qi, 1), Cest-a-dire Q; = Q:(q1,...,q,1)
Vi=1,...,1. Soit

Z:Z(Qvat) :L(q(Qat)vq(Qvat)at)v Q = (Ql;--~7Ql)a (288)

le lagrangien L dans les nouvelles variables Q. On désire donc montrer :

d 0L 9L
—— = = =1,...,0 2.
dtaQZ an 0; g ) 7l ( 89)

Remarquons d’abord que ¥ étant un difféomorphisme, nous pouvons l'inverser pour ob-
tenir

q’L:(h(Qla7Ql;t)7 V’Lzl,,l (290)
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Ainsi :
oL (. 88)
9Q: an =0 0
Or:

l
. (290 d 9q; dQy an
aj dt ](Qlw"?Qla g Qk dt at7

aq] (2.92) Z aq] 6Qk _ 0gy

< 0Qy 0Q; 0Qi
—~—
=6ki
(2.93) dans (2.91) donne :
0L <~ 0L 0y,
0Q:i z:: 94, 90
d oL _ ig oL 9,
dtoq; < dt \9q; 0Q;
_zl: d LY dg; | OL (d 0y,
N =1 dt aq] an 8qj dt an '
Or on remarque que :
d aqj _d 0
dtan dtaQ q](Qhtht)

L 9% Qs 0 Oqg;

Pt 0Qr0Q; dt ot 0Q);
Z 9q; dQy aqj
0Qr dt at '

(2.92) .
= q

J

(2.95) dans (2.94) donne :

4oL _ i[(ga_L) O L 0]
dt 6@1 = dt 8q] an 8qj an

(287 op
dq;

oL 0 OL 0q; . .
Z< qj+_ qj); q]:(IJ(Qb?Ql;t)

0q; 0Q;  0q; 00

l . .
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(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

Remarquons que ce résultat refléte un des grands avantages du formalisme lagrangien
par rapport & la méthode des équations de Newton. En effet, 'invariance des équations de
Lagrange sous un difféomorphisme permet de choisir le systéme de coordonnées qui rend

les calculs plus aisés.
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2.5.2 Non-unicité du lagrangien
Proposition 2.2 Soit q = (q1,...,q), soient les lagrangiens L(q,q,t) et
zl(qa qa t) = )‘L(qa qa t)a S R*) (297)

La(a,a.1) = La.a.t) + (e 0) (295)

ot f(q,t) est une fonction réelle quelconque dérivable. Alors L, Li, et Lo décrivent la
méme évolution.

Preuve:
i) La relation (2.97) découle directement de la forme des équations de Lagrange (2.37)
qui est linéaire en L. B
ii) Vérifions que si L satisfait aux équations de Lagrange, Lo les satisfait également :

d0L, 0Ly 2o dOL 0L d 0 d
dt 9¢q; 0q; dt dq; 0q; dt0g; dt

9 d f
- - ; 2.100
aqz dtf qa aqz ]Z Z J an ( )
que l’on insére dans (2.99) pour obtenir

dol, 0Ly, doL oL d 9 a9 d

dt 9¢;  0q  dt9g; —=—f(a,t) = 7 -—f(q,1). 2.101
dt 0¢; 9q; dtdq  Oq T aqif (a,1) oa dtf(q, ) ( )

=0

Remarquons de méme que si deux lagrangiens différent d’une dérivée totale comme
selon I’Eq. (2.98), alors leurs moments conjugués seront identiques. Par contre, si deux
lagrangiens différent d’une constante multiplicative A comme selon ’Eq. (2.97), alors leurs
moments conjugués seront différents mais la dynamique issue des équations de Lagrange
sera la méme.

Exemple: lagrangiens qui différent par un terme additif. Soit une particule chargée dans
un champ électromagnétique, alors nous avons vu dans la Sect. 2.3.4 que le potentiel
généralisé d’un tel systéme est

u(x,%,t) = qp(x,t) — gA(x,1) - X, (2.102)

le lagrangien étant

L(x,%,t) = 2mx* — u(x, %, t). (2.103)

On définit la transformation de jouge du potentiel généralisé comme suit. Soit A(x,t) une
fonction dérivable, alors les nouveaux potentiels scalaire ¢ et vecteur A sont définis par

b(x,t) = (x,t) — %)\(x,t) (2.104a)

A(x,t) = A(x,t) + VA, 1) (2.104b)
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Comment se traduit l’invariance de jauge dans le formalisme lagrangien? Sous cette
transformation, le nouveau lagrangien L devient

~ )\
L=L+q5 +q%- V. (2.105)
—_———

dA(x,t)
dt

Ainsi L et L différent par la dérivée totale dA(x, t)/dt, et par la proposition 2.2 ces deux
lagrangiens satisfont aux mémes équations de Lagrange, d’ott l'invariance de jauge du
formalisme. o

2.5.3 Lois de conservation

Les lois de conservation jouent un role primordial en physique. En effet, elles tra-
duisent certaines propriétés physiques fondamentales et permettent souvent de tirer une
information importante sur le systéme dans ’optique de la résolution des équations du
mouvement.

2.5.3.1 Variables cycliques

Définition 2.6 Soit q = (q1,...,q) € R, soit L = L(q,q,t) un lagrangien indépendant

de la coordonnée q; :
oL

9qi -
alors on dit que q; est une variable cyclique.

0, (2.106)

Lemme 2.1 Soit un systéme lagrangien admettant une variable cyclique q;, alors le mo-
ment p; conjugué G cette variable cyclique est une constante du mouvement (ou intégrale
premiére)

Preuve: soit une telle variable cyclique ¢;, alors ’équation de Lagrange pour cette va-
riable devient

d oL

= = 2.107

dt 9¢; ( )
Par conséquent le moment conjugué p; = 9L/9q; a la variable cyclique ¢; est indépendant
du temps. m

Exemples:
— Soit une particule ponctuelle de masse m dans R?® soumise au potentiel central V (r).
Par conséquent le mouvement est plan, et il existe donc un choix de coordonnées
cylindriques tel que

L(r,7,60) = %m (r'2 + r292) —V(r). (2.108)

Le lagrangien (2.108) étant indépendant de 6, cette variable est cyclique donc le

moment conjugué associé
oL

T o0
est une constante du mouvement. Il s’agit du moment angulaire.

Do = r(mr) (2.109)
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FiG. 2.9 — Coordonnées sphériques.

~ Soit une particule ponctuelle de masse m dans R? soumise au potentiel V(r,0)
indépendant de ¢ (cf. Fig. 2.9).
Le lagrangien est donc

) 1 )
L(r,0,7,0,¢) = 5m (ﬁ + 726 + 122 sin? 9) —V(r,0). (2.110)

Le lagrangien (2.110) étant indépendant de ¢, cette variable est cyclique donc le
moment conjugué associé

L
Py = g_cp = rsinf(mrsin6p) (2.111)

est une constante du mouvement. Il s’agit du moment angulaire autour de ’axe €,.
o

On voit de ces exemples qu’il existe une connexion entre une symétrie du systéme et
Pexistence de lois de conservation. L’exploitation de cette idée sera 1’objet du théoréme
de Neether (cf. Sect. 2.5.3.3).

2.5.3.2 Homogénéité du temps

Proposition 2.3 Soit q = (q1,...,q) € R!, soit le lagrangien L(q,q) sans dépendance
explicite dans le temps, alors la grandeur

oL . .
€= Z %(h - L(q,q) (2.112)

est conservée au cours de l’évolution (intégrale premiére) :

de

— =0. 2.11
il (2.113)
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Preuve: par hypothése on a 9L/0t = 0, donc une vérification directe donne :
de oL d
=== i~ L(a,¢
ar — dt ; 9g, % ~ M@

- [@5) o Gl - (% (o B0) +

i=1 i=1
_ oL
=4
0L
ot
= 0. (2.114)
|
Lemme 2.2 Soit un systéme décrit par N coordonnées cartésiennes x = (x1,...,TN) €

RY, soit
i) 0 < C < N contraintes holonémes scléronémes,
i1) un potentiel ne dépendant pas explicitement du temps (ou autondme) V(q) indé-
pendant des vitesses généralisées,
ot q=(q1,...,q) € R! sontlesl = N — C coordonnées généralisées indépendantes. Si T
est l’énergie cinétique du systéme, alors

e=T+V=E (2.115)

est l’énergie totale du systéme.

Preuve: comme les C contraintes sont supposées holonémes, alors les N coordonnées
cartésiennes x peuvent étre exprimées en fonction des I = N — C coordonnées généralisées
q, donc x = x(q,t). De plus, comme les contraintes sont supposées scléronomes, les
coordonnées cartésiennes ne dépendent pas explicitement du temps : x = x(q). L’énergie
cinétique du systéme est alors!

1
T ==
2

(2.116)

I
N
VR
E
E
Q| Q
S
Q| Q
~EEs]
N~
&
i
T

=ajk(q)

ou m; est la masse de la particule de coordonnée x;. On remarque de plus que ’énergie
cinétique ainsi définie est une fonction homogéne de degré 2 (cf. annexe A.4) en les q,
c’est-a-dire que

l ! .
. 0T (2.116) 1 o
;qia_q'i - ;q@ > i (8udn + 450i) = 2T. (2.117)

k=1

INous avons inclus toutes les coordonnées nécessaires 4 la description de ’état du systéme dans le seul
vecteur x = (z1,...,zN). Si la dimension d est supérieure a 1, le systéme sera donc en général formé de
moins de N particules.
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En insérant 'Eq. (2.117) dans la définition (2.112) de ¢ il vient

8V
Z _Qz -G — L
v
=0
CLD or (17— V)
T+V, (2.118)
ce qui est bien 1’énergie totale du systéme. |

Remarque: Dans la preuve qui précéde, ’hypothése selon laquelle les contraintes sont
scléronomes est équivalente a dire que I’énergie cinétique est une forme quadratique ho-
mogeéne en les vitesses généralisées. En général, si les contraintes sont a priori rhéonoémes
onax=x(q,...,q,t), et

P (3 s )

=1
1 l l
= 5 Ak (qa t)QJQk + Zb_] (qa t)QJ + C(qa t)a (2119)
7,k=1 j=1
avec
N
al‘i axi
ajr(q,t m; ) 2.120
N
bi(q,t) = ; , 2.121
N 2
1 axi
clq,t) = Ezmi (W) . (2.122)
=1

T est donc une forme quadratique homogéne en les vitesses généralisées si b; = 0 Vj et
c = 0, ce qui est le cas pour des contraintes scléronémes. Ainsi, on obtient un critére
facilement utilisable pour déterminer si la constante du mouvement ¢ représente 1’énergie
ou une autre grandeur : il suffit de vérifier si I’énergie cinétique est une forme quadratique
homogeéne en q. On verra dans la Sect. 3.2 que ¢ est I’hamiltonien du systéme dans un
cas particulier. o

2.5.3.3 Symétries et lois de conservation : le théoréme de Neether
Dans cette section, nous montrons et exploitons le fait qu’a toute symétrie du lagran-
gien est associée une grandeur conservée.

Soit S une application différentiable de 1’espace de configuration q = (q1,...,q) € R
dans lui-méme
q— 8(q) = (S(qQ),...,S(q)) € R. (2.123)

Dans l'espace des coordonnées généralisées, on a

{a,q} — {S(q), S(q, )}, (2.124)
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ou

. . d oS .
S(a.q)= 3 S(@) =) 7q 0 (2.125)

Définition 2.7 On dit que S est une symétrie du systéme si S laisse le lagrangien
L(q,q,t) invariant, c’est-a-dire

L(8(a),8(q,4),t) = L(q,4,1). (2.126)

Lemme 2.3 Soit S une symétrie du systéme, alors l'image par S d’une solution des
équations de Lagrange est aussi solution de ces mémes équations.

Preuve: soit q(t) une solution des équations de Lagrange, alors q(t) rend action ex-
trémale. Comme S laisse le lagrangien L invariant, 'image par S de q(¢) rend de méme
I’action extrémale et par conséquent est aussi une solution des équations de Lagrange. B

Définition 2.8 Soit X = {S,|a € R} un ensemble d’applications différentiables par rap-
port a «, alors on dit que ¥ est un groupe de symétrie continu a 1 paramétre si
Va € R, 8, est une symétrie du systéme et

SO = ]]., (2.127&)
So,  Sa, = Saytay- (2.127b)

Théoréme 2.2 (Neether) Soit ¥ = {S,|a € R} un groupe de symétrie continu ¢ 1
parameétre, S, = (Sa1, - .-, Sal), alors

l
I(q,q) = Z g; [%S&(q)z} (2.128)

a=0

est une constante du mouvement (ou intégrale premiére).

Preuve: notons Q, = S (q), Qu = Sa(q, q), ou

Qo = (Qat, -, Qarst) = (Sa(@)1, ..., Salq)r, 1) (2.129)
Comme S, est une symétrie du systéme, alors
L(q,4,t) = L(Qa, Qa; 1) (2.130)

L’application de l'opérateur d/da sur les deux membres de ’'Eq. (2.130) fournit

d .
@L(Qav Qom t) =0. (2131)

En développant I’Eq. (2.131) on obtient

. . . .
d - aL(Qm Qom t) onzi aL(Qa, Qa; t) ani
_L = .
3atQ Q=) (ot S et
1= _,_/
=4 W = dt “da
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En effet, par définition L(Qq, Qu,t) vérifie aussi les équations de Lagrange

iaL(QaaQaat) aL(Qa’Qa’t)

- = . 2.1
T Qe (2:133)
Développant ’Eq. (2.132), il vient
!
—L(Qa, Qa,t) = T —
3o Qe Qer) ;Kdtmm) do " 0. dt da}
_ i d (0L dQus
& dt\9Q. da
(2.129) g l oL d (@)
&t 24\ Qg da” 'V
= 0. (2.134)

Ce résultat étant vrai pour tout a € R, on prend la limite « — 0 pour s’affranchir de
la dépendance du résultat final dans le paramétre de symétrie. Comme S,—9 = 1, on
obtient ainsi

1

d . d oL [ d

—L i = . _

da (Qa’Qa’t)L_O at ; 94 [dasa(q)z]a_o 0

1

oL [ d
— ) = 2.1
> 5% msea] =l (2135)
ce qui achéve la preuve. |

Notons que dS,/da|,—o est aussi appelé le générateur infinitésimal du groupe de
symétrie.

Le théoréme de Neether traduit le principe fondamental de la nature selon lequel il y
a équivalence entre les concepts de symétrie, invariance, et loi de conservation. Regardons
a présent quelques conséquences du théoréme de Ncether.

Invariance sous les translations spatiales : soit un systéme de N points matériels
dans R? interagissant par le biais de forces conservatives dérivant d’un potentiel V(x)
invariant par translations et ne dépendant que des positions. Notons x = (z1,...,23n) €
R3Y les coordonnées des particules, et x; = (x1, 2, 23) donne la position de la premiére
particule, ..., xy = (£3n—2,23n-1, 23N ) celle de la derniére. Le potentiel vérifie alors

V(xi,...,xny)=V(x1 +a,...,xy + a), Va € R (2.136)

On dit dans le cas de invariance par translation spatiale que l’espace est homogéne. Le
lagrangien est donc

L(x,%) = % Z mix? — V(x), (2.137)

ol m; sont les masses des particules. Fixons une direction arbitraire dans R? par le vecteur
unité a = (a1, az,a3). La symétrie du systéme s’écrit

Sa(X1,...,xn) = (x1 +0&,...,xx +aa) € R, Vo € R. (2.138)
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Le théoréme de Noether fournit donc la constante du mouvement

3N

oL [ d
1 = oY i
<9 = g a0 L_O
(2.137) a
B0 S i, &
=1
= p-a, (2.139)
oll on a noté
N
p=Y mik; (2.140)
=1

Iimpulsion totale du systéme. La constante du mouvement ainsi fournie par le théoréme
de Naether est la composante dans la direction a de la quantité de mouvement totale du
systéme. Comme le vecteur unité a est quelconque, on peut faire cette démarche sur une
base de 3 vecteurs orthogonaux et ainsi obtenir la conservation de chaque composante de
Pimpulsion totale. On en conclut que si ’espace est homogene, la quantité de mouvement
totale du systéeme est une constante du mouvement. o

Invariance sous les rotations : soit N particules ponctuelles dans R® et adoptons
les mémes notations que pour ’exemple précédent. Soit R, une rotation d’angle o € R
autour d’une direction a fixée, supposons que le potentiel soit invariant sous rotation

V(Xl,...,XN):V(Ra-xl,...,Ra-XN). (2141)

On dit dans le cas de 'invariance par rotation que l’espace est isotrope. La symétrie du
systéme s’écrit :

So(x) = (Ra-x1,...,Ra-xn) €R*N,  VacR. (2.142)

Pour appliquer le théoréme de Noether nous avons besoin du résultat préliminaire suivant.
Soit y € R3, alors la rotation de y d’un angle a autour de ’axe défini par la direction a
s’écrit

R, -y=@-ya+(@axy)sina—ax(axy)cosa. (2.143)
Appliquant 'Eq. (2.143) a la symétrie (2.142) on obtient (y = x;) :

dSa (X)z

1 = (A xx;)cosa+ax (axx;)sina. (2.144)
a

Le théoréme de Noether fournit donc la constante du mouvement

3N
. oL | d
k) = 3 [ se]
i=1 a=
2.144 N
IS - (@ x %)
i=1
N

1
-L

Il
W) m

: (2.145)
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ol on a noté

L= in X (TTLZXZ) (2146)

le moment cinétique total du systéme. Comme le vecteur unité a est quelconque, on peut
faire cette démarche sur une base de 3 vecteurs orthogonaux et ainsi obtenir la conserva-
tion de chaque composante du moment cinétique total. On en conclut que si l’espace est
isotrope, le moment cinétique total du systéme est une constante du mouvement. o



Chapitre 3

Le formalisme hamiltonien

3.1 Introduction

Nous avons vu que le formalisme lagrangien recours aux variables ¢ et ¢ et permet
d’établir les équations du mouvement sous la forme d’un systéme d’équations différentielles
du second ordre. La solution des équations de Lagrange décrit alors une trajectoire dans
Uespace de configuration {q}. Pour certaines applications il est judicieux d’introduire un
formalisme dans lequel les variables indépendantes (variables canoniquement conjuguées)
q et p (ou p est le moment conjugué a ¢) jouent un roéle symétrique. L’ensemble de
ces variables définissent 'espace des phases I' = {q, p}. L’opérateur d’évolution dans cet
espace et appelé 'hamiltonien est défini comme la transformée de Legendre du lagrangien.
Les équations d’évolution sont alors des équations aux dérivées partielles du premier ordre
appelées les équations de Hamilton.

L’étude des trajectoires dans ’espace des phases conduit & deux résultats importants :
les théorémes de Liouville et de Poincaré. Ce dernier a d’importantes conséquences concer-
nant les questions de réversibilité ou d’irréversibilité de 1’évolution des systémes phy-
siques [10].

Ce chapitre se poursuit avec ’étude des transformations canoniques. Existe-t-il des
d’autre variables () et P, canoniquement conjuguées, telles que les équations de Hamilton
pour ces nouvelles variables soient plus simple & résoudre? Si oui comment trouver ces
variables et quel est le nouvel hamiltonien ? Les réponses & ces questions nous conduirons &
la théorie de Hamilton-Jacobi ainsi qu’a la description en termes de variables angle-action.

Une bréve discussion de la classification des systémes en systémes intégrables et non-
intégrables sera abordée.

Finalement, le chapitre se termine par une étude du probléme & trois corps restreint.

Ce formalisme hamiltonien joue un role trés important en mécanique statistique et
mécanique quantique.

3.2 Hamiltonien et transformée de Legendre du lagran-
gien

Définition 3.1 Soit un systéme lagrangien holonéme, avec forces dérivant d’un poten-
tiel (généralisé). Soit q = (q1,...,q), L(q,q,t) le lagrangien du systéme, p; = OL/0q;

37
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le moment conjugué 4 ¢;, p = (p1,-..,p1), alors on définit ’hamiltonien du systéme
H(q,p,t) par

H(q,p,t sz% qa,p) — L(q,4(q,p), 1), (3.1)

ot les vitesses généralisées ¢; sont exprimées en fonction des moments conjugués p et des
coordonnées généralisées q.

Lemme 3.1 Soit L le lagrangien du systéme, alors ’hamiltonien est la transformée de
Legendre de —L par rapport a q.

Preuve: pour un rappel sur la transformation de Legendre, on renvoie 4 ’annexe A.5.
En particulier, se référant & la définition A.4 (page 183) et en identifiant f avec —L, x;
avec ¢;, alors on voit que la transformée de Legendre de —L est bien I’hamiltonien défini
par (3.1). [

3.2.1 Les équations canoniques de Hamilton

Définition 3.2 Soit H(q, p,t) Uhamiltonien du systéme, alors la dynamique est donnée
par les équations canoniques de Hamilton :

H
4G = g', i=1,...,1,

a];} (3.2)
P S T
P 9q; !

Preuve: montrons que les équations canoniques décrivent bien 1’évolution du systéme.
Remarquons d’abord que les équations de Lagrange peuvent étre écrites sous la forme

oL

.,L-: 5 :1,71 33
i = 5 i (3.3)
Soit
H(q,p,t sz% qa,p) - L(q,4(q,p), 1), (3.4)
alors la différentielle totale de H est
l l l
oL oL oL
dH = ;da; dp;q; — — dg; — dg; — —dt
2 it 3 nii = 2 5y 02 g
= = =1 ~— =1
3.3) . déf.
= Pi = Pi
= — szd% + Z Gidp; — —dt (3.5)

Mais d’autre part comme H = H(q, p,t), la différentielle totale de H s’écrit aussi

OH OH OH
dH =Y Z—dg; —dp; + ——dt. 3.6
> g 4 +; PR (3.6)
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La comparaison et I’égalité des Eqgs. (3.5) et (3.6) fournit les relations p; = —0H/9q; et
G; = OH/0p;, ce qui achéve la preuve. |

Lemme 3.2 Soit L le lagrangien du systeme, H l’hamiltonien, alors

dH oOH oL
PTE T v (3.7)

Preuve: reprenant la preuve précédente, la comparaison des Egs. (3.5) et (3.6) fournit
la relation 0H /0t = —9L/t. De plus, de 'Eq. (3.6) on voit que

! !
dH OH ., O0H 0H (3.2) . . 0OH O0H
- = A%+ 5D - = —Didi + 4ipi) + - = 5 3.8
" ;(aqiqﬁapip)jLat ;(pq + b+ 50 = (3.8)
d’ou le résultat (3.7). [ |

Lemme 3.3 Soit un lagrangien qui ne dépend pas explicitement du temps (autondéme),
alors H est une constante du mouvement. Si de plus les contraintes sont scléronémes et le
potentiel ne dépend que des positions (ce qui est équivalent & dire que ’énergie cinétique est
une forme quadratique homogéne en les vitesses généralisées), alors H = E est l’énergie
totale du systéme.

Preuve: le fait que H soit une constante du mouvement si L est autondéme découle di-
rectement du lemme 3.2. Si L est autondéme cela signifie que la symétrie du systéme est la
translation dans le temps, donc il y a homogénéité du temps. Dans ce cas, nous avons vu
dans la section 2.5.3.2 que la grandeur ¢ était conservée au cours du temps. Nous consta-
tons de plus des Eqs. (2.112) et (3.1) que ¢ = H est ’hamiltonien du systéme. Ainsi, par
le lemme 2.2, si le potentiel ne dépend que des positions et les contraintes sont holondémes
sclérondomes (ou bien si I’énergie cinétique est une forme quadratique homogéne en les
vitesses généralisées) alors H = E est bien I’énergie totale du systéme. |

3.2.2 Evolution hamiltonienne et crochets de Poisson

Définition 3.3 Soient F(q,p,t), G(q,p,t) deuz fonctions sur l’espace des phases, alors
on définit les crochets de Poisson de F et G par

(F.G} :i (aF oG aFaG)_ (39)

£\ 9q; Op;  9pi 0q;

Lemme 3.4 Soit H 'hamiltonien du systéme, alors ’évolution d’une fonction F(q,p,t)
sur l’espace des phases est donnée par

dF oF
 —(F HY 4+ . 1
dt {7 H} ot (3.10)
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Preuve: par vérification directe, on a

l
dF oF . OF OF (3.9) OF
il t) = g+ = e gy & 3.11
aapt =3 (Gra g o )+ G W Ema g e
= (3:2) g (3:2) oy
—  9p; - dq;

Remarque: les cas particuliers suivants du lemme 3.4 redonnent les équations cano-
niques.
- Si F' = g, alors

dqi qu OH OH
={q¢;,H} = — = ) 3.12
ar ~ =2 5 5 T o (312)
I=hw~
=5y
— Si F' = p;, alors
1
dp; Op; OH oOH
— is H — — _ = — . 3.13
dt {pi, H} ; Op; 0g; 0q; ( )
=5y

Lemme 3.5 Soit F' = F(q,p) qui ne dépend pas explicitement du temps et qui commute
avec H dans le sens {F,H} = 0, alors F est une constante du mouvement.

Preuve: le résultat est immédiat par le lemme 3.4 |

Remarque: il existe une analogie formelle entre ’évolution hamiltonienne en termes de
crochets de Poisson et 1’évolution d’observables en mécanique quantique dans la repré-
sentation de Heisenberg. Soit [F, G] = FG — GF le commutateur entre deux observables
F et G, soit H 'hamiltonien quantique, soit A(t) = e Ae=®H  alors I’évolution de
Pobservable A est donnée par [11]

ih%A(t) = [A(t), H(t)] + ih%A(t), (3.14)

ou & est la constante de Planck réduite. Par conséquent, si A commute avec H, alors A
est une constante du mouvement. o

Exemples: regardons deux applications simples du formalisme hamiltonien.
i) Oscillateur harmonique : soit un systéme unidimensionnel de lagrangien

alors oL
e 3.16
P= g =M (3.16)
d’ou

i) = . (3.17)
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Les Eqgs. (3.15) et (3.16) fournissent ’hamiltonien

2
: . P 1
H(g,p) = pi(p) — L(g,4(p)) = 5— + 5kq*. (3.18)
2m 2
Les équations canoniques du systéme sont :
OH p
j= — == 3.19
q o~ m (3.19a)
oH
) = —— = —kq. 3.19b
b 94 q (3.19b)
D’autre part, comme L ne dépend pas explicitement du temps, alors
2
1
H=E=2_ 1 “pg (3.20)
2m 2

est une constante du mouvement. L’énergie cinétique étant une forme quadratique
homogéne, E est bien 1’énergie totale du systéme.

ii) Chute libre : cet exemple permet d’illustrer que la non-unicité du lagrangien im-
plique la non-unicité de ’hamiltonien. La différence est cette fois que contrairement
aux équations de Lagrange, la forme des équations canoniques est modifiée. Cepen-
dant, la dynamique reste bien la méme. Soit une masse ponctuelle m en chute libre
dans R3, sans frottement. Soit g = (g1, g2,93) le champ de gravitation, alors le
lagrangien est

L(x,%) = $m%* + mg - x. (3.21)
Les moments conjugués sont p; = dL/0%; = mi;, ¢ = 1,...,3. L’hamiltonien du
systéme est :
p?
X,p) = ZI%@'(P) - L(x,p) = om e X (3:22)

Ainsi, les équations canoniques sont :

. Di
) 2
& o (3.23a)

D’autre part, la proposition 2.2 établit que deux lagrangiens L et L qui différent de la
dérivée temporelle d’une fonction indépendante des vitesses généralisées définissent
la, méme évolution :

~ d
L(x,%,t) = L(x,%,t) + Ef(x, t). (3.24)
Par conséquent, le lagrangien
~ d
L(x,%x,t) = émx +mg-x — T [ (g Xt — %thg)] (3.25)

décrit la méme dynamique que L. Regardons quelles sont les équations canoniques
qui en découlent. On a
_ 0L
Pi= 5

= mx; — mgit, (3.26)

et le nouvel hamiltonien

X p, szxz X pa ) (327)
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Les équations de Hamilton associées pour ¢ =1,...,3:
. Di
m
p; = 0. (3.28b)

Quelle est 'interprétation de ces équations ? Le lagrangien (3.25) peut aussi s’écrire
sous la forme

L(x,t) = tm (x — gt)* = Imx>

—mg - xt + Imgt?, (3.29)

et alors
pi = m(i; — git). (3.30)

Comme z; est une variable cyclique, alors p; est une constante du mouvement.
L’Eq. (3.30) fournit ainsi :

SCZ(t) = :Cz(0> + git, (331)

donc
x(t) = x(0) + %x(0)t + 1gt®. (3.32)

La trajectoire ainsi trouvée est bien la méme que celle découlant des équations ca-
noniques (3.23). Par contre, 'impulsion généralisée issue de L représente la quantité
de mouvement dans le référentiel en chute libre.
Cet exemple simple montre que ’hamiltonien ainsi que les équations de Hamilton
associées dépendent du choix des coordonnées et de la forme particuliére du lagran-
gien. Par contre, les solutions des équations canoniques restent les mémes.

S

3.2.3 Renversement du temps

Définition 3.4 On définit l'opérateur de renversement du temps 7 par son action sur
les coordonnées généralisées q; et moments conjugués p; :

7(qi, pi, t) = (qi, —pi, —t), 1=1,...,1 (3.33)

Par exemple, soit une particule ponctuelle de masse m en dimension 1, ol ¢ est sa
position et p = mgq son impulsion. Alors si on renverse le temps ¢t — —t on voit que
¢ — —q, d’olt p — —p, ce qui correspond & ’action de 7.

Lemme 3.6 Soit un systéme autondme dont ’hamiltonien est une fonction paire des
moments conjugués, alors les équations canoniques de Hamilton sont invariantes sous le
renversement du temps.

Preuve: soit q = (¢1,...,q¢), p = (p1,-..,p), alors comme ’hamiltonien H est une
fonction autonéme paire des moments conjugués, H est invariant sous le renversement du
temps :

H(r(a),7(p)) = H(q,p). (3.34)
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De plus :
7(di) = i:(éi)) "2 g, (3.35)
7(pi) = (i;((ii)) "2 g, (3.36)
%(T(Q)J(P)) G2 —Z—Z_, (3.37)
s (vl i) 2 S8 (5.39

On constate donc que les équations de Hamilton issues des Egs. (3.35) & (3.38) sont iden-
tiques a la définition (3.2). [

3.3 Théorémes de Liouville et de Poincaré

3.3.1 L’espace des phases

La solution des équations de Lagrange & [ degrés de liberté est représentée par la tra-
jectoire d’un point dans une espace de configuration de dimension [. Le probléme consiste
donc a trouver les [ fonctions ¢;(t) en terme des conditions initiales ¢;(tg). Les valeurs de
Gi(t) donnent donc la tangente & ¢;(t) dans ’espace de configuration. Le désavantage de
cette étude dans I’espace de configuration est qu’en un point donné, il peut y avoir un
nombre infini de différents chemins qui y passent en un temps donné (avec des vitesses
différentes). Les équations de Hamilton consistent en 2! équations couplées de premier
ordre. Ces équations décrivent I’évolution des variables ¢; et de leurs moments conju-
gués p;. Ces 2 variables sont considérées indépendantes. La solution des équations de
Hamilton décrit ainsi la trajectoire d’une particule dans un espace de dimension 2[. Cet
espace de dimension 2! décrit par {q1,...,q,p1,-..,pi} est appelé espace des phases T.
Ainsi chaque point dans l'espace des phases représente une combinaison différente des
coordonnées généralisées et de leurs moments conjugués [10]. Si les équations de mou-
vement sont autonomes, c’est-a-dire, ne dépendent pas explicitement du temps, ["unicité
des solutions implique qu’en chaque point de ’espace des phases il ne passe qu’une et
unique solution correspondant & des conditions initiales données. Ceci implique que deux
trajectoires issues de conditions initiales différentes ne se recoupent jamais dans ’espace
des phases. L’état du systéme au temps t est donc décrit par la donnée des {g;, p;}._, € T.
La dynamique déplace un point représentatif de I" sur une trajectoire, ou ligne de flot (cf.
Fig 3.1).

Le flot hamiltonien (solution dans I’espace des phases) posséde des propriétés impor-
tantes qui s’expriment par les théorémes de Liouville et de Poincaré (ce dernier étant une
conséquence du théoréme de Liouville).

3.3.2 Le théoréme de Liouville

Au lieu de considérer une seule ligne de flot dans I', on étudie I’ensemble de toutes les
lignes de flot correspondant au méme hamiltonien autonome, c’est-a-dire tel que OH/dt =
0. Cela revient a considérer toutes les trajectoires issues de conditions initiales différentes.

Théoréme 3.1 (Liouville) Soit un systéme hamiltonien autondéme, alors tout volume
Vo C T de l’espace des phases est conservé lors de l’évolution.
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p(t1)

p(to)

> (
q(to) q(t1)

Fic. 3.1 — Ligne de flot dans ’espace des phases.

Preuve: soit V) C I' un élément de volume au temps to dans ’espace des phases I', soit
Vi C T son image sous le flot au temps ¢. Alors le théoréme de Liouville affirme que pour

tout systéme conservatif la mesure de ce volume est conservée au cours de I’évolution :
Vo = V4 (cf. Fig. 3.2).

Vi

Vo

F1G. 3.2 — Evolution du volume dans ’espace des phases.

Soit g = (g1,-..,q), P = (p1,...,p1), soit & C T', alors on définit la densité p(q, p,t)
dans I" par

p(q,p,t) = lim V()

= 3.39
1=j—0 |X] (3.39)

ot N(X) est le nombre de lignes de flot (ou le nombre de points si on discrétise la tra-
jectoire) passant au temps t dans le volume ¥ centré en {q,p}. Avec une normalisation
appropriée, p(q, p, t) représente la densité de probabilité de trouver le systéme dans ’état
{q,p} au temps t. Cette densité est normalisée sur l’espace des phases :

/ dqdp p(q,p,t) = 1. (3.40)
N

Le théoréme de Liouville affirme donc que la dérivée temporelle du volume de I’espace des
phases est nulle. Par unicité de ’évolution hamiltonienne, le nombre N(X) de lignes de
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flot est conservé par I’évolution. Donc si

p(a,p,t) =0, (3.41)

dt

alors de I'Eq. (3.39) le volume |3| de ’espace de phase est conservé. Il s’agit d’une formu-
lation locale. L’Eq. (3.41) s’écrit aussi

l
dp
70 _o. 42
p(q,p,t Z<6ql >+8t 0 (3.42)

=1

L’idée de la preuve est de prendre un volume infinitésimal AV, écrire le bilan de probabilité
dans ce volume, et finalement faire la limite AV — 0 pour obtenir la forme locale (3.42)
de conservation. La Fig. 3.3 illustre la méthode pour un systéme & 1 degré de liberté.

p
A
pH+Ap N T
— —
Ap — AV —
— —
p Y 5
) M
1 1 > q
< >
q Aq q+Aq

Fic. 3.3 — Bilan de densité de probabilité pour un degré de liberté.

Remarquons d’abord que les “points” traversant AV dans la direction ¢; (respective-
ment p;) le font avec une vitesse généralisée ¢; (respectivement p;). En effet, si la particule
est en ¢; au temps ¢, et en ¢; + Ag; au temps t + At, alors la vitesse est donnée par

(@i +Agi) —a _ Agi ALY i
(t+ At) —t At v

(3.43)

De méme pour la direction p; :

(pi + Api) — pi _ Api AA‘t/::OOp_
(t+ At) —t At v

(3.44)
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Le flux de probabilité traversant la surface orthogonale & ¢; (respectivement p;) est :

l

iin = pla,p,t)di(a, pt) [ Ap H Age, Vi=1,...,1, (3.45)
=1 k;ﬁz
o = pla, P, t)pi(a, Pt HAqJHApk, Vi=1,...,L (3.46)
Jj=1
k;ﬁz

Ces derniéres relations se justifient dans le sens ot le domaine est supposé suffisamment
petit pour que les vitesses généralisées ¢; et p; soient considérées constantes et égales
aux vitesses en {q,p}. Il ne s’agit pas d’une hypothése dans le sens ou 4 la fin de la
preuve nous prenons explicitement la limite AV — 0, et ces écritures passent alors du
statut d’hypothése au statut de résultat exact. Dans les Eqs. (3.45) et (3.46), les produits
représentent la surface de dimension 2/ — 1 orthogonale & la direction ¢; (respectivement
p;)- Les flux sur les surfaces en ¢; + Ag; et p; + Ap; sont donnés par

l l
=t i;%
3o = p(a, p + Api, t)pi(aq, p + Api, t) HAq]HApk, Vi=1,...,1. (3.48)

=1
k;éz

Comme Ag; et Ap; sont petits, on peut développer les Eqgs. (3.47) et (3.48) en série de
Taylor autour de q et p en négligeant les termes d’ordre (Ag;)? et (Ap;)?

zN

l
-out

it = pla, p,t)di(a, p, t H

Eake

Sl
JLopiN

+8zz- {p(q + Agi, P t)di(a+ Agi, p,t Lqi quJHl Ap; H Agy
k;éz

. l
in . 9(pgs .
= Jo. + g;q_ ) [[agap,  vi=1...1 (3.49)
1 P

et

l l
72 = p(q,p,t)di(a, Pt H i [T Apw

k=1
ki
9 :
+3pz [P(Qa p + Api, t)]%(q, P + Api, :|A — Apz H qu H Apk
Jj=1
k;éz
-in a( .
= It o HA%AP], Vi=1,....1, (3.50)

j=1
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ol on a noté ¢; = ¢;(q,p,t) et p; = P;(q, p,t). Soit nay la variation de probabilité dans
AV, alors nay est donné par le bilan des flux :

1 !
nav. = Z ‘7% +jp1 Z jg:lt+32:lt
=1 =1
(3.49) 1 a(
(3.50) 3 [ ) sz ] HA A
2 _ Py (3.51)
i=1 aq Jj=1
Or pour AV petit, on peut aussi écrire :
a i / / /
nav = = | dd'dp’p(d’,p',1)
AV

0
~ dq’dp’
at(q,p,)/Aqu

=I1}—1 Aq; Ap;
dp :
j=1
Egalant les Eqgs. (3.51) et (3.52) il vient
1
Op _ N~ [0edi) | Olppi)
ot —~ | Og Ipi
1 1 : .
B . Op . Op dq; | Op;
- Z; [qzaqz- +p13pi] pg; [3% " o,
=1\ , =1 ,
—gednagei 02 e o

i 3pdqz 9p dpi +@70
~ Jdq; dt api dt ot
p
3.53
= @Y (3.53)

ce qui achéve la preuve. Remarquons encore que dans la limite AV — 0, aussi bien les
relations (3.43), (3.44) que (3.49), (3.50), et (3.52) deviennent des résultats exacts, d’ou
la forme locale (3.53) du théoréme de Liouville. [

Remarques:

— Il existe une analogie entre le théoréme de Liouville et la dynamique des fluides. Si
p(r,t) est la densité de masse d’un fluide, alors I’équation de bilan de masse s’écrit
sous forme locale

dp

dt
ou v est la vitesse locale du fluide. Ainsi, la densité p est constante si divv = 0, ce
qui est la propriété d’un fluide incompressible (cf. Sect. 6.2.4). Dans ce sens, on peut
formuler le théoréme de Liouville comme suit : la densité p(q, p,t) évolue comme
un liquide incompressible dans I'

= —pdivv, (3.54)
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— Une formulation équivalente du théoréme de Liouville est de dire que le jacobien
de la transformation (q(¢),p(t)) — (do, po) est égal a 'unité, ou {qp,po} sont les
conditions initiales. En effet, soit V5 un volume de I’espace des phases au temps tg
défini par

Vo= / dqodpo, (3.55)
Do

ou Dy C T est le domaine au temps to. Soit D; I"image sous le flot hamiltonien de
Dy aprés un temps t, alors le volume correspondant s’écrit

V= /D da(t)dp(r). (3.56)

Si ¢, = (¢p1,...,02) est le flot hamiltonien, alors

Qz(t) = ¢i(q07p05t)7 1= 15"'717 (357)
De plus
Vi— [ dattp() = [ dandpo . (3.59)
Dy Do
ot J est le jacobien de la transformation (a(t),p(t)) — (qo, po) défini par
N 06; 12
T = |det {an } | (3.60)
1,j=

avec Y = (q,p) € R?. Le théoréme de Liouville affirme que V; = V4, ce qui revient
donc & dire que le jacobien J=1. Ainsi, pour tout systéme hamiltonien autondme, le
jacobien de la transformation reliant les variables au temps t auz conditions initiales
est égal a lunité. On dit aussi que la mesure de Liouville est invariante.
Notons encore que cette derniére formulation du théoréme de Liouville ne considére
qu’une unique trajectoire. Ceci différe de la formulation faisant intervenir la den-
sité p(q, p,t) qui elle considére un ensemble de trajectoires. Néanmoins, le contenu
physique de ces deux formulations est bien le méme.

o

3.3.3 Le théoréme de Poincaré

Théoréme 3.2 (Poincaré) Soit un systéme hamiltonien autondéme, soit ¢; le flot ha-
miltonien, soit D C I" un domaine de mesure finie qui soit invariant sous le flot ;D C T
Vt, alors dans tout voisinage de mesure non nulle U C D d’un point quelconque y € D il
existe un point x € U qui retourne dans U aprés un certain temps.

Nous avons utilisé la notation D pour l'intérieur de D. Avant de passer & la preuve du
théoréme, il est instructif de faire quelques remarques. La Fig. 3.4 illustre le théoréme de
Poincaré.

Le théoréme de Poincaré est aussi parfois appelé théoréme de récurrence de Poincaré.
En effet, le voisinage U peut étre arbitrairement petit, mais pas réduit & un point. Donc
si les hypothéses du théoréme sont satisfaites et si 1’état du systéme est initialement
décrit par x € T', ’état aprés un temps donné repassera & une distance arbitrairement
proche de z. Ce temps est appelé temps de récurrence de Poincaré. Ainsi, une conséquence
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>q

Fi1G. 3.4 — Le théoréme de récurrence de Poincaré.

du théoréme de Poincaré est que pour un systéme conservatif tout point matériel en
mouvement repassera un nombre infini de fois arbitrairement proche de son point de
départ. Un exemple est le cas du mouvement d’une particule dans un potentiel confinant
U(z,y) (cf. Fig. 3.5).

\4

F1G. 3.5 — Particule dans un potentiel confinant.

11 faut de plus supposer que le potentiel va vers U'infini sur un contour borné y(x) et
que Iénergie totale du systéme F reste constante. Alors la particule est confinée dans une
cuvette définie par le potentiel, et repasse arbitrairement proche de tout point un nombre
infini de fois si ce point fait partie d’un domaine invariant sous le flot hamiltonien.

Le théoréme de Poincaré stipule que le voisinage U n’est pas réduit & un point. Ceci
est important car sinon le théoréme impliquerait ’existence d’un mouvement périodique,
ce qui n’est en général pas le cas. Prenons I’exemple d’un mouvement sur la surface d’un
tore dans R? (deux degrés de liberté), avec fréquences w; et wo. Si wq/wo est irrationnel,
alors le mouvement n’est pas périodique bien que cette dynamique soit hamiltonienne et
conservative. Nous passons & présent & la preuve du théoréme de Poincaré.

Preuve: soit U, = ¢, U I'image de U par le flot hamiltonien aprés le temps 7 > 0. Soit
n € N et Uy, = ¢,,-U. Par le théoréme de Liouville tous les U,,; ont le méme volume. Or
comme U C D et que la mesure de D est par hypothése finie, alors la mesure de U est
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aussi finie, donc celle de U, aussi. Ainsi, comme U est un domaine invariant par le flot,
il existe k,l € N, k > [ > 0, tels que U, N U, # &. En effet, si cela n’était pas le cas,
alors la mesure de D serait infinie. Comme le volume de ’espace des phases est préservé
par le flot hamiltonien, alors

2 #¢7" (U N Uiy ) - (3-61)

De plus, par unicité des lignes de flot, qui ne se recoupent donc pas dans ’espace des
phases, on a :

o7 (Upr NUL) = (67 Ukr) N (671 ULr ) - (3.62)

On peut se convaincre de I'Eq. (3.62) comme suit. Supposons que cette relation ne soit
pas vraie et que intersection de ¢-'Uy, avec ¢- U, soit nulle. Alors si I'Eq. (3.61) est
satisfaite, cela signifie que certaines lignes de flot issues de ¢ Uy, et ¢-1U,. doivent
s’intersecter pour aboutir dans Uy, N U;,. Or ceci est en contradiction avec la propriété
d’unicité des solutions dans le formalisme hamiltonien, d’ot I’Eq. (3.62). Une démons-
tration plus formelle de ’Eq. (3.62) est la suivante. Soit la décomposition en ensembles
disjoints (cf. Fig. 3.6) :

Upr = Vigr UWpgr, (3.63)
Ur = Vi U era (364)
telle que
Ur "NUjp = Wier = Wir. (3.65)
UkT

FiG. 3.6 — Preuve du théoréme de Poincaré : décomposition en ensembles disjoints.

On a donc :

_ 3.63 _ _ _
67 Ui "2V 67 (Vir UWir) = 67 WVir UGS Wiy (3.66)
(3.64)

o710 2V 6T (Vie UW) = 67 Vi U 67 Wir. (3.67)

Les Eqgs. (3.66) et (3.67) sont une conséquence de 1’unicité des solutions : si Vi, et Wi,
sont disjoints en un temps donné, ils le sont en tout temps. Ainsi :

(3.66)
(3.67) (

(b;lUkTm(b;lUl‘r ¢:1VkTU¢;1WkT) N ((b;lWTU(b;lVVlT)

= (67 "Vir N7 Vir) U (65 Vir N 07 Wir)
U ((b;kaT N ¢;1WT) U ((b;ka‘r N ¢:1er) . (368)

Or comme les lignes de flot ne s’intersectent pas dans ’espace des phases, alors

o7 Wi N7V = 2. (3.69)



3.3. THEOREMES DE LIOUVILLE ET DE POINCARE 51

En effet, si 'Eq. (3.69) n’était pas vraie cela voudrait dire qu’il existe « € Vi, et y € V,
issus du méme point au pas de temps précédent, ce qui est en contradiction avec 'unicité.
Ce résultat est donc une propriété de toutes les paires de sous-ensembles disjoints de D.
En particulier, ceci méne 4 :
¢r Vir N9 Wi = 2, (3.70)
o7 Wiy N7V, = 2. (3.71)

En insérant les Egs. (3.69) a (3.71) dans (3.68) il vient

(3.65) (3.65)

¢;1WkT
ce qui prouve ’Eq. (3.62). Les Eqgs. (3.61) et (3.62) donnent :

O Uy N o7 Uty = ¢ Wir N 97 ' Wir o (Uer MUY, (3.72)
o+ ¢:1Uk7 N ¢:1UIT = U(k—l)-r NUq-1)r- (3.73)

Soit n =k — [ > 0, alors en itérant [ fois le processus on obtient
&£ Uy NU. (3.74)

L’intersection étant non vide, on sait donc qu’il existe z € U, N U. Alors z € U, aussi,
et par conséquent il existe x € U tel que z = ¢, (x) car U,, est I'image de U aprés nr
(cf. Fig. 3.7).

F1G. 3.7 — Preuve du théoréme de Poincaré : résultat final.

Nous avons ainsi trouvé x € U qui retourne dans U aprés un certain temps pour tout
U, ce qui achéve la preuve. [ |

Quels sont en pratique les ordres de grandeur du temps de récurrence de Poincaré?
Considérons un gaz initialement confiné dans un seul compartiment d’un systéme formé
de deux réservoirs séparés par une valve (cf. Fig. 3.8).

En ¢ = 0 on ouvre la valve, permettant au gaz d’occuper le compartiment de droite.
L’expérience montre qu’aprés un certain temps la densité macroscopique de gaz est la
méme dans les deux récipients. Pourtant, ce systéme doit a priori obéir au théoréme de
Poincaré. Donc aprés un temps donné le gaz devrait se trouver 4 nouveau dans le compar-
timent de gauche et laisser celui de droite vide. La raison de cette contradiction apparente
est que le temps de récurrence de Poincaré est trés grand. Une estimation montre que pour
1 cm? de gaz aux conditions normales, le temps de récurrence est plusieurs fois I’age de
Punivers.
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gaz

valve

Fi1G. 3.8 — Théoréme de Poincaré pour un gaz.

Le temps de récurrence peut étre calculé pour certains systémes simples (intégrables,
périodiques). C’est par exemple le cas d’une chaine de N oscillateurs harmoniques couplés
(cf. Fig. 3.9).

Fi1G. 3.9 — Théoréme de Poincaré pour une chaine d’oscillateurs harmoniques.

Soit m la masse des particules, k la constante de rappel des ressorts, alors on peut
montrer que le temps de récurrence 7 est donné par

T~ 2\/%(1\7 +1), (3.75)

qui diverge linéairement avec le nombre de ressorts n. Cette situation est vraie si tous les
modes propres ont des fréquences reliées entre elles par des fractions rationnelles. 7 est
alors proportionnel & 'inverse de la fréquence la plus basse. Dans des cas plus généraux,
T croit exponentiellement avec le nombre de degrés de liberté. En effet, considérons un
gaz formé de N particules dans un volume de mesure V. Décrivons la position de chaque
particule de ce gaz au temps ¢ par la donne de sa position q et de son impulsion p.
Combien d’états différents & n particules sont alors possibles ? Considérons uniquement
les positions, non pas les moments conjugués. Ainsi, pour distinguer si deux positions
sont différentes, il est nécessaire de discrétiser ’espace en cellules de la taille typique des
particules. Le nombre d’états différents possibles pour une particule M; (V) sera alors de
Pordre du volume, c’est-a-dire M1 (V) ~ V. Le nombre d’états pour N particules est donc

My (V) ~ VN, (3.76)

Supposons qu’au temps initial ¢ = 0 toutes les particules se trouvent dans une partie de
mesure v = aV du volume V', a < 1. Le nombre d’états initiaux est alors

my(v) ~ o™, (3.77)

Laissons alors le gaz évoluer & partir de la condition initiale, et supposons qu’aprés un
régime transitoire tous les My (V') états du systéme soient visités de maniére équiprobable
(hypothése ergodique). La probabilité de retrouver le systéme dans ’état initial sera alors

p(v) = —=% ~a, (3.78)
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et le temps qu’il faut attendre pour retrouver cet état est
() ~ 7op(V) 7, (3.79)

ol Ty est un temps caractéristique pour que le gaz passe d’une configuration & une autre.
Utilisant ’Eq. (3.78), le temps de récurrence 7(v) montre bien une dépendance exponen-
tielle dans le nombre de particules :

7(v) ~ oo™ = g exp (=N Ina) = 19 exp (NIn a_l) . (3.80)

Par exemple, si @ = 1/2 et le nombre de particules est de 'ordre de grandeur d’une mole
N ~ 10?3, alors en utilisant 75 ~ 10~'2 [s] (temps nécessaire pour parcourir 10A a 1’000
[m/s]) on obtient 7(v) ~ 10712210*°[s] > 1019*’[s]. Par comparaison, I'age de I'univers est
évalué & environ 10'8 [s].

11 faut néanmoins étre conscient de la fragilité des conditions du théoréme [12]. En
effet, une des hypothéses est que le flot laisse le volume invariant. Par conséquent si le
systéme n’est pas strictement conservatif, le théoréme n’est plus valable.

Ces considérations ont une grande importance dans la discussion des concepts de
réversibilité et d’irréversibilité en mécanique statistique [10].

3.4 Les transformations canoniques

3.4.1 Généralités

Nous avions vu que les équations de Lagrange étaient invariantes sous une transfor-
mation des coordonnées définie par un difféeomorphisme (Sect. 2.5.1). Dans le formalisme
hamiltonien, les variables q et p sont considérées indépendantes. Par conséquent, une
transformation des coordonnées dans ce formalisme offre plus de liberté dans le sens ou
les coordonnées q et p peuvent étre mélangées. Soit la transformation donnée par un
difféeomorphisme

Qi = Qi(q,p, 1), i=1,...,1 (3.81a)

Sous une telle transformation, ’hamiltonien H(q, p,t) devient H (Q,P,t). En général,
lors d’un tel changement de coordonnées la forme des équations canoniques est modi-
fiée. Il est donc intéressant d’étudier une classe particuliére de telles transformations, les
transformations canoniques.

Définition 3.5 Soit I?(Q, P,t) Uhamiltonien dans les nouvelles variables, alors le chan-
gement de variables (3.81) est une transformation canonique si la structure des équa-
tions canoniques est préservée :

OH

), = i=1... .82
Qi oD i=1,...,1 (3.82)
. OH

P= - i=1.....1 )

d ok i=1,...,1 (3.83)

Ainsi, plusieurs questions se posent :
i) Peut-on énoncer des critéres de canonicité, c’est-a-dire décider si une transformation
donnée est canonique?
ii) Quelle est la forme de H ?
iii) Comment générer des transformations canoniques ?
Nous répondons 3 ces questions dans les sections qui suivent.
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3.4.2 Critéres de canonicité

Nous formulerons quatre critéres de canonicité.

3.4.2.1 La structure symplectique des équations canoniques

Soit Y = (q1,...,q,Dp1,---,p) € R?, soit la matrice par blocs

3o <%l%l> , (3.84)

ol 1; est la matrice unité de dimension [, alors on peut écrire les équations canoniques (3.2)
sous la forme

Y =J.-grad H(Y,t). (3.85)

On vérifie facilement que la matrice J ainsi définie est orthogonale!, et que J* = J 1 = —J,
detJ = +1.

Définition 3.6 On définit le groupe des matrices réelles symplectiques de dimen-
sion 2l par?
Sp(2L, R) = {M = {M;;}?. ;| |M"-J-M=1J}. (3.86)

i,j=1

Lemme 3.7 Soit la transformation Z = ¢(Y,t) définie par le difféomorphisme ¢ =
(¢1,...,09), alors la transformation est canonique si et seulement si la matrice jacobienne
du difféomorphisme est symplectique :

N2l
(D) = {gg’; } € 5,(2,R). (3.87)
JJ)ig=1

Ceci est le premier critére de canonicité.

Preuve: reéalisons la preuve dans le cas d’une transformation autondéme Z = ¢(Y).
La preuve peut néanmoins aussi étre généralisée pour une transformation qui dépend
explicitement du temps. Comme la transformation ne dépend pas explicitement du temps,
alors (cf. Eq. (3.152))

H(Z,t) = H(Y(Z),1), (3.88)

1Soit A une matrice carrée de dimension n x n, alors A est orthogonale si A?- A = 1,,, autrement dit
si A est inversible et si A=1 = At.
255(21, R) est un groupe de Lies, cf. annexe A.7.
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et il faut montrer que Z = J - grad ﬁ(Z, 1) :

dZ K9z dy;
dt 4= 0y; dt
j=1

(3.85)
j:l
21 ~
(3.88) 0Z; COH(Z(Y),t)
B Zan ZJJ“ Y,
Jj=1 =
B i Z . 6H(Z t) 07,
= in
j= v=1 8Y#

21
0Z; . 07,\ 0H(Z,t)
> < o, Jjua—n> 7 (3.89)

v=1 “jp=1

21

ZJwaH (Y, 1)

=Kiv
Soit (D¢) la matrice jacobienne définie par ’Eq. (3.87), alors on constate que

21

K = Z (D9)ijJju(DP)up = { (D) - I - (DP)'}, - (3.90)

Jin=1
(3.90) dans (3.89) donne

dz
dt

Ainsi, la structure des équations canoniques données par ’Eq. (3.91) est identique & (3.85)
si et seulement si

=K -VH(Z,1). (3.91)

= (D¢)-J-(D¢)" =1, (3.92)
C’est-a-dire si et seulement si (D¢)! € S,(2[,R), et donc si et seulement si (D¢) €
S, (20, R). n

Remarquons que les matrices symplectiques formant un groupe, alors la composition
de deux transformations canoniques est encore canonique. De plus, la formulation sym-
plectique permet de conclure que les crochets de Poisson forment une algébre de Lie (cf.
annexe A.7).

3.4.2.2 Jacobien

Lemme 3.8 Soit la transformation Z = ¢(Y,t), Y = (¢1,---,q,P1,---,p01), alors la
transformation est canonique si et seulement si le jacobien J est égal a unité :

= |det(De¢)| = 1. (3.93)
Ceci est le second critére de canonicité.
Preuve: supposons (D¢) symplectique, donc ¢ définit une transformation canonique.

Dans ce cas
det [(D(b)t . (qu)} =det(J) =1, (3.94)
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et utilisant det A’ = det A ainsi que det (A - B) = det (B - A) pour toutes matrices carrées
A et B, on obtient

det [(D@)" - J - (D@)] = det [(D )}det( )det(D¢) = (det(De¢))%. (3.95)

1
Egalant les Egs. (3.94) et (3.95) on obtient det(D¢) = +1, dou J = 1.

Réciproquement, supposons que J = 1. Alors par le théoréme de Liouville la transfor-
mation préserve le volume de I’espace des phases et donc posséde les mémes propriétés
essentielles sur I’espace des phases que la transformation engendrée par le flot. Le flot
étant une transformation symplectique (cf. exemple ii, Sect. 3.4.2.5), alors ¢ est cano-
nique. |

3.4.2.3 Différentielle totale

Comme nous le montrons dans ’annexe A.6, il est possible de formuler le principe de
Hamilton sur l’espace des phases {q, p}. On parle alors de principe de Hamilton modifié :

to

6S[g] =4 [ dtL(q,q,t) = dS[q,p] a <szqz q,p,t)> =0, (3.96)
t

t

les écarts vérifiant 1, (t1) = 1g,(t2) =0 Vi =1,...,l. Supposons avoir une transformation
canonique (q,p) — (Q,P). Alors comme par définition la structure des équations cano-
niques ne change pas, le principe de Hamilton modifié dans les nouvelles variables doit
garder la méme forme :

to

55[Ql=6 [ dtL(Q,Q,t) =45[Q.P] =6 dt <ZPQ1 H(Q,P t)) =0,

t1
(3.97)
les écarts vérifiant ng, (t1) = ng, (t2) = 0 Vi = 1,...,l. On montre que si les Eqgs. (3.96)
et (3.97) sont satisfaites simultanément alors

- t2 g
Stapl = SIQ.P)+ [ drgsia Qo). (395)

ou S1(q, Q, t) est une fonction dérivable arbitraire & valeurs réelles (on appelle S1(q, Q, )
la fonction génératrice de premiére espéce, cf. Sect. 3.4.3). En effet, dans ce cas on a

6S[q,p] = 45[Q, P] + 6S1(q(tz), Q(t2), t2) — 6S1(a(t1), Q(t1),t1), (3.99)

avec

6S1(a(tr), Qtk), tx) = %Sl (altr) + An,(tr), Q(te) + Ang(te), tr) (3.100)

= CSialt). Q). 1) (3.101)
=0, k=12 (3.102)

En effet, les écarts n,(tx) et ng(tx) & la solution q et Q sont nuls aux temps tx, k = 1,2.
(3.102) dans (3.99) permet donc d’affirmer que les actions (3.96) et (3.97) sont simulta-
nément extrémalisées si elles sont reliées par (3.98). On a donc avec U'intégrant de (3.98) :

l
> pidi — H(a,p, 1) ZPQﬁ (Q.P,1) + 5 sl<q,Q, t). (3.103)
=1
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Réarrangeant les termes et multipliant par dt :

1

l
i=

[H(qvpvt) - ﬁ(Q,P,t) +

! 851(q,Q,t) aSl(quat)
+; (qui + Td@-) . (3.104)

051(9,Q.1)
J ]m

D’autre part, I'Eq. (3.103) peut aussi s’écrire sous la forme

%&@A;wix@@aQQ+pHQP¢>lﬂquﬂ, (3.105)

=1

et la dérivée totale de S par rapport au temps donne :

1
d 851(q7Q5t) . 851(q7Q5t) - 651(Q;Q7t)
— S t) = i i . .
7512 Q.1) Zl( o ¢ + 90, Qi) + p (3.106)
L’identification des Egs. (3.105) et (3.106) méne en particulier & la relation
t ~
PE D _ jiq,p.0) - QP (3.107)
que 'on insére dans (3.104) pour obtenir
l 1
651(q7Q5t) asl(q7Qat)
idi_Pidi: 7(11 7(211 . 1
S o~ @) = 37 (PG g + 2R (3.108)

Comme vu dans 'annexe A.1, la condition nécessaire et suffisante pour que le membre
de droite de (3.108) soit une différentielle totale est bien satisfaite. En effet, prenant

y=W1, -, y2) = (q1,---,q,Q1,...,Q1), alors (3.108) devient

l 21
Z (pidg; — P,dQ;) = Z Aidy;, (3.109)
i=1 i=1

o 051 (y,t

4, = 90t (3.110)
y;
Ainsi la condition pour avoir une différentielle totale
04, 0A; .
= , Vi, jg=1,...,2, 3.111
By; ~ Oy (311
s’écrit

6251 (ya t) _ 8251 (y7 t)
9y;0yi dy;0y;
ce qui est bien le cas pour S; de classe C2. Le membre de droite de ’Eq. (3.108) étant
donc une différentielle totale, ceci signifie que

Vi, j=1,...,2l, (3.112)

l
> (pidg; — PdQ;) = dip(q, Q) (3.113)

=1

pour une fonction 1. Ceci méne au critére de canonicité suivant.
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Lemme 3.9 Une condition nécessaire et suffisante pour que la transformation (q,p) —
(Q,P) soit canonique est que

(pidg; — PdQ;) (3.114)
1

l
=

soit une différentielle exacte.
Ceci est le troisiéme critére de canonicité.

3.4.2.4 Crochets de Lagrange

Lemme 3.10 Soit r; € {q1,...,q,p1,--.,D01}, s0it la transformation (q,p) — (Q,P),
soient les crochets de Lagrange définis par

1
o1 0Qk 0P, 0Qk OB
[r’u T]]L - ; ( ari arj arj ari > I (3-115)

alors la transformation est canonique si et seulement si

9i, 451, = [pi, il =0, (3.116)
(95, i1, = 6ij- (3.117)

Ceci est le quatriéme critére de canonicité.

Preuve: réalisons la preuve dans le cas d’une transformation autonoéme @Q; = Q;(q, p),
P, = P;(q,p). La preuve peut néanmoins étre généralisée au cas d’une transformation
qui dépend explicitement du temps. Le lemme 3.9 affirme que la transformation (q, p) —
(Q, P) est canonique si

(pidg; — PidQ;) (3.118)

l
=1

K2

est une différentielle exacte. On rappelle ainsi (cf. annexe A.1) que expression

l

dg=>_ Ai(zy,...,n)da;, (3.119)
i=1
est une différentielle totale si
gfj = gﬁj, Vi, j=1,...,L (3.120)
Comme Q; = Q;(q, p), alors
dQ; = : aQidq- + i aQidp-. (3.121)
' dq; ap;

j=1 ~1J j=1
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Ainsi :

l l
S pidg - > PdQ; UE szdqz ZP( and +Z iq )
i=1 i=1
l

= Y (pz ijan)dinZPjan dp;

=1 =1 j=1
————
= A, =-B;

(Aidg; + Bidp;) . (3.122)

M-

i=1

Les conditions & vérifier pour que I’on ait une forme différentielle exacte (donc une trans-
formation canonique) sont

0A;  OA

= gi=1,..,, 3.123
dqi  Oq; ( )
oB; 0B .

= , i,j=1,...,1, 3.124
opi  Op; ( )
0B; 04, o

= , i,j=1,...,1. 3.125
9q; Op; ( )

En insérant les définitions de A; et B; dans les Eqgs. (3.123) & (3.125), les conditions
s’écrivent :

1 1
P, 0Qk 0?Qx, 0P, 0Qy 2*Qx,
p _ P : 3.126
Z q; dq; ; * 0,04 Z 9g; g ; ¥ 04:04; (3:126)
0P OQx 9°Q 0P 0Qk <, 0°Qu
_ j2 - _ P , 3.127
Z Opi Ip; kz * Op;Op; Z < dp; Op ; ¥ Opi0p; (3:121)
! 1
0P, 0Qk 0*Qx, 0P, 0Qk 0*Qx
p _ P . (3.128
Z dq; p; -2 " 94:0p; Z api da; > “agop 1
(3.129)
ce qui donne aprés simplifications
8Pk 8Qk aPk an
= s 47 3130
Z dq; Oq; Z 0q; Oq; = o7 ail (8.130)
0P, 0Q, 0P, 0Qk
— [ps, pi 3.131
Z dp; Op; Z Op; Opi = lpi-pile (8.131)
0P, 0Qk 0P, 0Q)
= g, ;] — 6. 132
Z 9q; Op; Z Opi 0q; 4ipile =0y (8.132)

On en tire donc les relations (3.116) et (3.117) si et seulement si la transformation est
canonique, ce qui achéve la preuve dans le cas autonome. |

3.4.2.5 Exemples de transformations canoniques

i) Une transformation linéaire Y — Z = M-Y définie par une matrice carrée réelle M
de dimension 2 x 2{ est canonique si et seulement si M € S,(2[,R) (ou | det M| = 1).
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En effet, ¢p(Y) =M -Y, et

l 1

(Dg)i; = aiyj > MY = Mixdy; = M. (3.133)

k=1 k=1

ii) La transformation Y — Z = ¢(Y) définie par le flot ¢ d’un systéme hamiltonien
est symplectique. En effet, la forme des équations canoniques restant la méme pour
tout temps, on en conclut que la transformation induite par le flot hamiltonien est
canonique. On parle alors de la structure symplectique des équations canoniques.
Dans ce cas on a Y = Y qui sont les conditions initiales, et Z = Y (¢).

iii) La transformation dans laquelle les roles des q et p sont échangés (au signe prés)

est canonique : .
0 :+£1
(g) _ dlap) = ('ﬂli””(')”l') . (g) , (3.134)
—

=+J
En effet, £J € S,(2{,R) car

(£ -J-(£) =T - J* =1. (3.135)
=-J =-1;

On voit donc & nouveau lexistence d’une symétrie entre les variables q et p dans le
formalisme hamiltonien.

iv) Une transformation de Galilée est canonique. Soit R une matrice de rotation dans
R, soit v = (v1,...,v;) € R! un vecteur quelconque, m € IR un scalaire, alors

(g) = (a.p) = (ptR.'I?iﬂ:i) : (3.136)

On constate facilement que
R:0
Do) = [ £:iY ay 1
09 = (B4 (3.137)

Il est alors facile de vérifier la symplecticité (D¢)' - J - (D¢) = J en utilisant la

propriété d’orthogonalité R?-R = 1 des matrices de rotation. On peut aussi utiliser

I'identité générale

det (-A:B.) — qet(A + B) det(A — B) (3.138)
B:A

pour des matrices carrées A et B. Comme le déterminant d’une matrice de rotation

est égal & +1, alors en appliquant (3.138) & (3.137) il vient immédiatement J = 1.
v) Une transformation de jauge est canonique. Soit f(q,t) une fonction arbitraire de

classe C2, alors :

") (p+ varan)
— d(q,p) = . 3.139
(F)=2@r =, v3q (3.139)
La matrice jacobienne du difféomorphisme est
_ (L0
(Do) = <B§11> ; (3.140)

ot B = {b;;}} ;_; est une matrice symétrique d’éléments

0P, 0%

b=t = STy
7 0q;  0q0q;

(3.141)

A nouveau, il est facile de vérifier la symplecticité (D¢)t - J - (D¢) = J utilisant la
propriété de symétrie B = B,
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vi) Une transformation autondme issue d’un changement de coordonnées de position
généralisée définissant un difféeomorphisme est canonique. Dans ce cas on a

Qi = Qi(a), (3.142)
e 0Q

P= ) oy 3.143
¢ j=1 94; K ( )

Pour trouver de quelle maniére se transforment les p;, il faut revenir au formalisme
lagrangien. Soit

L(Q,Q.t) = L(a(Q),4(Q, Q). ), (3.144)

alors sachant que la forme des équations de Lagrange est invariante sous un tel
diffeomorphisme (cf. Sect. 2.5.1) il vient

=Pj
p o LQQ0) 0L 04\~ 0y (3.145)
! an J=1 aq] an j=1 P an ' ‘
N~
(2.93) 04,

Or comme Q; = Q;(q) est un difféeomorphisme, on peut inverser la relation pour
trouver ¢; = ¢;(Q). On exprime ainsi d¢g;/9Q; en fonction de q dans (3.145). La
transformation s’écrit alors

(ii) = di(q,p) = <p .Q%(?()Q)) : (3.146)

A nouveau, on vérifie que (D¢) est symplectique.
vii) Soit la transformation
arctg (q/p)
(g) - ( P (3.147)
2

Alors

3.147 2+ ¢?pdg — qd
pdg — PAQ P =7 pag - P ; a pp§+‘;2p = d(1pg). (3.148)

Il s’agit donc d’une différentielle totale, et par conséquent la transformation (3.147)
est canonique. De plus, de I'Eq. (3.147) on a tg@Q = ¢/p, d’ott p = qctg Q et donc
I'intégration de la forme différentielle donne

3.148
(g, Q) “EY 30q = 54° ctg Q. (3.149)

3.4.3 Les fonctions génératrices

Nous désirons trouver explicitement les fonctions qui engendrent des transformations
canoniques. Ces fonctions sont appelées fonctions génératrices. De plus, nous désirons
établir la forme du nouvel hamiltonien H(Q, P, t) en terme de ces fonctions génératrices
et de H.
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3.4.3.1 Fonction génératrice de premiére espéce

Reprenons le raisonnement de la Sect. 3.4.2.3 jusqu’a ’Eq. (3.106). L’identification des
Egs. (3.105) et (3.106) méne aux relations

i = 651(‘1)Q7t), i=1,...,1, (3.150)
9q;
- 051(a,Q,t) -
P = oo =l (3.151)
~ oS t
H(Q,P,t) = H(q,p,t) + %. (3.152)

S1(q, Q,t) est appelée fonction génératrice de premiére espéce.

Quelle est 'interprétation des Egs. (3.150) & (3.152) ? Etant donné un changement de
variables Q = Q(q, p,t), P = P(q, p, t), alors ce changement de variables sera canonique
¢’il existe une fonction S1(q, Q,t) telle que p; = 951/9q; et P, = —051/0Q;, i =1,...,1.
Si S existe, alors le nouvel hamiltonien est donné par H=H + 051 /0t. Ainsi la structure
des équations canoniques dans les nouvelles variables Q et P est conservée :

: H
Qi = %, i=1,...,1
: OH
7 ana ? ’ 7l7
~ 0
H(QaPat) = H(Qapat)‘f‘aSI(Qant)

Les Eqgs. (3.153) font intervenir uniquement les nouvelles variables. Par conséquent, il faut
exprimer q = q(Q, P, t) et p = p(Q, P, t). Pour ceci, on considére d’abord la relation

7851((:17 Qa t)

P = 30, (3.154)
que P’on inverse pour obtenir q = q(Q, P, t), puis substitue dans
08 t
i = 71(;;9’ ) (3.155)

pour extraire p = p(Q, P, t). Ces relations connues, il est possible d’exprimer le nouvel
hamiltonien H en fonction des nouvelles variables Q et P. D’autre part, pour obtenir
Pexpression de la transformation canonique, il est aussi nécessaire d’inverser

a\ _ (a(Q,P,t)
<P) a (p(Q,P,t) ’ (3.156)
pour trouver la forme explicite de la transformation canonique
Q\ _ (Q(a,p:t)
(P “\P(ap.t))’ (3.157)

Par le théoréme des fonctions implicites, ceci est possible si le déterminant de la matrice
hessienne de S; est non nul :

a2’91((:17 Qat)
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3.4.3.2 Fonction génératrice de seconde espéce

Pour pouvoir générer une transformation canonique, la fonction génératrice doit dé-
pendre des anciennes variables ainsi que des nouvelles variables. Sous cette condition, le
nombre total de variables est 4/ + 1 (ce sont q, p, Q, P, et ¢). Or une transformation est
définie par la donne des 2! équations Q = Q(q,p,t), P = P(q,p,t). Il reste donc 2[ + 1
variables indépendantes dont la fonction génératrice peut dépendre, donc d’autres choix
que (q, Q). On peut donc considérer d’autres fonctions génératrices, comme par exemple
Sa(q, P, t). Mais comme de 'Eq. (3.154) on a P, = —05/0Q;, alors S2(q, P, t) est reliée
a S1(q,Q,t) par une transformation de Legendre (cf. annexe A.5). Ainsi, la construction
des autres fonctions se fait & ’aide de la transformée de Legendre.

Définition 3.7 Soit S1(q, Q,t) la fonction génératrice de premiére espéce, alors on dé-
finit la fonction génératrice de seconde espéce par la transformée de Legendre de

S1(q, Q,t) par rapport ¢ Q :

S2(q, P, t) = (£51)(q, P, 1)

l 05
- Z Qi(q7 Pvt) a—c;(cL Q(qa Pa t)vt) +Sl(qa Q(q7 Pvt)a t)
—1 i

(3.151)
= -5

1
i=1
Dans le membre de droite de ’Eq. (3.159), Q(q, P, t) signifie Q(q,p(Q,P,t),t). De plus,
pour que So(q, P, t) définisse une transformation canonique, il faut que le déterminant de
la hessienne de Sz soit non nul :

9*52(q, P, )
det § —————~= 0. 1
e { 90,07, # (3.160)
Lemme 3.11 Soit S2(q, P, t) une fonction génératrice de seconde espéce, alors
953(q, P, t) .
;= — == 1 PN .
QZ aR b Z ) 7l7 (3 161)
852 (q7 P7 t) .
pi = —(F —, i=1,...,1, 3.162
9qi ( )
~ a8 P,t
H(Q,P.t) = H(q,p,t) + %. (3.163)
Preuve: par vérification directe, on a :
953(q, P, 1) (3.159) 2Q; 951 9Q;
o, = ;P i P, ZQa Z 5, " - Qs (3.164)
= 51] (3. L53) B

a8 P,t) 5] 051 0 oS
2(qa (3. 159) Z Q] +ZQ3 Z 1 Q] 1 — pi, (3.165)

9q; aQ] 9qi a%’
~—~
:O (3. 1;3) _P, (3. Es)pi

052(q, P, t) (3.159) _8Qj 051 3Q3 05 5
ot ; 7ot ZGQ] ot ot =H-H. (3166)

. 1_53) (3.153) o
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A nouveau, & partir de I'Eq. (3.161) on exprime q = q(Q, P, ), que 'on insére dans
I’Eq. (3.162) pour obtenir p = p(Q, P, t). Ceci permet d’exprimer le nouvel hamiltonien
H(Q,P,t) en fonction des nouvelles variables. Sous la condition (3.160), la relation est in-
versible ce qui permet d’établir explicitement ’expression de la transformation canonique

Q=Q(a,p,t), P =P(q,p,1t).

3.4.3.3 Fonction génératrice de troisiéme espéce

Définition 3.8 Soit S1(q, Q,t) la fonction génératrice de premiére espéce, alors on dé-
finit la fonction génératrice de troisiéme espéce par la transformée de Legendre de

Si(a,Q,t) par rapport a q :

l 95
S3(paQ7t) = (gsl)(paQ7t) = _qu(p7Qat) a—ql(q(p7Qat)7Qat) +Sl(q(p7Qat)7Qat)
i=1 !

(3.150)
= i

l

== 4P, Q. t)pi + S1(a(p, Q. 1), Q. 1). (3.167)

i=1
Dans le membre de droite de I’Eq. (3.167), a(p, Q,t) signifie q(P(q,p,t), Q,t). De plus,

pour que S5(p, Q,t) définisse une transformation canonique, il fout que le déterminant de
la hessienne de S soit non nul :

82S3(p5 Qvt)

Lemme 3.12 Soit S5(q, P, t) une fonction génératrice de troisiéme espéce, alors

o _9%m.QY
g = A PR (3.169)
aSB(D)Qvt) .
P =-—— =1,... 1
[ an ) ? ) ala (3 70)
_ 8S5(p, Q, t

Preuve: la preuve est en tout point similaire 4 celle de la fonction génératrice de seconde
espece. |

3.4.3.4 Fonction génératrice de quatriéme espéce

Définition 3.9 Soit S2(q,P,t) la fonction génératrice de seconde espéce, alors on défi-
nit la fonction génératrice de quatriéme espéce par la transformée de Legendre de
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Sa(q, P, t) par rapport 4 q :

05,

aq (q(p7 P7 t)a Pa t) +S2(Q(Pa Pa t)7 P7 t)

1
Sa(p,P,t) = (XSg)(p,P,t) = —Zqi(p,P,t)

(3.162)

l
—> ai(p,P,t)p; + Sa(a(p, P, t), P, 1). (3.172)

i=1

Dans le membre de droite de I’Eq. (3.172), q(p, P, t) signifie q(Q(q, p,t), P,t). De plus,
pour que Si(p, P, t) définisse une transformation canonique, il faut que le déterminant de
la hessienne de Sy soit non nul :

9*Su(p, P, )

Lemme 3.13 Soit S4(p,P,t) une fonction génératrice de quatriéme espéce, alors

- 8S4(p7P7t) .
Qi = o =L A (3.174)
854(p,P,t) A
g = —————~, =1,...,1 .1
q o ) (3.175)
8S4(paPat)

H(Q,P,t) = H(q,p,t) + (3.176)

ot

Preuve: la preuve est en tout point similaire & celle de la fonction génératrice de seconde
espece. |

3.4.3.5 Récapitulatif

Le tableau suivant récapitule les relations satisfaites par les différentes fonctions gé-
nératrices.

i pi | Qi P;
51(a.Q.1) 551 —os:
SB (p7 Qa t) 72_1%3 7%
Su(p,P.t) | -5+ s
3.4.3.6 Exemples
i) Soit
l
S1(a,Q) = > axQr, (3.177)
k=1
vérifiant o2
(@ Q) _ 5 (3.178)

9q:0Q;
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S1 ainsi défini est donc bien une fonction génératrice de premiére espéce.

l

95, 0Q;

P- = — = — = — i s _1

= 50, §‘_jqk 50 = (3.179)
o 8S1 8qj . )

Pi= o Z g = @ (3.180)

La transformation canonique issue de S7 s’écrit donc :

q Q(p)) ( p)
= . 3.181
(p) -~ (P(q) —-q (8.181)
Il s’agit de ’échange des roles de q et p. Le nouvel hamiltonien est donné par
H(Q,P,t) = H(a(Q,P),p(Q.P),1). (3.182)

Par définition de la transformation canonique, la forme des équations de Hamilton
reste invariante dans les nouvelles variables. Remarquons que cette méme transfor-
mation peut étre aussi engendrée par la fonction génératrice de quatriéme espéce

!
P) = piPs. (3.183)
j=1
if) Soit
l
= g Pr. (3.184)
=1
La transformation canonique issue de cette définition de S5 est
0S5
P = = Pl .1
=5 (3.185)
0S5
o = q.. 1
Q=55 =4 (3.186)

Il s’agit donc de la transformation identité. Notons qu’elle est aussi engendrée par
la fonction génératrice de troisiéme espéce

l
= peQx. (3.187)
j=1

ili) Soit ’hamiltonien de oscillateur harmonique & une dimension

P2 omw?

H(q,p) = o T (3.188)

ou m est la masse et w la pulsation. A I'aide d’une transformation canonique judi-
cieuse il est possible d’obtenir une nouvelle variable qui soit cyclique dans le nouvel
hamiltonien H. Ceci permettra de résoudre entiérement le probléme. Soit la fonction
génératrice de premiére espéce

51(¢,Q) = —q “ctg(@Q),  (¢,Q) € D= {R*\(0,0)}. (3.189)
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La condition

9%5, mwq
= — 0 3.190
0q0Q sin® Q 7 ( )

est bien vérifiée dans D. Par définition :

0851 mw  ¢>

p=_21_" 9 3.191
aQ 2 sin?Q ( )
S
p= =1 = mwq ctg Q, (3.192)
dq
ce qui fournit
2P
q =/ —sinQ, (3.193)
mw
p = V2mwP cos Q. (3.194)

Le nouvel hamiltonien est :
H(Q,P) = H(q(Q,P),p(Q, P)) = wP. (3.195)

On en déduit que @ est une variable cyclique pour H, donc son moment conjugué
est une constante du mouvement. La transformation étant canonique, la structure
des équations canoniques dans les nouvelles variables est préservée :

: OH
: OH
P=—-——=0. 3.197
50 (3.197)
La solution des équations canoniques est alors
Q) = wt+ p, (3.198)
P = PO = Cte|t, (3199)

que P’on exprime dans les anciennes variables & ’aide des Eqgs. (3.193) et (3.194) :

q(t) =4/ % sin(wt + @), (3.200)
p(t) = v/ 2mwPy cos(wt + ¢). (3.201)

11 a donc été possible de trouver les solutions des équations du mouvement de 1’0s-
cillateur harmonique en une dimension grace 4 une transformation canonique judi-
cieuse.

Quelle est I'interprétation de Py ? Comme 0H /0t = 0 et que ’énergie cinétique est
une forme quadratique homogéne en p, alors H = FE est I’énergie totale du systéme.
En substituant les Eqs. (3.200) et (3.201) dans (3.188) il vient :

E =wP,, (3.202)

d’'ou Py = E/w qui a les dimensions d’une action. On constate que la dynamique
dans les variables @ et P a lieu sur un cercle de rayon Py, avec fréquence de rotation
w/2m. On dit alors que Q est la variable angle, tandis que P est la variable action
(cf. Sect. 3.6.5). En effet, du point de vue des unités, Py a les dimensions d’une
énergie divisée par une fréquence, c’est-a-dire [(kg m/s)m]| ce qui correspond & une
action.
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3.5 Systémes intégrables et non-intégrables

Considérons un systéme hamiltonien & [ degrés de liberté. Pour un ensemble de condi-
tions initiales données, il est toujours possible, tout au moins en principe, d’intégrer les
2l équations de Hamilton pour trouver la trajectoire du point représentatif du systéme
dans ’espace des phases I'. L’intégration peut étre effectuée analytiquement dans les cas
simples et numériquement autrement. Il faut néanmoins réaliser que l'intégration numé-
rique peut poser de trés gros problémes reliés & la précision, & la convergence et aux
instabilités possibles du schéma numérique utilisé.

Deux cas se présentent :

i) Les solutions sont “réguliéres”. L’évolution du systéme n’est pas sensible aux condi-
tions initiales dans le sens o des conditions initiales voisines conduisent & des trajec-
toires voisines. Ceci est le cas par exemple du pendule rigide ; toutes les trajectoires
sont caractérisées par leur énergie F. En fonction de celle-ci, les trajectoires sont
périodiques fermées ou périodiques ouvertes (cf. Fig. 3.10) et de petites différences
d’énergie conduisent & de petits écarts entre trajectoires.

ii) Les solutions sont “chaotiques”. L’évolution du systéme est trés sensible auz condi-
tions initiales, c’est-a-dire que des conditions initiales légérement différentes condui-
sent & un éloignement exponentiel des trajectoires. Bien que 1’évolution soit déter-
ministe, le comportement de tels systémes est en pratique imprévisible car il est
impossible de déterminer les conditions initiales avec suffisamment de précision. Un
tel exemple est fourni par le pendule double. Le comportement du systéme apparait
comme chaotique et on parle du chaos déterministe [13].

Les systémes appartenant & la premiére classe sont dits intégrables alors que ceux
appartenant 3 la seconde classe sont dits non-intégrables. Il est évidemment important de
déterminer les conditions sous lesquelles un systéme est intégrable. Une discussion détaillée
de ces questions dépasse le cadre de ce cours introductif et nous ne ferons qu’énoncer et
illustrer les résultats (voir [14] pour plus de détails).

Théoréme 3.3 Un systéme a | degrés de liberté est intégrable si :
i) il existe | intégrales premiéres (constantes du mouvement) I;,
i) ces intégrales premiéres sont indépendantes,
iii) elles sont en involution.

La recherche des intégrales premiéres peut se faire en exploitant les propriétés de
symétrie du systéme. La théorie de Hamilton-Jacobi qui suit permet aussi de trouver les
intégrales premiéres.

L’indépendance des intégrales premiéres assure que chacune d’elles apporte une infor-
mation supplémentaire. Ainsi 'intersection des surfaces I; = cte forme un sous espace de
dimension ! de I’espace des phases I'. L’indépendance est vérifiée si les | gradients des I;

sont indépendants en tout point de la surface {I; = f;}!_,, ot f; sont des constantes [14].

Les I, sont dites en involution si leurs crochets de Poisson vérifient
{I;,I;} =0, Vi, j <I. (3.203)

Il y a donc (I — 1)/2 conditions & satisfaire, ce qui pour [ > 2 est plus contraignant que
Pexistence de [ intégrales premiéres.

Nous voyons donc que tout systéme autondéme & 1 degré de liberté est intégrable.
Pour [ > 1, les systémes intégrables sont I’exception plutot que la régle. Un systéme inté-
grable est tel que la construction de la solution ne requiert que des opérations algébriques
(inversion de fonctions) et des quadratures (calcul d’intégrales connues).
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Exemple: Considérons un systéme invariant par rotation pour lequel le moment angu-
laire L est conservé. Les composantes ne sont pas en involution car {L;, L;} = €;;xLs
(o €451 est le symbole d’antisymétrie, cf. Eq. (5.39)). Ainsi, parmi les 3 composantes du
moment angulaire qui sont conservées, seules deux d’entre elles sont en involution. Géné-
ralement on choisi L2 et L. o

3.6 La théorie de Hamilton-Jacobi

Les transformations canoniques peuvent aussi étre utilisées pour déterminer systémati-
quement, les intégrales premiéres d’un systéme hamiltonien. De fagon similaire & ’exemple
de l'oscillateur harmonique de la Sect. 3.4.3.6, on cherche avec la théorie de Hamilton-
Jacobi de construire une transformation canonique vers des nouvelles variables qui sont
des constantes dans le temps.

3.6.1 Le cas dépendant du temps

Considérons tout d’abord le cas ou I’hamiltonien dépend explicitement du temps.
L’idée de base est de chercher une transformation canonique

-

telle que les [ nouvelles variables Q et P soient constantes. Il n’est pas possible que ces
2l constantes soient toutes des constantes du mouvement. En effet, un systéme intégrable
ne posséde au plus que [ intégrales premiéres en involution, mais la solution du systéme
dépend également de [ conditions initiales. Par exemple, dans le cas du pendule rigide,
I’énergie est une intégrale premiére et il suffit de donner ’angle initial pour déterminer la
trajectoire. Par contre les 2] constantes peuvent étre des constantes d’intégration des équa-
tions du mouvement comme par exemple des fonctions des valeurs initiales des variables
qr et px, k=1,...,1.

On cherche donc une transformation canonique telle que :

. oH
0 = g i=1,...,1, (3.205)
=0
oH
b o=, i=1,...,1 2
30, i (3.206)

0

On en conclut que H est égal & une constante indépendante de @Q; et P;, que ’on choi-
sit égale & zéro (toutes les grandeurs d’intérét étant ensuite définies par des dérivations
partielles, on peut sans restriction de généralité imposer la nullité de cette constante) :

H(Q,P,t) =0. (3.207)

Tl est d’usage dans la théorie de Hamilton-Jacobi de choisir une fonction génératrice de
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seconde espéce pour décrire la transformation. Ainsi, par définition (cf. Sect. 3.4.3.2) :

_ aSQ(quvt) .
Q= s (3.208)
P
i = 7552(52_ 3 ] (3.209)

0S2(q, P, t) (3.207)

H(Q,P,t) = H(aq,p,t) + —

0. (3.210)

En insérant les Eqgs. (3.208) et (3.209) dans (3.210) on obtient I’équation de Hamilton-
Jacobi :

H <q, 95(a.B.1) P’t),t> L 9%@Py (3.211)

dq ot

Dans ce contexte, la fonction génératrice Sy est appelée fonction principale de Ha-
milton. La relation ci-dessus est une équation différentielle non-linéaire du premier ordre
pour les [ + 1 variables q1, ..., ¢, t. L’intégration de ’Eq. (3.211) fait donc intervenir [+ 1
constantes d’intégration indépendantes, notées aj, ..., a;4+1. La solution s’écrit donc

SQ = Sg(q,Oél,...,OélJrl,t). (3212)

On dit de 'Eq. (3.212) qu’il s’agit de la solution compléte. Néanmoins, une des constantes
d’intégration est non pertinente a la solution. En effet, ’Eq. (3.211) ne dépend de S> que
par des dérivées partielles. Par conséquent, si S est solution, alors So+ est aussi solution,
ol v est une constante quelconque. Une des [ + 1 constantes de 'Eq. (3.212) doit donc
apparaitre comme constante additive. Mais toute constante additive n’a aucune influence
sur le résultat final car les grandeurs s’obtiennent ensuite par dérivation partielle de la
fonction principale. Ainsi, la solution (3.212) ne dépend effectivement que de | constantes.
Notons a = (g, ..., ), alors :

SQ = Sg(q,a,t). (3.213)

La forme finale de I’équation de Hamilton-Jacobi se trouve en remplagant I'Eq. (3.213)
dans les Eqgs. (3.208) & (3.210) :

8 = W’ i=1,...,1, (3.214)
Q;
pi = %f"”, i=1,...1, (3.215)

ol [3; est une constante s’obtenant simplement par évaluation du membre de droite
de (3.214) au temps initial. I’équation de Hamilton-Jacobi s’écrit finalement :

aSQ(qvaat) aSQ(qvaat) _
H(q, gt g =0 (3.216)

Nous avons donc construit ’équation pour la fonction génératrice de la transformation
canonique vers les constantes o et 3 :

)~ ()= () aarr

ol (3 est déterminé par les valeurs de a selon 'Eq. (3.214).
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Si ’on a trouvé la solution compléte de I’équation de Hamilton-Jacobi, alors le pro-
bléme est intégrable et les o; sont les intégrales premiéres [14].

Pratiquement, on résous d’abord ’équation de Hamilton-Jacobi (3.216), inverse (3.214)
pour trouver ¢; = ¢;(3, a, t), que ’on injecte dans (3.215) pour trouver p; = p;(3, a, ).

Remarques:

i) Le formalisme de Hamilton-Jacobi consiste en la reformulation d’un systéme de 2I
équations différentielles du premier ordre & 2/ + 1 variables en une équation non-
linéaire & [ + 1 dérivées partielles de premier ordre.

ii) Retournons & la solution compléte (3.213) et dérivons-la par rapport au temps :

05y . 0857

d
— = — ¢+ —. 21
(@ et 2 g, & + 5 (3.218)
Utilisant les Egs. (3.215) et (3.216), (3.218) devient :
—82 (a, ;1) Zplql ~ H(q,p,t) € L(q,p.t), (3.219)
d’ou .
Sa(q,p, t) = / ds L(q, p, s) + ctel;. (3.220)
to

Ainsi la fonction génératrice de seconde espéce ne différe que par une constante
de l'intégrale du lagrangien. Néanmoins, cette maniére de procéder n’est pas plus
simple calculatoirement. En effet, il faudrait alors d’abord résoudre les équations de
Lagrange pour exprimer q = q(t) et p = p(¢). Le seul intérét de cette relation est
d’ordre historique [15].

S

3.6.2 Le cas indépendant du temps

Soit un systéme & [ degrés de liberté et soit un hamiltonien ne dépendant pas explici-
tement du temps : 0H (q, p)/0t = 0. L’hamiltonien est alors une constante du mouvement
H = F (qui n’est pas forcément 1’énergie totale du systéme). Choisissons o1 = F et la
forme de solution

Sg(q, E, ag,...,00 t) = W(q, E, a2, ..., al) - Eﬁ, (3.221)
alors ’équation de Hamilton-Jacobi (3.216) prend la forme
H <q, aW(q7 )aa27 ,O[l)) — E, (3‘222)
q

et les Egs. (3.214) et (3.215) deviennent :
oW (q, E,as,...,qq)

- ¢ 22
51 8E ) (3 3)
oW (q, E,as,...,qq)

L — , =92, 3.224
. - ; (3.220)
o = W ’ao‘2’ o)y (3.225)

qi

(3.222) est appelée I'équation de Hamilton-Jacobi réduite.
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3.6.2.1 L’exemple de l’oscillateur harmonique

Soit I’hamiltonien de ’oscillateur harmonique unidimensionnel

2 2
p mw
H(g,p)=E=-—+

2 22
5 54 (3.226)

ol m est la masse et w la pulsation. On a donc un degré de liberté | = 1. L’équation de
Hamilton-Jacobi (3.216) s’écrit

052(q, a, t) 052(q, o, t)
H =0. .22
(q, 94 + ot 0 (3.227)

Considérons alors une solution de la forme :
Sa(q, o, t) = W(q,a) — at. (3.228)

Comme discuté précédemment, nous posons o = E. Insérant 'Eq. (3.228) dans (3.227) il
vient

%Z’O‘) = mw ﬂsz — ¢, (3.229)
dont la solution est
a 2
W(q,a) = mw/o ds 5 s2, W(0,a) = 0. (3.230)

Insérant (3.230) dans (3.228) on a

1 20
Sa(q, o, t) =mw | ds 5 — 52— at. (3.231)
0 mw

%8, 1 1
=— 232
0q0a  w 20 _ g2 70, (3:232)

On vérifie que

donc Sa(q, a, t) est une fonction génératrice de la transformation canonique

()~ ()= () 5259

Par définition

. t) (3. . 2
(3.215) 8S2(q, o, t) (3 225) oW (q,a) (3 2 a 2. (3.234)
dq dq mw?

. . . 1 2
3 (3.214) 052(q, a, t) (3.223) W(g,a) ye:y 1 mw ) =t (3.235)

Ja da w 20

L’inversion de (3.235) donne
200,

q(t) = 5 sin (w (t+ 6)) . (3.236)

mw

L’insertion de (3.236) dans (3.234) méne &

p(t) = vV2amecos (w (t+ 3)) . (3.237)
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Il reste & connecter « et 3 aux conditions initiales gy et pg. On a

(3.236)
D GBD ___ o(wp), (3.238)
Do mw
d’ou .
3= — arctg <M> . (3.239)
w Po
Nous savons par construction que o = E. Vérifions-le a 'aide des Egs. (3.236) et (3.237) :
2
oMW 5 1
- S 3.240
¢S P =1, (3.240)
d’ou 22 e
5 (3.226)
=9 4+ = =" F. .241
= 2m + 2 5 a (3.241)

Nous avons ainsi entiérement résolu la dynamique de ’oscillateur harmonique unidimen-
sionnel par la méthode de Hamilton-Jacobi.

Remarquons que la substitution des solutions (3.236) et (3.237) dans (3.231) donne

S’(q,a,t):mw dsq/ u}2\/1—5111 s—i—ﬁ))—at

Vv Qam/o dgcos (w(s + 3)) — at. (3.242)

dg = \/%cos (w(s+ 3))ds (3.243)

Utilisant

dans (3.242) il vient

K 1
S(q,a,t) = 2a/ ds (c052 (w(s+8)) — 5) . (3.244)
to
D’autre part, le lagrangien est
2 2
_op o me
L(Qapv S) - 2m 92
(3.236)
@227 ¥ cos? (w(s + B)) — asin® (w(s + B))
1
= 2a (cos (w(s+B)) — 2) : (3.245)

Comparant les Eqgs. (3.244) et (3.245) on voit que l'identité (3.220) est bien satisfaite.
Néanmoins, cette relation n’a pu étre obtenue qu’aprés résolution du probléme.
3.6.3 Le cas séparable

La résolution de I’équation de Hamilton-Jacobi est généralement difficile. 11 existe
néanmoins des cas ol la situation se simplifie par le fait que le probléme peut étre découplé.

Définition 3.10 Une coordonnée généralisée q; est dite séparable si la fonction princi-
pale de Hamilton peut s’écrire sous la forme

SQ(qa avt) = Sél)(q’w «, t) + Sé2)(Q17 s 4i—1, 4415 - - -5 41, avt) (3246)
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Définition 3.11 L’équation de Hamilton-Jacobi est dite séparable si toutes les coordon-
nées généralisées sont séparables, c’est-a-dire si

2(q, a, t) ZS’(Z (qi, o, t). (3.247)

Remarque: les conditions assurant ’existence d’un probléme séparable sont appelées
conditions de séparabilité de Staeckel [15]. Dans le contexte de ce cours, il suffit de remar-
quer le cas particulier selon lequel si ’hamiltonien peut s’écrire sous la forme

l
H(a,p,t) = Y Hi(gi,pi,t), (3.248)

i=1
alors le probléme est séparable. En effet, dans ce cas en introduisant ’Eq. (3.248) dans la
forme générale de 'Eq. de Hamilton-Jacobi (3.216) il vient

1

ZH ( 055( q’o‘ t),t) L 9%@aet) (3.249)
i ot
expression dans laquelle on introduit la forme d’essai (3.247) pour obtenir
l l (3)
052(qi, o, t) 0557 (¢;, o, t)
H;|q,——"~t —= "~ =0. 3.250
; (q dq; * ; ot ( )

Ceci méne aux équations de Hamilton-Jacobi de la forme

852 (g, , t) 85" (¢i, au, t)
H; | g Lt L~ = Ctel,, 3.251
(o )y 22l (3.251)
=
pour ¢ = 1,...,l. En pratique, le cas le plus intéressant est celui ot I’hamiltonien ne
dépend pas explicitement du temps. o

Lemme 3.14 Soit un probléme autonéme séparable tel que l'hamiltonien s’exprime sous
la forme d’une somme d’hamiltoniens découplés, alors la fonction principale est de la

forme
1

So(q, B, 0, ... 00,t) = Y Wilgi, B 0, 1) — B, (3.252)
i=2

et les équations de Hamilton-Jacobi réduites prennent la forme de | — 1 équations diffé-
rentielles ordinaires (dans les variables q;) :

Hi<qi,aw(q 652 O‘l)>ai, i=2,...,1, (3.253)

N . . , l
ot la l-iéme relation est donnée par oy = E = Zi:2 a; =H, et

5W1(qi,E,a2,...,al) ¢

61 = OF )

(3.254)

aWi(qiaEaOéQa e ,Oél)

ﬁi = 8041' )

i=2,...,1, (3.255)

M- 1M

/|
N

3

OWi(gi, E, s, ..., ,
p = WilanBroz, 0l oy (3.256)
dq;

=
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Preuve: soit un hamiltonien autondéme de la forme

l
H(q,p) = Y _ Hi(qi,pi)- (3.257)

i=1
Utilisant la forme d’essai (3.252), I’équation de Hamilton-Jacobi réduite (3.222) devient
!

aWi i) Ea L)
> H; (q v 852 O”)) —F, (3.258)
i=1 i

En passant successivement les termes dans le membre de droite de I'Eq. (3.258), il dé-
coule que chaque terme doit individuellement étre égal & une certaine constante, que nous
notons «;, ce qui méne aux Egs. (3.253). On peut aussi réaliser la preuve directement &
partir de (3.251), avec S(V) = —Et, et S = W, pour i =2,...,1. [ |

Lemme 3.15 Toute variable cyclique q; est séparable, et la fonction principale s’écrit
52(% Ea az,...,qr t) = S(qla s 4i—159+1, - - -5 41 Ea ag,..., Oél,t) + Vi, (3259)

ol y; = p; = OL/0q; est le moment conjugué qui est une constante du mouvement, L
étant le lagrangien du systéme.

Preuve: soit g; une variable cyclique, alors le moment conjugué p; est une constante du
mouvement. Vérifions alors que ¢; est une variable séparable avec la forme d’essai

SQ(quaoQa s 7al7t) = W(qlaE7a25 s 7al7t)+S(q17 sy Qi—15Gi4+1, - - - 7‘]laE7042, B ,Oél,t).
(3.260)
Par définition de la fonction génératrice de seconde espéce

052(q, e, t) (3.260) OW (g1, E, g, ..., au,t)
pi=—7 — = .
0q; 9q;

(3.261)

Or p; étant une constante du mouvement, notée 7;, on peut intégrer 'Eq. (3.261) pour
obtenir

W(gi, E,az,...,00,t) = viqi + f(E,a2,...,a,1). (3.262)

Insérant (3.262) dans (3.260) et redéfinissant S du membre de droite de (3.260) par
S =S5+ f,on abien W = v;¢; d’ou la forme (3.259), ce qui achéve la preuve. [

Cette preuve enseigne donc que la forme d’essai issue de la cyclicité d’une variable
est identique a celle réalisée pour E. En effet, si 0H/0t = 0 donc H = E, cela revient
a dire que le temps est une variable cyclique, et la fonction principale est de la forme
S =W — Et.

Si ’hamiltonien n’est pas de la forme (3.248), il se peut que pour un choix approprié de
coordonnées le probléme devienne séparable. Il n’existe cependant pas de critére général
pour savoir si une solution séparable est possible. Illustrons ce point par ’exemple de la
section suivante.
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3.6.3.1 L’exemple du potentiel central dans R?

Soit une particule ponctuelle de masse m se déplacant dans IR3 sous 'action d’une force
centrale. En coordonnées sphériques {r, 0, ¢} le potentiel est donc de la forme V = V(r).
L’hamiltonien s’écrit :

2
p; P P}
2m  2mr?2  2mr2sin®6

H(r,0,0,pr,p0,Dp) = +V(r). (3.263)

Le probléme étant autonoéme, la fonction principale est de la forme
Sa(r, 0,0, E as,as,t) =W(r,0,¢, E, s, as) — Et. (3.264)

L’équation de Hamilton-Jacobi réduite est ainsi

1 fow)\? 1 oW\ 1 oW\ 2
%<W) Jr2mr2 (W) +2mr251n29<5—90> TV =F (3.265)

Méme si 'Eq. (3.265) n’a pas la forme d’une somme d’hamiltoniens découplés, on peut
vérifier que les conditions de séparabilité de Staeckel sont néanmoins satisfaites [15]. Dans
le contexte de ce cours, il suffira de considérer la séparabilité comme une forme d’essai
dont la pertinence sera vérifiée a posteriori :

W(r,0,0,E,as,a3z) =W, (r,E,az,a3) + Wy(8,E, aa,a3) + Wy (p, E, a2, a3).  (3.266)
Substituant (3.266) dans (3.265) et multipliant le tout par 2ms? sin” 6 il vient

2 2 2
r? sin? 0 (%) + sin? @ <%) + <88V:;“’) +2mr?sin®0(V(r) — E) = 0. (3.267)

(@)

On constate que le terme (i) ne dépend que de ¢, tandis que les autres dépendent de r et

0. Par conséquent
2
<3W‘P) 3 (3.268)

dp

ol a3 est une constante par rapport & 7 et 6. Divisant ’'Eq. (3.267) par sin’6 et y
substituant (3.268) il vient

oW, > [oWp\? %

2 r 6 2 3

—_— 2 - F =0. .

" ( or ) +( 00 ) +M(j)_)/+sin29 0 (3-269)
ps (4i4)

Les termes (ii) et (iii) ne dépendant que de r et les autres que de 0 on en tire

oW, \ >
r? ( 3 ) +2mr*(V(r) — E) = —a3, (3.270)
T

oWy 2 al 9
—_ = . 271
(39)+sin29 as (3.271)

Le systéeme d’Egs. (3.268), (3.270), et (3.271) peut étre résolu :
Wy = azp, (3.272)

0 042
W :/ deyfag — -2 (3.273)
0o S100 A

W, = /T: dz\/Qm(E ~V(z)) - Z§ (3.274)
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La fonction principale de Hamilton (3.264) devient donc

Sa(r, 0,0, E, s, as,t / dz\/QmE Vix f—+/ dzy[a3 —
0o
(3.275)
Les équations du mouvement s’écrivent ainsi :
oS ow 1
ﬁlza;—a—E—t—m/ dz = —t, (3.276)
\/Qm E-V(z ) %
oS ow
62 = 6—2 a— = / d Y5 >
S " Wm E-V() - %
/ do——— (3.277)
0o 2 4
0Sy; oW / o3
= — = — = d . 3.278
fs dag  Odag 0 Jjstz 02 — %3 T ( )
2 sin? z

Les grandeurs r( et 6§ n’ont pas d’importance dans le sens ol leur contribution & l'intégrale
engendre une constante, ensuite absorbée dans 3;. L’Eq. (3.276) peut &tre résolue pour
r. Connaissant ’évolution de r, (3.277) peut étre résolue pour . Finalement, connaissant
I’évolution de r et 6, (3.278) peut étre résolue pour . Les constantes sont ensuite ajus-
tées en fonction des conditions initiales, ce qui détermine la solution du probléme. Les
constantes oy, as, et oz ont une interprétation physique claire. a; = E est ’énergie totale
du systéme. a3 est la valeur conservée du moment angulaire autour de €j :

det. 052 (3.266) OW,, (3.268)

e P as. (3.279)

Notons que le lemme 3.15 aurait directement permis d’établir W, = azyp, avec az = p,,.
Pour identifier as, on constate que 'Eq. (3.271) peut étre écrite sous la forme

2

PR+ = a2, (3.280)
sin“ 0

de fagon & ce que 'hamiltonien s’écrive

1 a2
H(r,0,0,pr,p0,Dp) = 5~ <p3 + 722) +V(r). (3.281)

1l s’agit de la forme de ’hamiltonien d’un systéme & deux degrés de liberté (mouvement
plan) en coordonnées polaires. as est donc le module du moment cinétique total. Ainsi,
le formalisme de Hamilton-Jacobi fait ressortir de facon explicite les lois de conservation :
a1 est I’énergie, as le module du moment cinétique total, et a3 la composante du moment
angulaire total selon €3. La donne de ces trois grandeurs fixe alors univoquement la valeur
des constantes (31, B2, et B3. Ainsi le formalisme de Hamilton-Jacobi permet de retrouver
les invariants qui sont reliés aux symétries naturelles du systéme.

Utilisant ce formalisme, on peut résoudre le probléme de Kepler qui est défini par un
potentiel central de la forme

Vir)=—-=, k>0. (3.282)
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3.6.4 Limite classique de la description d’une particule quantique

Le formalisme de Hamilton-Jacobi permet de faire le lien entre les descriptions clas-
sique et quantique d’une particule soumise & une force dérivant d’un potentiel.

Considérons une particule ponctuelle classique de masse m en une dimension soumise
au potentiel V' (g, t). L’hamiltonien est

2

p
H t)y=—+V(q,t 2
(@,p,t) = 5~ +V(g1) (3:283)
et I’équation de Hamilton-Jacobi correspondante s’écrit
oS oS
Hg =—t)=—-=—, 3.284
(q 84 ) o (3.284)
soit )
1 /08 oS
— | = t)=——. 2
o (5e) +vao=-% (3.285)
Si de plus le potentiel est indépendant du temps, on peut écrire

ou F est Iénergie de la particule. Par transformation de Legendre inverse par rapport &
I’énergie on obtient une équation implicite donnant la position ¢ de la particule en fonction
du temps t (cf. annexe A.5.1, ou on identifie les Eqs. (A.61) et (3.286) avec x = FE, p = t,
v=_58ety=W):
L oW (q, E)
- 0E
Considérons maintenant le cas d’une particule quantique. Soit ¥(q,t) la fonction d’onde.
Le carré de la norme de ¥ donne la densité de probabilité de trouver la particule en g au
temps t. U(q,t) obéit a I’équation de Schridinger

0¥(q,t) _ h* 9*¥(q,t)

(3.287)

) = e — m .2
Ny = g B V(@ ). 1), (3.289)
ou 7 est la constante de Planck réduite. Ecrivons alors ¥(q, ) sous la forme
1S(q,t
U(g,t) = exp (l (g’ )) : (3.289)
En I’y substituant dans I’équation de Schrodinger, il vient pour la phase S
1 (98\? ih 9%S as
— (=) - === =022 2
lQm <0q> 2m dg? +Viat) ot (3-290)
Dans la limite 7 — 0, dite limite classique, on a
1 (8S\° aS
5 (a_q) +Vigt) =5 (3.291)

qui est I’équation de Hamilton-Jacobi du cas classique.

Comment comprendre ce résultat ? La solution générale de I’équation de Schrédinger
est une superposition linéaire de fonctions d’onde d’énergie donnée. On parle de “paquet
d’ondes”, qui sécrit comme

Wia, E) - Bt Et) , (3.292)

V(g t) = /dEg(E) exp (z =
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ot g(F) est un facteur de pondération. Pour la majeure partie des énergies, ’exponen-
tielle dans ’intégrand oscille rapidement et ne contribue par a l'intégrale. La contribution
dominante proviendra de la valeur de I’énergie rendant stationnaire I’argument de ’expo-
nentielle, ¢’est-a-dire

0
G_E(W(q’ E) — Et) =0, (3.293)
soit oW ( )
_ OW(q, £
t= — o5 (3.294)

ce qui correspond au résultat classique donné par I’Eq. (3.287). En conclusion, la fonction
décrivant le paquet d’onde ne prendra une valeur non négligeable que lorsque sa position
q satisfait ’équation de mouvement classique. En d’autre termes, le paquet d’onde “suit”
la trajectoire classique dans la limite i — 0.

3.6.5 Les variables angle-action

Le formalisme des variables angle-action s’inspire de certaines idées de la théorie de
Hamilton-Jacobi. Ainsi, il existe d’autres transformations canoniques intéressantes telles
que les nouvelles variables ne soient pas constantes au cours de 1’évolution. Un mouvement
particuliérement important en physique est le mouvement périodique. En effet, on est
souvent intéressé a connaitre la période, plus facile & établir, plutot que les détails de
la, dynamique. Le formalisme angle-action va permettre de trouver les fréquences de tels
mouvements, sans résoudre totalement le probléme.

Les variables angle-action ont une portée plus générale que les systémes périodiques
intégrables. En effet, ce formalisme trouve ses applications les plus intéressantes pour des
systémes non périodiques (cf. Sect 3.6.5.4), non-intégrables (théoréme KAM), ou sert de
base pour la théorie des perturbations canoniques [15].

3.6.5.1 Systéme a un degré de liberté

Soit un systéme conservatif & un degré de liberté ¢, soit I’hamiltonien H(q,p) = oy =
E. Ce systéme est intégrable et peut donc étre résolu (de facon analytique ou en recourant
a des quadratures). L’équation d’une orbite dans l’espace des phases est alors donnée par
la solution parameétrique p = p(q, E). Selon les valeurs de I’énergie, deux types d’orbites
périodiques peuvent se présenter : une orbite fermée ou une orbite ouverte (cf. Fig. 3.10).

Dans le cas d’une orbite fermée, les variables {q¢, p} repassent périodiquement en un
point représentatif. Par contre, le cas d’une orbite ouverte se présente si p est une fonction
périodique de g de période gy. Dans ce dernier cas la valeur de ¢ peut croitre indéfiniment.
Exemple: soit le pendule plan rigide de la Fig. 2.8. Son énergie est alors donnée par

2

N
E = 2 mgl cos 6. (3.295)
De I’Eq. (3.295) on tire
20 [ FE
po = :I:\/— <— + cos 9), (3.296)
g \mgl

deéfinissant ainsi les orbites dans ’espace des phases pg = pg(6, FE) pour chaque valeur de
I’énergie E.
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\4

F1G. 3.10 — Orbites périodiques fermée (gauche) et ouverte (droite).

i) Si E > mgl, alors E/(mgl)+cosf > 0 pour tout 6. Le pendule a donc assez d’énergie
pour effectuer des tours complets, 6 € [0, 27[. L’orbite périodique est donc ouverte.
ii) Si E < mgl, alors il existe 8* < 27 tel que E/(mgl) + cos8* = 0. Donc 6 < 6* et
I’orbite périodique est fermée.
ii) Si E = mgl, alors cette valeur correspond & une bifurcation entre les orbites fermées
et ouvertes.
La Fig. 3.11 représente différentes orbites du pendule pour 2{/g = 1.

Pbo

S
B\

2 -

F1G. 3.11 — Orbites dans ’espace des phases du pendule.

<

Dans les deux cas d’orbites possibles, introduisons une nouvelle variable J qui va
remplacer «; dans le role de la nouvelle impulsion constante. Nous désirons construire la

transformation canonique
q Q) _ (¢
(p) — (P) = (J) , (3.297)

ou J est la variable d’action définie par

J= %dqp(q). (3.298)
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J est donc la surface d’une période compléte dans I’espace des phases. Si l'orbite est
ouverte, alors il suffit d’intégrer sur une période qo (cf. Fig. 3.10). Le systéme étant
conservatif, par définition J est constante (théoréme de Liouville). Dans I'Eq. (3.298),
@ est la variable d’angle. La transformation cherchée étant canonique, la structure des
équations canoniques est préservée :

oH
- = —_— .2
b= 27 (3299)
. OH
J= ~55 (3.300)

Or comme J est une constante, alors OH /0 = 0, d’ou H=H (J) ne dépend que des
actions. Ainsi H (J) est aussi une constante par rapport au temps, et par conséquent il en
est de méme du membre de droite ’Eq. (3.299). Cette derniére équation peut donc étre
intégrée, fournissant :

o(t) = vt + ¢(0), (3.301)

ot v =v(J) = dH(J)/dJ. En résumé :
J = Jo, (3.302)
o(t) = vt + o, (3.303)

ou Jo = J(0) et o9 = ¢(0). Nous concluons donc que la dynamique du systéme dans
les variables angle-action est un mouvement périodique de fréquence v localisé sur le
périmétre d’un cercle de rayon constant J. En effet, nous savons que le mouvement est
périodique, donc il doit en étre de méme dans les nouvelles variables. Comme J est une
constante, alors v définit la fréquence du mouvement. A titre instructif, il est possible de
le vérifier explicitement a posteriori. La variation de ’angle sur une période est

0
Ap = ¢ dg2?. (3.304)
dq
D’autre part, le systéme étant conservatif la fonction génératrice peut s’écrire

et alors par définition de la fonction génératrice de seconde espéce

ow
=—. 3.306
v="57 (3.306)
Insérant I’Eq. (3.306) dans (3.304) il vient
O’W (3.302) d OW (3.225) d
Ap=¢d = — — =" —¢d =1. 3.307
@ 99407 a7 F e, q P darla) (3.307)
—_——
(3A2:98)J

Si 7 est la période pour un cycle complet de la variable ¢, alors

Ap = o(r) — o PEY 1 CE (3.308)

d’ott v = 77! est la fréquence.

La fréquence du mouvement périodique est ainsi obtenue sans résoudre totalement le
probléme. La difficulté se raméne donc & trouver ’hamiltonien du systéme en fonction de
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la variable action J. En pratique on peut néanmoins souvent exprimer J en fonction de
E, ce qui par inversion donne H(J).

Exemple: soit I’oscillateur harmonique unidimensionnel dont ’hamiltonien est
2
p Ly
H = — + —kq". .
(a,9) = 5~ + 5ka (3.309)

Les orbites dans ’espace des phases sont données par

p(q) = \/2m (E - %@2). (3.310)

La variable action est par définition

J= jédqp(q) (3.310) %dq\/%n (E - %@2), (3.311)

ce qui se calcule facilement a ’aide du changement de variables ¢ = \/2F /ksin :

J = 2rE, /%. (3.312)

L’Eq. (3.312) donne laire de la surface dans ’espace des phases qui est enfermée dans
Porbite d’une période d’énergie E. On en tire I’hamiltonien en fonction de J :

~ 1 m

E(J)=H(J)=—4/—J. 3.313
() = H() = 5/ (3:313)
La fréquence s’obtient avec B
OH(J) 1 /m
_ _ L m 314
YT T2V (3:314)
ce qui est le résultat connu pour Ioscillateur harmonique. o

3.6.5.2 Systéme a plusieurs degrés de liberté

Soit un systéme conservatif intégrable & [ degrés de liberté, alors ’orbite dans I’espace
des phases est définie par les [ relations p; = p;(q), ¢ = 1,...,l. Supposons de plus
le systéme périodique dans chaque variable g;. Notons que si le mouvement restreint 3
chaque plan {g¢;, p; } est périodique, le systéme n’est pas forcément périodique dans ’espace
des phases entier. En effet, il suffit que le rapport de deux périodes soit irrationnel pour
qu’il n’existe plus de période commune & ces deux orbites.

L’idée de la généralisation est similaire, soit trouver une transformation canonique

)~ ()= (3) s

La transformation étant canonique, la structure des équations de Hamilton est préservée :

oH
by = —, Vi=1,...,1, 3.316
@ 97, i ( )
. oH
Ji = ——, Vi=1,...,1. (3.317)
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A nouveau, nous désirons construire une transformation vers des actions .J; constantes
définies par

Ji = ?{dqz' pi(4:), (3.318)
ou l'intégration est réalisée sur une période dans le plan {g;,p;}. Les actions J; étant

constantes, les Egs. (3.317) donnent J; = J;(0) et U'intégration explicite de ’Eq. (3.316)
est possible. En résumé :

Ji = Ji(0),  i=1,...1, (3.319)
@i(t) = vit + i(0), i=1,...,1 (3.320)
avec SH(J)
s = 321
v, a7, (3.321)

Le mouvement est donc localisé sur la surface de dimension [ du tore défini par les rayons
constants J;. Les fréquences de rotation autour de chaque rayon J; sont données par v;.

De facon générale, les systémes intégrables sans propriété particuliére de périodicité
peuvent étre décrits en termes de variables angle-action (théoréme de Liouville-Arnold,
Sect. 3.6.5.4).

Cette approche basée sur les variables angle-action a joué un role historique important
en mécanique quantique, ou il fut constaté que les valeurs de J; n’étaient pas arbitraires,
mais quantifiées par un multiple de h/(27), ou h est la constante de Planck.

3.6.5.3 Application a I’atome de Bohr

Un atome posséde un noyau de charge Ze autour duquel tournent des électrons de
charge —e et de masse m. L’électron est soumis & une force centrale F = —Ze?r/r3, ot r
est la position de I’électron relative au noyau (le centre de masse est ici supposé en bonne
approximation sur le noyau, ce qui n’est néanmoins pas une restriction de généralité car
le probléme peut étre reformulé en termes formellement équivalents dans le centre de
masse). Il s’agit d’une description classique du systéme, par opposition & la description
quantique. Dans la théorie de Bohr-Sommerfeld, on postule que les intégrales des actions
sont des multiples entiers de la constante de Planck h :

Jr = %drpr =mnh, (3.322)
Jo = ?{dﬁpg = nah, (3.323)

ou ni,ns € N et r, 6 sont les coordonnées polaires. Ceci revient & dire que les électrons ne

peuvent emprunter que des trajectoires bien définies. Utilisant le formalisme angle-action,

on obtient les énergies discrétes :

2m2mZ%e*
n2h? ’

ol n=n1 +ne € N* est appelé nombre quantique principal.

E, =— (3.324)

Des mesures de spectroscopie atomique montraient clairement que le spectre d’émis-
sion des atomes était discret. Einstein avait alors établi que 1’énergie était reliée a la
fréquence v par £ = hv. Si le spectre est discret, il en est donc de méme des énergies.
Ainsi, les hypothéses de quantification de Bohr étaient justifiées dans le sens ou le résul-
tat (3.324) confirmait les mesures expérimentales pour des atomes simples comme ’atome
d’hydrogéne (série de Balmer). Pour plus de détails, voir [11].



84 CHAPITRE 3. LE FORMALISME HAMILTONIEN

3.6.5.4 Le théoréme de Liouville-Arnold*

Théoréme 3.4 (Liouville-Arnold) Soit un systéme hamiltonien autondéme intégrable
a | degrés de liberté et d’hamiltonien conservé H, T" espace des phases, et I,..., I; les
constantes du mouvement (intégrales premiéres), alors
i) Il existe S C T une surface telle que la restriction de I; sur S est constante au cours
de évolution, et sur laquelle a lieu le mouvement (S est une variété lisse invariante
par le flot).
ii) S est compacte et connere, ce qui implique :
a) S est difféomorphe au tore T' = {p; | p; € [0,27[}._,, 0@ ¢; sont dites variables
d’angle,
b) il existe un choix d’angles ; tel qu’il existe des variables canoniquement conju-
guées “actions” J; telles que I’hamiltonien ne dépende que des actions : H = H(J).

Preuve: la preuve dépasse le cadre de ce cours. On peut se référer & [14]. |

Il est instructif d’interpréter le contenu du théoréme. L’affirmation i est une simple
reformulation de la définition de I'existence de [ intégrales premiéres I;. En effet, la don-
née de [ relations I; = cte définit une surface de dimension [ qui sera invariante si ces
mémes relations le sont. La partie a) du point ii est simple & comprendre si la surface est
compacte (fermée et bornée) et connexe (en un seul morceau). En effet, une telle surface
est topologiquement équivalente 7". Le mouvement est donc localisé sur la surface d’un
tore dont les rayons dépendent des angles et du temps (cf. Fig. 3.12).

Fi1G. 3.12 — Théoréme de Liouville-Arnold et tore déformé.
Dans le cas d’un systéme 4 deux degrés de liberté, il existe deux actions Ji, J2 (les grands et petits axes
du tore), ainsi que deux angles ¢1 et 2 (les angles de rotation autour des grands et petits axes). Le point
ii) a) du théoréme de Liouville-Arnold affirme que le mouvement est localisé sur la surface du tore.

Finalement, le résultat remarquable de ce théoréme est la partie b) du point ii, c’est-
a-dire qu’il existe un choix d’angles tel que les rayons du tore soient constants. La dyna-
mique est donc localisée sur la surface du tore dont la paramétrisation est donnée par les
Egs. (3.319) et (3.320) (cf. Fig. 3.13).

Le fait que les actions soient constantes permet d’étudier la dynamique du systéme
dans une tranche du tore, par exemple pour un systéme & deux degrés de liberté la
coupe définie en fixant 'angle de rotation 1 du grand axe. Une telle coupe est appelée
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F1c. 3.13 — Théoréme de Liouville-Arnold et tore non déformé.
La partie ii) b) du théoréme affirme que le mouvement a lieu sur la surface du tore dont les rayons sont
constants. Les angles sont donnés par ¢1 = vit + ¢1(0), w2 = vat + 2(0). Si les deux fréquences sont
incommensurables, c’est-a-dire v /vo ¢ @Q, alors si v1 > vo il n’existe pas n € N tel que v1 = nu2 et le
mouvement n’est pas périodique donc remplit de fagon dense la surface du tore.

section de Poincaré. L’étude de la dynamique dans la section de Poincaré permet alors
d’obtenir d’importantes informations sur la dynamique (périodicité, stabilité, bifurcations,
exposants de Liapunov, approches expérimentales). Ce théoréme remarquable joue un réle
fondamental dans la théorie des systémes dynamiques (théorémes de la variété centrale,
de Floquet, KAM [16]).

3.7 Le probléme & trois corps

3.7.1 Généralités

Ce probléme s’inscrit dans le contexte plus général de V'interaction gravitationelle de
n corps. Soient n corps de masses m; subissant une interaction & deux corps
T3
olt G est la constante gravitationelle, x;; = x; — x; € R? la distance relative entre les
corps i et j, x;; = |Xij], et X;; = x;5/i;. Fij est donc la force d’attraction exercée par m;
sur m;. Notons v; = dx;/dt les vitesses, et supposons les conditions initiales x;(0), v;(0)
connues pour tout ¢t =1,...,n.

Ce probléme revét un intérét particulier car il pose la question de la stabilité des
orbites des planétes de notre systéme solaire.

Dans I'approximation de Kepler, le systéme formé du soleil et d’un autre astre est inté-
grable. Le mouvement est plan, donc & deux degrés de liberté {r, 6}. Les deux constantes
du mouvement sont 1’énergie et le moment cinétique (plus précisément la composante du
moment cinétique qui est perpendiculaire & 'orbite).

Que se passe-t-il avec un troisiéme corps ? En trois dimensions, chaque corps est décrit
par sa position et sa vitesse, soit 6 coordonnées. Le nombre total de degrés de liberté est
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Fi1G. 3.14 — Probléme & trois corps : coordonnées.

donc I =9 (les positions de chaque particule). Les constantes du mouvement sont données
par :

i) P : les trois composantes de la quantité de mouvement totale (invariance par trans-
lation).

ii) Les composantes L? et L, du moment cinétique total (comme nous ’avons vu
dans la Sec. 3.5, les trois composantes du moment cinétique total ne sont pas en
involution).

iv) E :D’énergie totale.

Il apparait alors qu’il existe 6 constantes du mouvement (on peut montrer qu’il n’en
existe pas d’autres que celles mentionnées ci-dessus), soit moins que le nombre de degrés
de liberté. Le probléme 3 trois corps n’est par conséquent pas intégrable. Néanmoins, il
existe une solution analytique. Elle a été proposée par Sundman [17] en 1913, sous la forme
d’une série convergente pour tout temps. Cette solution est pourtant de peu d’utilité pour
I’étude des trajectoires car la convergence est trés lente.

Dans le contexte de la stabilité du systéme solaire, une étude numérique montre
que celui-ci revét certains aspects chaotiques et imprévisibles. Les planétes massives ex-
térieures ont des orbites quasi-périodiques et sont marginalement stables, c’est-a-dire
qu’elles sont stables sur une durée de l'ordre de ’Age du systéme solaire. Par contre les
conclusions sur la stabilité des orbites des planétes intérieures (Mercure, Vénus, la Terre)
sont moins claires. Dans les limites du théoréme KAM, la stabilité de ces orbites ne peut
étre établie que sur une courte période (sur une échelle astronomique). Entre aussi en jeu
le mécanisme stabilisant non-linéaire de la dissipation, absent du théoréme KAM, si bien
que les prédictions sont difficiles.

3.7.2 Le probléme a trois corps restreint

Si la solution générale du probléme 3 trois corps est difficile & établir, il existe néan-
moins des solutions approximatives d’un grand intérét. Elles permettent de comprendre
certains phénoménes stellaires observés (position des astéroides et point de Lagrange).
Nous nous limiterons donc & I’étude du probléme appelé probléme & trois corps restreint
caractérisé par les hypothéses suivantes :

i) La masse de 'une des particules est tellement faible qu’elle n’influence plus la trajec-
toire des deux autres corps. Notons cette masse m. On va considérer le mouvement
de cette derniére particule dans le plan défini par le mouvement des deux autres
corps. Désignons cette particule par p.

ii) Les deux corps m; et mo ont une orbite circulaire autour de leur centre de masse
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commun, ce dernier étant immobile.
Le plan du calcul est le suivant :

1. Etablissement des trajectoires des particules m, et mo seules et d’un systéme de
coordonnées adéquat.

2. Etablissement de I’équation du mouvement pour la particule p plongée dans le po-
tentiel effectif U engendré par le mouvement des corps mq et mo.

Etude de certaines propriétés du potentiel U.
Recherche des points d’équilibre pour p en établissant les extréma de U.
Analyse de stabilité linéaire des points d’équilibre.

S otk w

Applications des résultats obtenus.

Trajectoire des particules m; et mo : par hypothése, chaque particule m et my se
meut & vitesse constante sur un cercle. Le centre des deux cercles est le centre de masse
commun. Le centre de masse étant immobile (dans son référentiel), les particules se situent
sur une droite les reliant et passant par le centre de masse, et ont de plus la méme vitesse
angulaire constante w. Leur accélération d’amplitude w?r; est par conséquent dirigée vers
le centre de masse, ou 7; est le rayon de 'orbite de m;. L’amplitude de la force entre m;
et my est donc Gmima/(r; + 72)?, et par ’équation de Newton

Gm1m2
(r1 +72)?
Nous aurons par le suite besoin des relations suivantes. A partir de I’'Eq. (3.326) il vient :
2 G(m1 + mg)
W= ———"
(T1 + T2)3

Insérant (3.327) dans le premier puis le second terme du membre de droite de I’Eq. (3.326)
on obtient respectivement :

= myw?r] = maw’rs. (3.326)

(3.327)

T1 ma

= : (3.328)
1+ T2 my + ma
o™ (3.329)
1+ T2 my + ma
Finalement, de (3.326) il est clair que
miry = mara. (3330)

Soient X et Y les coordonnées de la particule p dans un repére cartésien fixe d’origine
au centre de masse de m; et ms. Soient x et y les coordonnées de p dans un repére
cartésien de méme origine mais dont la direction de x est donnée par la droite reliant my
et mo en tout temps (cf. Fig. 3.15).

La transformation entre les coordonnées {z,y} et {X,Y} est
X = zcos(wt) — ysin(wt), (3.331)
Y = zsin(wt) 4 y cos(wt). (3.332)

Définissons p; et po comme étant la distance entre la particule p et les corps my et mo
(cf. Fig. 3.15), alors

= (z+m)*+9°, (3.333)
= (x—r2)” +y% (3.334)

p
p

NN =N

I en découle ) )
2 _ T2epr TPy

ry+re

|
—
<
N

w2ty (3.335)
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p1 P2 r

ry

ry

F1G. 3.15 — Probléme & trois corps restreint : coordonnées.

Equation du mouvement pour p : [’énergie cinétique de p dans le référentiel {X, Y}
est

(3.333)
T= %m()'(2 + Y2) (3.384) %m [:132 + 92 — 2wiy + 2wxy + w? (z2 + yQ)} , (3.336)
et son énergie potentielle
V=g g2 (3.337)
P1 P2
Le lagrangien est donc L = T — V. Les équations de Lagrange
d oL OL
T n 0, (3.338a)
d oL OL
————-— =0 3.338b
dt 9y 9y ’ ( )
donnent
mi — 2mwy — mwic = fa—v, (3.339a)
Ox
v
mij + 2mwi — mw?y = f((;—. (3.339b)
Y

Définissons le potentiel effectif U par

Vv 1
U= o §w2 (x2 + 1y + T17“2) ) (3.340)

alors les Egs. (3.339) deviennent

ou
P — 2wy = —— 3.341
T — 2wy Er ( a)
i+ 2wt = faa—g. (3.341b)

Les Egs. (3.341) sont les équations du mouvement de la particule p. On comprend des
Egs. (3.341) que U joue bien le role du potentiel créé par le mouvement de m; et mo, et
ressenti par la particule p. En effet, le membre de gauche est ’accélération de la particule
p dans le référentiel tournant {z, y} & vitesse angulaire constante w.
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Propriétés du potentiel effectif : comme nous le verrons dans la suite, une quantité
appréciable d’informations sur la dynamique de p peut étre extraite du potentiel effectif
U. Nous établissons donc certaines propriétés de U qui s’avéreront utiles. Remplacant les
Egs. (3.327), (3.328), (3.329), (3.335), et (3.337) dans (3.340), la définition de U prend la
forme

U=-G [1+ i ] G {1+ 3 ] (3.342)
=-—GGm; | —+ ————— | —-Gme | —+ —/————— | . .
Yo 20 +)? 2oz " 2(r + 1)

Les dérivées de U sont données par
— =Gmy |5 — ———=|, 3.343a
Ip1 ' [P% (r1+72)? ( )
— =Gmy |5 — ————|, 3.343b
Ip2 ’ {Pg (r1 +1r2)? ( )

et serviront & trouver les points d’équilibre. Utilisant les Eqgs. (3.333) et (3.334) on a

O _ztm (3.344)
Ox p1
) _
g _ T (3.345)
ox P2
op1 y
- = —, 3.346
dy P1 ( )
92 _ Y. (3.347)
dy P2
Les Eqs. (3.343) a (3.347), (3.327), et (3.330) avec (3.342) permettent de trouver
oU  Gmy(xz+r1)  Gma(x —r2) 9
— — .34
I P + P wz, (3.348)
oU Gmiy  Gmoy 9
— = —+ — w7y, 3349
9y Pt P (3349
0?U 1 3(z+mr)? 1 3(z—r)?
g = O [ = ] o [ - S e
82U [ 1 3y2] { 1 3y2]
— =Gmy |5 — | +Gmay | = — | —w?, 3.351
0y? et A ‘L A (3.351)
o%2U 3(x+7r)y 3(xz—r2)y
_ Cam, 2\ 2)Y 352
TR Gma = (3.352)

Multipliant I’Eq. (3.341a) par z et I’Eq. (3.341b) par gy, puis additionnant les équations
ainsi obtenues on a

. .. 0oU. 0U,
Tr+yy = 9z Y Y, (3.353)
ce qui se réécrit sous la forme
d /1 1 dU
—(Zig4+Zg) = ——2. 354
at (2:”2”) at (3:354)
Par intégration il en découle
i+l +U=cC, (3.355)

ot C est une constante déterminée par les conditions initiales. La quantité i%/2 +¢%/2 +
U est donc une constante du mouvement. La méme conclusion peut étre obtenue en
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constatant que L ne dépend pas explicitement du temps, par conséquent £ = H =
T + V est une constante du mouvement. A nouveau, nous constatons que I’Eq. (3.355)
est formellement la méme relation que pour I’énergie d’une particule de masse unité dans
un potentiel U, d’otu l'interprétation de U comme potentiel effectif.

Les solutions d’équilibre de 'Eq. (3.341) seront données par du/0x = du/dy = 0.
Cependant, la présence du second terme dans le membre de droite fait que les équilibres
stables ne correspondent pas forcément aux minima de u. Une analyse de stabilité linéaire
déterminera les solutions stables.

Points d’équilibre pour p : des Egs. (3.341) il découle que la particule p peut rester
immobile dans le référentiel tournant en tout point pour lequel OU/9x = 9U/dy = 0. De
tels points sont appelés points d’équilibre. La condition d’équilibre s’écrit donc
oU oUu 6/)1 oU 6p2
— = =8, 7y, 3.356
ox dp1 Ox + Opa Ox ( 2)
oU oUu 6/)1 oU 6p2
dy  Op1 Oy  Op2 Oy ( )

Les Egs. (3.356) peuvent s’écrire sous la forme d’un systéme linéaire :

ou dp1  Opa U
ox _ ox ox op1 _
ou | =\ om op | |ou | =0 (3.357)
oy dy Oy Op2
—_—— — D — =
=a =M =b

Le systéme (3.357) admet une solution a = 0 dans les deux cas suivants :
i) Si b = 0 pour toute valeur de M, alors la condition s’écrit

ou  oU
22 =0 3.358
Ip1 0p2 ( )
Substituant les Eqgs. (3.343) dans (3.358) on obtient immédiatement
p1 = p2 =711+ Ta. (3359)

Ceci g’interpréte géométriquement de la fagon suivante. Si on construit un triangle
équilatéral avec les corps m; et my en deux sommets, alors le troisiéme sommet
est un point d’équilibre. Il existe deux tels points, le premier étant dans la région
y > 0 et le second dans la région y < 0. Le point correspondant & y > 0 est appelé
quatriéeme point de Lagrange, libellé L4, tandis que celui pour y < 0 est appelé
cingquiéme point de Lagrange, libellé Ly (cf. Fig. 3.17).

ii) Si b # 0, alors det M = 0, soit utilisant les Eqgs. (3.344) & (3.347) :

x+ry T—Tro
o1 ____> o 1+ 12

det M = det ( P P2 =0. (3.360)
P1P2

Y Yy

P1 P2
Le déterminant est nul si et seulement si y = 0. Ainsi tous les autres points d’équi-
libre doivent étre sur ’axe z. Posant y = 0 dans I’Eq. (3.348), égalant le résultat a
zéro, et remarquant que pour y =0 on a p; = |x + 71| et p2 = |x — ro| on obtient

U _ Gma(z+m)  Gma(z —rs)

2
= — =0. 3.361
oz |z + 73 |z — ra)3 wr ( )
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Cette équation a trois solutions. La premiére solution est dans la région x < —r1, la
seconde dans —r1 < = < 1, et la troisiéme pour x > 7. Pour le vérifier, remarquons
que de ’Eq. (3.350) la dérivée seconde de U par rapport &  en y = 0 est

0*U 2m 2m
- = LI 2 W2 (3.362)
Ox |z + 7] Jx—rg3
La dérivée seconde est donc partout négative, sauf aux points © = —ry et © = 7o

ou elle n’est pas définie. Par conséquent 0U/Jz est décroissante dans chacune des
régions définies ci-dessus. Ainsi, lorsque = va de —oo & —r1, QU/Ox est décroissante
monotone de +00 & —oo, donc il y a une et une seule racine dans cet intervalle. 1l
en va de méme pour les autres intervalles (cf. Fig. 3.16).

200 -

100 -

50

-50 L

-100 -

-150 -

-200 -

F1G. 3.16 — Probléme & trois corps restreint : racines et points d’équilibre.
Représentation de la fonction OU/dz pour Gmi = Gma = 1, r1 = 0.5, r2 = 1, et w = 3. On constate
Pexistence de trois racines distinctes, définissant ainsi les trois premiers points de Lagrange.

Ces trois points d’équilibre définissent ainsi les trois premiers points de Lagrange,
soit Ls (pour x < —r1), L1 (pour —r; < x < r3), et Lo (pour z > r9).
Les cinq points de Lagrange ainsi trouvés sont représentés dans la Fig. 3.17.

Une analyse plus détaillée du potentiel U aux points d’équilibre montre que L, Lo,
et L3 sont des points selle de U, tandis que L4 et L5 sont des maxima.

Stabilité linéaire : Il existe donc cinqg points de Lagrange, solutions d’équilibre du
probléme. Pour qu’une solution d’équilibre soit physiquement réalisable, il faut qu’elle
soit stable. En effet, si ’on déplace légérement la particule relativement a sa position
d’équilibre et que ’on regarde son évolution, divers scénario peuvent se présenter. Pre-
miérement, la particule s’éloigne encore plus du point d’équilibre. Le point d’équilibre est
donc instable. Deuxiémement, la particule retourne au point d’équilibre et cet équilibre
est donc stable et physiquement acceptable.

La question de la stabilité de 1’équilibre est un probléme général en physique et se
rencontre dans divers domaines. Aussi les méthodes développées pour y répondre sont
génériques. La difficulté principale vient du fait que les équations décrivant la dynamique
sont généralement non-linéaires. Comprendre comment évolue une perturbation arbitraire
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Ls
Fi1G. 3.17 — Probléme & trois corps restreint : les cinq points de Lagrange.

d’un état d’équilibre n’est souvent pas possible analytiquement. Par contre si la pertur-
bation est trés petite, la dynamique pourra étre linéarisée autour de ’état d’équilibre.
Les équations & résoudre sont alors linéaires et il est souvent possible de les résoudre
analytiquement. Cette approche est appelée analyse linéaire de stabilité.

Soient {xo,yo} les coordonnées d’un point de Lagrange, alors définissons les écarts &
et n par

T = x9 +E&, (3.363)
Y = Yo+ (3.364)
Utilisons de plus la notation abrégée U,, Uy, Uy, ... pour représenter les différentes

dérivées partielles de U. Les équations du mouvement (3.341) prennent donc la forme

§—2wi = —Us(zo + & 90 + 1), (3.3652)
i+ 2w = —Uy(xo + & 9o +1). (3.365b)

En développant le membre de droite des Egs. (3.365) au premier ordre autour de { =7 =0
on obtient

E - 2w77 - _Uzz(-rOa 90)6 - Umy(-rOa 90)77) (33663)
i+ 2w8 = —Uszy(0,90)§ — Uyy (20, y0)7- (3.366b)

En effet, le terme d’ordre zéro est nul par définition de {xo,yo}-

Considérons d’abord un voisinage d’un des points de Lagrange Lq, Lo, ou Ls, alors
yo =0, p1 = |zo + 71], €t p2 = |z — r2|. Les Eqgs. (3.350) & (3.352) deviennent alors

Usa(0,90) = —20° — w?, (3.367)
Usy(%0,90) = 0, (3.368)
Uyy(zo,90) = 2 —w?, (3.369)
ol
g2 _CGm Gims (3.370)

= + :
lzo + 712 |zo — 723
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Substituant les Egs. (3.367) a (3.369) dans le systéme (3.366) on a

€ —2wi— (20° +w?) € =0, (3.371a)
i+ 2w + (02 —w?) 1y = 0. (3.371b)

La solution du systéme (3.371) est de la forme

& = Aexp(At), (3.372a)
n = Bexp(At), (3.372b)
ot A, B, et A sont des constantes qui peuvent étre complexes. Insérant (3.372) dans (3.371)
il vient ) ) ) N
A =20 —w —2wA 0
( 2w N 402 w2) ' (B) = (o) ' (3:373)
=M

Une solution non triviale pour A et B existe si det M =0 :
detM = A\ — (0% — 2w%) N — (20° + w?) (2° —w?) =0. (3.374)

La résolution de cette équation pour A\?> donne

1 1
N =2 (27 - 20%) £ V001 - 80202 (3.375)

2

Mais de ’Eq. (3.361), le point d’équilibre x vérifie la relation

Gma(wo ) | Gmalwo—ra) o (3.376)

|zo + 713 |xo — a3

Combinant les Egs. (3.370) et (3.376) en se rappelant que m17r; = mars on obtient

Gm1T1 1 1
02 —w?) = < — > . 3.377
( “ ) o |$0 — T2|3 |.T0 + T1|3 ( )

Si g < —7r1 ou g > 7o, le membre de droite de (3.377) est positif, d’ou Q? > w?. Si
—r1 < x < 3, une comparaison directe des définitions de 2 et w? montre & nouveau que
02 > w2 Ainsi, dans tous les cas Q2 > w?. Nous désirons montrer qu’il existe toujours
une solution telle que A > 0, définissant ainsi une instabilité. Pour cela, choisissons le
signe positif dans ’Eq. (3.375), qui devient

1
X = S0P {(1 ) /O 87} , (3.378)
avec
w2
v=g5 €01 (3.379)
car 22 > w?. De plus
ALl oy L |y (3.380)
dy” 2 V9 — 8y ' '

Comme + est compris entre 0 et 1, alors A2 est réel et de plus décroit de facon monotone de
202 pour v = 0 & 0 pour v = 1. Ainsi il existe toujours une valeur positive réelle de )\, qui
substituée dans les Egs. (3.372) fournit une solution aux Egs. (3.371). Une telle solution
croit exponentiellement en fonction du temps, donc il s’agit d’une solution instable. Les
points d’équilibre de Lagrange L1, Lo, et L3 sont par conséquent instables.
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Considérons & présent le mouvement dans le voisinage du point de Lagrange L4, alors
pL=p2=T14+70=p, 20 +71 = p/2, x—12 = —p/2, y = V/3p/2 (la discussion est
similaire pour Ls). Ainsi

Uz = —30°, (3.381)
Uy = —f°, (3.382)
Uy = —907, (3.383)
ou
a= g (3.384)
3V3my —
B = WEm —my (3.385)

4 my+ma
Substituant les Eqgs. (3.381) & (3.385) dans les Eqs. (3.366) il vient

£ — dan — 302¢ — %y = 0, (3.386a)
i + 4o — 9a’n — B2€ = 0. (3.386b)

Insérant les Egs. (3.372) dans le systéme (3.386) on obtient le systéme

2 a2 2
@a \ _3%2 ;éa_A gaﬁ ) : <g> - <8> . (3.387)

=M

A nouveau, il existe une solution non triviale pour A et B si det M = 0, ce qui en utilisant
les Egs. (3.384) et (3.385) donne

M4+ 402X\ + 40*R? = 0, (3.388)
ol
R? = % (3.389)
La solution pour A2 est
A2 = 202 (71 /11— RQ) . (3.390)

Si R? < 1, on obtient quatre valeurs purement imaginaires de ), et par conséquent le
mouvement est stable. Le cas R? = 1 méne aussi & des valeurs purement imaginaires de
A donc un mouvement stable. Si R? > 1, on obtient quatre valeurs complexes pour ),
dont deux ont une partie réelle positive et le mouvement est par conséquent instable. Il
en découle que les points d’équilibre L, et L5 sont stables si et seulement si

27
g2 = 2amz (3.391)
(m1 +mg)?

ou de facon similaire si et seulement si

25 — /621 1
Mgy M2 27Vl (3.392)
mo m 2 25
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Fi1G. 3.18 — Probléme & trois corps restreint : troyens de Jupiter.

Applications : les points de Lagrange sont d’un intérét particulier, comme l’illustrent
les exemple suivants.

i) Soit le systéme dans lequel le corps mq est le soleil et le second mo Jupiter, alors
on trouve en L, et L; un amas d’astéroides. On appelle ces astéroides les troyens
de Jupiter (cf. Fig. 3.18).

Les troyens découverts en L4 sont appelés Troyens, et ceux découverts en Lj; les
Grecs. D’autres astres comme Mars et Thetis (une des lunes de Saturne) possédent
aussi des troyens.

ii) Le point Ly du systéme dans lequel le corps m; est la terre et ms la lune a été un
des premiers sites suggérés pour I’établissement d’une station dans ’optique de la
colonisation spatiale.

iii) Le point L; du couple Terre-Soleil est utilisé en astronautique. On y trouve ’ob-
servatoire spatial SOHO. Ce satellite est situé a 1.5 million de kilométres de la
Terre en direction du Soleil, permettant & SOHO d’observer notre étoile en perma-
nence. Cependant, comme nous ’avons vu L, n’est pas stable, donc ’observatoire
est contraint & emprunter une orbite qui décrit une large ellipse allongée autour du
point L;. Toutes les 8 semaines environ, la station est obligée de corriger son orbite
4 ’aide de ses moteurs.

iv) Le point Lo du couple Terre-Soleil est pour le moment inoccupé, mais c’est le lieu
retenu pour le futur successeur du télescope spatial Hubble (le NGST).

Notons encore quelques ordres de grandeur sur les masses des astres en jeu dans
les exemples précédents. La masse du soleil est mg = 1.99 - 103° kg, celle de Jupiter
my = 1.90 x 10?7 kg, celle de la Terre mp = 5.98 x 10%* kg, et celle de la Lune my =
7.35 x 1022 kg. On a donc my/mg = 9.6 x 10~* et my/mr = 1.3 x 1072, vérifiant ainsi
la condition (3.392).






Chapitre 4

Théorie de la relativité restreinte

4.1 Introduction

Les limites de validité de la mécanique newtonienne sont discutées, conduisant &
I’énoncé des postulats de la théorie de la relativité restreinte. Les transformations de
Lorentz sont alors introduites. La cinématique relativiste et ses conséquences physiques
sont briévement revues. La dynamique relativiste est alors abordée et les expressions
pour ’énergie, 'impulsion, et la force sont dérivées. Finalement, on discute les approches
lagrangienne et hamiltonienne relativistes.

4.2 Limites de validité de la mécanique newtonienne

La mécanique newtonienne, découlant d’observations expérimentales & faibles vitesses
v < c ot c est la vitesse de la lumiére, postule I'invariance des lois de la physique sous les
transformations de Galilée.

Définition 4.1 Soient (t,x) € R* les coordonnées temporelles et spatiales dans le réfé-
rentiel Z, et (t',x') € R* celles dans #’'. Soit u € R> un vecteur quelconque, alors une
transformation de Galilée est définie par

(i) - (i) - (XJfUt) : (4.1)

On peut vérifier que la composition de deux transformations de Galilée est encore une
transformation de Galilée, qu’il existe un élément neutre, et que pour chaque transforma-
tion de Galilée la transformation inverse existe. Les transformations de Galilée forment
donc un groupe euclidien continu & 3 paramétres u. On rappelle qu'un groupe euclidien
est un groupe qui laisse invariante la distance entre deux points par rapport a la métrigue
euclidienne (métrique définie par la matrice unité). Les trois paramétres u € R3 défi-
nissent la vitesse du référentiel #’ par rapport & Z. Notons que la définition précédente
est un cas particulier d’une transformation de Galilée inhomogéne [8]. De 'Eq. (4.1) on
voit que le temps apparait comme un concept absolu. Cette méme équation implique que
la loi de Newton F = dp/dt est invariante par rapport aux transformations de Galilée.
De plus la loi d’addition des vitesse s’écrit

X' =x+u (4.2)

97
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Définition 4.2 On appelle référentiel d’inertie un référentiel euclidien muni d’une
unité de longueur et de temps, par rapport auquel tout corps isolé a un mouvement recti-
ligne uniforme.

Le principe d’équivalence de Newton stipule que tous les phénoménes physiques doivent
prendre la méme forme dans les référentiels inertiels. Une mesure réalisée dans un systéme
particulier ne doit pas étre différente de la méme mesure réalisée dans tout autre référentiel
d’inertie. Ce postulat d’équivalence implique que toutes les lois de la physique doivent
étre formulés de fagon identique dans tous les référentiels inertiels, c’est-a-dire que les lois
physiques sont covariantes par rapport aux transformations de Galilée.

L’expérience met néanmoins en défaut le principe d’équivalence de Newton. Histori-
quement, c’est au vingtiéme siécle que l'on constate expérimentalement que les équations
de I’électrodynamique ne satisfont pas a ce principe d’équivalence. De plus, en 1881 Mi-
chelson et Morley [18] réalisérent une série d’expériences mettant en évidence le fait que
la vitesse de la lumiére est indépendante de I’état de mouvement du référentiel depuis
laquelle elle est émise. Afin d’assurer la covariance de 1’électrodynamique, Einstein en
conclut que la covariance par rapport aux transformations de Galilée n’est qu’une ap-
proximation valable & faible vitesse et qu’un groupe de transformations plus général doit
étre introduit.

4.3 Les postulats de la relativité restreinte

1. Les lois de la physique sont les mémes dans tous les référentiels d’inertie.

2. La lumiére se déplace en ligne droite dans le vide et sa vitesse est la méme dans
tous les référentiels d’inertie.

4.4 La transformation de Lorentz

4.4.1 Distance entre deux événements

Comme la vitesse de la lumiére c¢ est la méme dans tous les référentiels d’inertie, elle
peut étre utilisée comme unité de conversion entre le temps et 1’espace. Ainsi, 'intervalle
temporel At sera mesuré dans les unités équivalentes d’espace cAt. On voit donc surgir
une conséquence des postulats de la relativité restreinte selon laquelle le temps et ’espace
sont considérés comme entités “équivalentes”. Le formalisme de la relativité restreinte
s’élabore donc dans un espace pseudo-euclidien & 4 dimensions : ’espace-temps, ou espace
de Minkowski.

Soient deux points A et B séparés d’une distance Ax dans un référentiel d’inertie.
Supposons qu’un rayon lumineux soit émis du point A et arrive en B aprés At, alors

(Ax)? = 2 (At)2. (4.3)

Considérons cette fois un référentiel en mouvement par rapport & ’observateur. Alors la
relation (4.3) s’écrit dans les nouvelles coordonnées :

(AX')? = 2(AY)?, (4.4)

car par le second postulat la vitesse de la lumiére ¢ est constante. Définissons la notion
d’événement.
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Définition 4.3 La grandeur x = (20, 2%, 2%, 23) = (ct,x) est appelée événement.

Les Eqs. (4.3) et (4.4) signifient que si la distance (As)? entre deux événements, définie
par
(As)? = 2(At)? — (Ax)?, (4.5)

est telle que As = 0 dans %, alors As’ = 0 dans #’. Dans le cas général ou la distance
entre deux événements n’est pas forcément nulle :

As = \(v)As, (4.6)

ol v est la vitesse du référentiel Z’ par rapport & Z, et A(v) un coefficient régulier qui
dépend a priori de la vitesse. Remarquons que ’Eq. (4.6) n’est pas la relation la plus
générale garantissant la nullité simultanée de As et As’. Néanmoins, la seule transforma-
tion acceptable est bien linéaire. Il s’agit d’une conséquence directe (mais non triviale) du
premier postulat de la relativité restreinte, et en particulier de la définition du référen-
tiel d’inertie. En effet, la seule possibilité pour que les équations du mouvement linéaires
d’une particule libre dans % soient aussi linéaires dans %’ est d’avoir une transforma-
tion linéaire. La preuve est reproduite en détail dans la référence [19]. L’équivalence des
référentiels Z et %’ entraine

As' = A(—Vv)As. (4.7

Des Eqgs. (4.6) et (4.7) on tire
A(WV)A(=v) = 1. (4.8)

D’autre part, la fonction A(v) est symétrique (ce qui se comprend aisément dans des
les cas particuliers pour lesquels tout événement reste inchangé sous l'inversion spatiale
x — —X; pour le cas général, voir la référence [19]). Donc

A(V) = A(=v). (4.9)

Les Eqgs. (4.8) et (4.9) impliquent donc A(v)? = 1, d’ou A\(v) = +1. Comme \(v) doit se
réduire & +1 pour v = 0, seule la solution A(v) = 1 convient. Ainsi 'Eq. (4.6) devient

As = As'. (4.10)

La distance entre deux événements est donc un invariant relativiste pour les référentiels
inertiels.

Mentionnons que le choix du signe de (As)? est arbitraire, et est parfois différent dans
la littérature (comme nous le verrons de ’Eq. (4.17)). Dans le cas d’événements infiniment
proches, on note

(ds)? = 2(dt)? — (dx)? = (ds')% (4.11)

La distance entre deux événements peut étre représentée de fagon géométrique a l'aide
d’un diagramme de Minkowski (cf. Fig. 4.1).

On suppose qu’un événement Fy a lieu en x = 0 et ¢t = 0, c’est-a-dire & ’origine du
diagramme de la Fig. 4.1.

Si (As)? = 0 alors la particule se déplace  la vitesse de la lumiére. En effet, la distance
parcourue par une telle particule sera, par le second postulat, toujours égale & cdt. Si deux
événements sont tels que (As)? = 0, alors on dit que ces événements se trouvent sur le
cone de lumiére.

Si (As)? > 0 alors le corps se déplace 4 une vitesse inférieure & la vitesse de la lumiére.
Ce cas correspond par exemple au point F; de la Fig. 4.1. La distance qui sépare Fy de
FE est alors dite intervalle du genre temps.
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ct
A
(As)? >0 Ey <
b 2N
(As)? <0 e E
>
(As)? <0
(As)?2 >0

Fic. 4.1 — Diagramme de Minkowski.

Si (As)? < 0 alors les deux événements Fy et F2 ne peuvent pas étre connectés par
un signal car ce dernier devrait se déplacer & une vitesse supérieure & celle de la lumiére.
Aucun signal ne peut étre envoyé depuis l'origine pour influencer un événement tel que
(As)? < 0. On dit alors que l'intervalle est du genre espace.

Les événements & l'intérieur du cone de lumiére pour ¢ > 0 peuvent dont étre atteints
par un signal partant de I’origine. Tout événement dans ce demi-plan supérieur se situe
donc dans le futur. Les événements & lintérieur du cone de lumiére pour ¢ < 0 sont
des événements qui peuvent étre percus i ’origine. Tout événement dans ce demi-plan
inférieur appartient donc au passé. Les événements en dehors du cone de lumiére sont
dans une région inaccessible appelée “ailleurs”.

Comme conséquence des idées développées dans cette section, nous constatons le lien
étroit entre les coordonnées spatiales et la coordonnée temporelle. Il apparait donc naturel
de développer un formalisme dans lequel ces coordonnées sont mélangées. Pour ce faire,
il peut étre utile de rappeler quelques notions de calcul tensoriel (cf. annexe A.8).

4.4.2 Transformation et groupe de Lorentz

Adoptons la notation quadrivectorielle x = (29, 2%, 2%, 23) = (2°, x). Nous savons que
la distance entre deux événements est un invariant relativiste, ce qui s’écrit

(A8')? = (Az)? — (Az'")? — (Aa)® — (Ad®)2. (4.12)

Comme montré dans I'annexe A.8, les variables z'# dans %’ s’expriment en termes des
variables 2 dans % selon une relation linéaire. L’Eq. (4.12) prend donc en général la

forme
(As")? = g Azt Az”, (4.13)
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oll gy = Guu est le tenseur métrique symétrique. Nous adoptons dorénavant la conven-
tion de Einstein avec sommation sur les indices répétés. Déterminons les éléments g,,,,
sans faire I’hypothése a priori que ces éléments sont indépendants de la vitesse v. Pour
ceci, considérons d’abord I’événement sur le cone de lumiére = = (Az?, £Az°,0,0), alors
(As)? = (Az%)% — (Az%)? = 0. 1 doit donc en étre de méme de (As’')?, ce qui dans
I’Eq. (4.13) donne

0 = goo(Az%)? £ 2901 (A2°)? + g11(Az?)?, (4.14)

d’ou
goo £ 2901 + g11 = 0. (4.15)
Ceci étant vrai quel que soit le signe de +gg1, il faut que go; = 0. Ainsi ggo = —g11- En

faisant le méme raisonnement avec les composantes spatiales 2 et 3 on trouve

A 0 0 0

0 FXA g12 913
- . 4.16
{9} 0 gi2 FA g23 (4.16)

0 g13 g23 FA

La partie spatiale hors-diagonale s’annule pour des raisons d’invariance sous les rotations
de la forme quadratique. Par conséquent

(As')? = £X(As)2 (4.17)

Or comme nous l'avons déja vu dans la Sect. 4.4.1, il faut que As’ = As donc 'Eq. (4.17)
implique A = +1. Nous avons la liberté sur le choix du signe de A, et prenons A = 1. Par
conséquent, le tenseur métrique est le méme pour tout référentiel d’inertie et est donné
par

1 0 0 0
0 -1 0 0

{owt=10 o -1 o (4.18)
0 0 0 -1

On se souvient que le groupe euclidien est défini comme ’ensemble des transformations
sur R? qui laissent la distance entre tout couple de points invariante. De facon analogue,
nous définissons le groupe de Poincaré dans l'espace de Minkowski (I’espace des événe-
ments «) muni de la métrique g,,, comme I’ensemble des transformations (non forcément
linéaires) qui laissent la distance entre deux événements invariante. On s’intéresse au cas
particulier du groupe de Lorentz pour lequel les transformations sont linéaires et le produit
scalaire est une isométrie dans ’espace de Minkowski.

Définition 4.4 Une transformation de Lorentz A est une application linéaire sur
Pespace de Minkowski laissant la forme bilinéaire définie par le tenseur métrique (4.18)
invariante, c’est-a-dire A“WchAM‘sy(; = x'y, pour tous événements x et y. L’ensemble de
ces transformations forme le groupe de Lorentz.

Les matrices de transformation de Lorentz A = {A# } vérifient A’ - g- A = g. Cette
derniére expression pourrait aussi étre prise comme définition du groupe de Lorentz. En
effet, 'égalité (As')? = (As)? s’écrit

2" g, = 2t g, (4.19)
avec z'* = AH P (cf. annexe A.8), d’ott

xtx’ g = A“ppr”Uac"gW,

———

=2PT9g,0

- g,U«VA#pAU(T = Ypo, (420)
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ce qui se réécrit sous forme matricielle A’ - g - A = g. Notons aussi, comme montré dans
lannexe A.8, que si z* est contravariant, alors x, = g,.,2” est covariant. La métrique
permet donc de passer d’une propriété de contravariance 3 une propriété de covariance,
et vice-versa. De plus, pour le cas particulier de la métrique de Minkowski on vérifie que
9w = g,” = g", = g""”. Toute contraction d’indices se fait entre un rang contravariant et
un rang covariant. On écrit donc le produit scalaire z*y, = x*g,,y". Les transformations
que nous allons étudier dans ce chapitre sont des éléments du groupe de Lorentz restreint.

Définition 4.5 On appelle groupe de Lorentz restreint le sous-groupe des transfor-
mations de Lorentz A telles que det A =1 et A% > 1.

Dans la suite, pour des raisons de simplicité d’écriture nous allons étudier le cas parti-
culier du groupe de Lorentz restreint pour lequel les transformations ne font pas intervenir
de rotations et sont dirigées dans une seule direction spatiale. On appelle une telle trans-
formation un boost. La figure 4.2 illustre un boost dans la direction €1, c’est-a-dire une
transformation pour laquelle la vitesse relative v du second référentiel %’ est orientée
dans la direction de z! uniquement.

23 23
A A
22 22
| e
a
74 > A

V}

F1G. 4.2 — Boost dans la direction €;.

Cherchons 'expression d’une transformation issue d’un boost dans la direction €;. La
condition de simultanéité (4.11) s’écrit pour origine des deux référentiels Z et %’ :

(@02 - (@) = (&) — (@), (@.21)

Posons
2% = —2'shn+2%chy, (4.22a)
' = 2'chn—2a%shy, (4.22b)

ou 7 est la rapidité, et vérifions que la forme imposée par les Eqs. (4.22) satisfait & la
condition de simultanéité (4.21). Utilisant la propriété ch? z — sh®z = 1, il est facile de
voir que I'Eq. (4.21) est satisfaite. Ainsi il existe 7 tel que la transformation de Lorentz
prenne la forme (4.22). Pour trouver la rapidité 7, choisissons 2! = 0 et v la vitesse de
translation selon €; de %’ par rapport & Z. La coordonnée de 'origine de #’ dans Z est
donc 2! = vt, et 'Eq. (4.22b) fournit

0 = vt chn— ctU shn, (4.23)
=g/l =gl EY
d’ott v
thy = - = 8. (4.24)

c
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Utilisant les propriétés des fonctions hyperboliques on obtient

(4.24) 1 .

ch ="' chargthff = —— =, 4.25

U gth§ = ——— il (4.25)

shyp “2Y shargthf = — 2 — g, (4.26)

1- 2
Insérant les Eqs. (4.25) et (4.26) dans (4.22) il vient

20 = ~(2° — Bat), (4.27a)

2t = y(=B2° +2t). (4.27b)

Sous forme matricielle, la transformation de Lorentz s’écrit donc

Y =By 00

'’ |6y v 00
' =A-zx, AB) = 0 o 1 0ol (4.28)

0 0 0 1

ou bien en composantes '/ = A* x”. On vérifie que la transformation définie par (4.28)
est bien un élément du groupe de Lorentz restreint, c’est-a-dire que det A = 1 et que
A% > 1. En gardant la forme (4.22) de la transformation en terme de la rapidité, il est
aisé de vérifier la propriété de groupe. En effet, dans ce cas

chn —shnp 0 O
| —shnp chn 0 O
0 0 0 1
et on vérifie que :
1. Elément neutre : comme ch0 =1 et sh0 =0, alors A(n =0) = 1.
2. Loi de composition : utilisant les propriétés
ch(z +y) = chzchy+shzshy, (4.30)
sh(z +y) = chzshy+shzchy, (4.31)
on vérifie que
A(m) - A(n2) = Al + 1m2). (4.32)
3. Inverse : il suit des propriétés de symétrie ch(—n) = chn et sh(—n) = —shn que

pour tout A(n) la transformation inverse A(n)~! = A(—n) existe.

Qu’en est-il de la loi d’addition des vitesses en relativité restreinte ? De I’Eq. (4.32) on

A(m) - A(n) = A(nz), 3 =m + 2. (4.33)
Or par définition (4.24) de la rapidité et utilisant la propriété

tha +thy
th = 4.34
@) = T ey ih ) (4:34)
on a L "
4.24 4.33 4.34 t +
B3 24 thns ¢ th(n + n2) - n e (4.35)

1+ (thn)(thng)’
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d’ou n
U1 V2

v3 = 71 T vé;& . (436)
On remarque que la loi de composition des vitesses n’est plus la méme en relativité que
pour la mécanique de Galilée. En effet, selon ’Eq. (4.2) on aurait vs = vo+v;1. L’Eq. (4.36)
montre que si I'une des vitesses, vo par exemple, vaut ¢, alors vs vaudra ¢ quelle que soit
la valeur de 'autre vitesse v1. ¢ apparait donc comme une vitesse limite. Pour des vitesses
non relativistes ot v1v2/c? est négligeable, on retrouve bien la loi de composition galiléenne

V3 = Vg + V1.

La loi (4.36) signifie que si un observateur est dans un référentiel %", et qu’un objet est
émis a vitesse vy relativement & un référentiel % en mouvement a vitesse v; par rapport
a #", alors pour cet observateur 1’objet émis aura la vitesse v3. Par exemple, on peut
considérer " comme étant le terrain depuis lequel un observateur regarde un train (%)
passer & vitesse v1. Un voyageur dans le train lance un objet (#Z’) & vitesse vo (relative
a la vitesse vy du train) dans la direction du déplacement du train. Cet objet sera donc
percu comme ayant une vitesse vs par ’observateur immobile en %”.

Donnons ’expression du tenseur A dans le cas général d’une transformation de Lorentz
issue de la composition de trois boosts, un dans chaque direction spatiale. Soit 3 =

(ﬁlaﬁ%ﬁ?ﬁ) = V/CJ Y= 1/ V 1- 527 ﬁ = |/3|7 alors

! _(ZEW (wiggfﬁz <;7>§13ﬁ3

ag = | R T L e | (4.37)
—7B2 % 1+ 7[32 > O gfﬁ“"
B (v—lﬁ)flﬁs (W—}})Zﬁzﬁs 14 (v—ﬁ_12)ﬁ§

11 suit de la propriété de groupe que la transformation (4.37) est un élément du groupe
restreint. On peut donc aussi vérifier explicitement que det A = 1 et A% > 1.

4.4.3 Les quadrivecteurs

Comme la théorie se formule sur ’espace des événements de dimension 4, les grandeurs
seront décrites par des objets dans R?, appelés quadrivecteurs.

Définition 4.6 Soit M C R* l’espace de Minkowski, alors un quadrivecteur a € M
est une grandeur qui lors d’un changement de référentiel se transforme soit de fagon
contravariante (cf. annexe A.8)

a™ = A", a", (4.38)

ou de fagon covariante
ay. (4.39)

Comme montré dans ’annexe A.8, si a" est contravariant et b,, covariant, alors a*b,, =
a*g,,b"” est un invariant. En particulier, pour tout quadrivecteur a on obtient ’invariant
atay.

Le premier postulat de la relativité restreinte stipule la covariance des lois physiques
(& ne pas confondre ici avec la propriété de covariance des quadrivecteurs, il s’agit de
deux concepts différents qui portent le méme nom), c’est-a-dire qu’elles gardent la méme
forme dans tous les référentiels. Le formalisme des quadrivecteurs est particuliérement
bien adapté pour décrire ces propriétés covariantes. En effet, il suffira alors d’exprimer
les lois physiques comme égalités entre quadrivecteurs. A titre d’illustration, rappelons la
forme covariante des équations de ’électrodynamique en relativité restreinte.
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Exemple: On définit le quadrivecteur courant par

{J"(2) Yoo = (p(x,1),3(x,1)), (4.40)

ou p est la densité de charge de particules et j le courant de charge des particules. On
définit le quadrivecteur potentiel par

{AH (‘T)}i:O = (’lb(X, t)a CA(X’ t))a (441)

ol v est le potentiel électrostatique et A le potentiel vecteur. Soit x(x,t) une fonction
scalaire quelconque, alors une transformation de jouge s’écrit

A, = A, + 0ux(x,1). (4.42)
En particulier, la jauge de Lorentz prend la forme
0 A" = 0. (4.43)
Définissons le tenseur des champs électromagnétiques JF par
Fuv =0, A, — 0, A, = —Fy . (4.44)
Les équations de Mazwell s’écrivent alors
OMFu = %Jl,, (4.45)
NFuw +0uFur + 0uFa, =0, VY u,v=0,...,3. (4.46)

L’électrodynamique ainsi formulée est covariante relativiste. Pour plus de détails sur ce
formalisme, voir [9, 20]. o

4.4.4 Les quadrivecteurs en cinématique relativiste

Nous désirons formuler les lois de la mécanique de facon covariante relativiste. Pour
ceci, commencons par définir le référentiel tangent, le temps propre, ainsi que les quadri-
vecteurs position, vitesse, et accélération.

Définition 4.7 Soit une particule de vitesse instantanée u(t) par rapport ¢ un référen-
tiel Z. On définit alors pour tout temps t fixé le référentiel tangent (ou référentiel
instantané de repos) #' lié o cette particule par le référentiel dans lequel la particule est
immobile (cf. Fig. 4.3). On définit le temps propre T par le temps qui s’écoule pour la
particule immobile dans le référentiel tangent %' .

La distance infinitésimale (ds)? entre deux événements est
(ds)? = ¢*(dt)? — (dx)?. (4.47)
Or durant dt la position de la particule changera de dx = udt, donc 'Eq. (4.47) devient
(ds)? = A(dt)*(1 — B?), (4.48)

ot 3 = |u|/c. Par définition du référentiel tangent %', la particule est au repos & ’origine
donc dx’ = 0 et dt’ = dr. La distance entre deux événements étant un invariant, on a

A(dr)? = (dt)*(1 - 5°)
= dr=dtv1- 2. (4.49)
=1/v

Nous reviendrons sur Uinterprétation du temps propre dans la Sect. 4.5.2.
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A u(t)

Ny,
V.

Fi1G. 4.3 — Temps propre et référentiel tangent %’.

Définition 4.8 On définit le quadrivecteur position contravariant x* par
x(7) = (ct(1), x(t(1))). (4.50)

Définition 4.9 On définit le quadrivecteur vitesse contravariant u* comme la dérivée
par rapport au temps propre du quadrivecteur position :

we Ly 0 <Cdt(7) dx(t(T))) _ dt(r) <C, dx(t)> ) (451

dr dr 7 dr dr dt ’
——

(4.49)

~

Définition 4.10 On définit le quadrivecteur accélération contravariant a* comme la
dérivée par rapport au temps propre du quadrivecteur vitesse :

~du @51 [ dy dy dv(t(r))\ di(r) [ dy dy dv(t)
“a (‘:df"’dr+7 )" ar \“ava T T
—— ——

(4.49) =a
="

a

) — A (Blal,a),

(4.52)
ot on a fait usage de la relation dv/dt = v33|a|/c.

4.5 Cinématique : les conséquences physiques

Comme nous 'avons déja vu par I’Eq. (4.36), la loi de transformation de la relativité
restreinte différe de la loi de Galilée. Examinons quelques autres conséquences [21]. Sou-
lignons que ces conséquences peuvent a priori ne pas paraitre intuitives. Ceci est di au
fait que dans notre vie quotidienne nous sommes habitués & raisonner dans un monde
a trois dimensions ou le temps et ’espace sont deux notions bien distinctes. Or par sa
formulation dans ’espace de Minkowski des événements, la relativité restreinte enseigne
que ’espace et le temps sont deux notions profondément intriquées, équivalentes.

4.5.1 Perte de simultanéité

Deux événements simultanés pour un observateur dans un référentiel & ne sont plus
simultanés pour un observateur dans un référentiel inertiel %’ en mouvement relatif & Z.
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Pour illustrer la perte de simultanéité, prenons ’exemple d’un train se déplacant &
vitesse v sur une droite (par exemple de gauche & droite) avec a son bord trois voyageurs,
un au milieu du train et les deux autres aux deux extrémités. Sur la terre ferme se
trouve un observateur immobile, dont la position sur la droite au temps initial est la
méme que celle du voyageur au milieu du train. Supposons que la vitesse du train v soit
proche de la vitesse de la lumiére, de facon & ce que les effets relativistes ne soient plus
négligeables. Au temps initial, le voyageur au milieu du train émet simultanément un
rayon lumineux vers les deux autres voyageurs. Dans le référentiel du train, le voyageur
au milieu constatera que le rayon lumineux atteint les deux voyageurs aux extrémités du
train de fagon simultanée. Il y a donc simultanéité des événements. Par contre, il n’en est
pas de méme dans le référentiel de ’observateur. La vitesse de la lumiére étant invariante
quel que soit la vitesse de la source émettrice, I’observateur verra que le voyageur en queue
de train sera atteint awvant celui en téte de train. En effet, les deux voyageurs ont alors
encore une vitesse propre v avangant ou retardant le moment auquel le rayon lumineux les
atteindra. Pour bien comprendre la différence avec la loi classique d’addition des vitesses,
examinons le cas ol une onde sonore de vitesse u non relativiste est émise, non plus
un rayon lumineux. Dans le référentiel du train il est clair que ’onde atteindra les deux
extrémités simultanément. Dans le référentiel de ’observateur, I’onde se déplace vers la
gauche & vitesse v — u et vers la droite & vitesse v 4+ u. Mais le voyageur de gauche semble
se rapprocher de ’onde & vitesse v tandis que celui de droite semble s’éloigner & vitesse v.
Ainsi il y a compensation des vitesses et les deux voyageurs sont atteints simultanément.
Nous voyons donc qu’un mouvement relatif (relativiste) engendre la perte de la notion de
simultanéité. Deux événements qui se passent en méme temps dans un référentiel peuvent
ne plus étre simultanés dans un autre référentiel.

4.5.2 Dilatation du temps

Reprenons ’Eq. (4.49) pour le temps propre :
dt = ~dr, (4.53)

d’ott comme « > 1 par intégration il vient At > Ar. Comme 7 est le temps propre dans
le référentiel de la particule %', alors on en déduit que pour un intervalle temporel A,
Iintervalle At percu dans & est plus grand. Une horloge qui se déplace dans un référentiel
inertiel par rapport & un observateur immobile apparaitra comme fonctionnant moins vite
qu’une horloge identique dans le référentiel immobile.

Ce résultat est illustré par ’exemple du méson pi, ce qui constitue d’ailleurs I'une
des confirmations historiques de la relativité. Le méson pi est une particule produite
naturellement par le soleil, et qui posséde une courte durée de vie. On est capable de
détecter a la surface de la terre de telles particules issues du soleil. Un calcul classique est
en contradiction avec cette observation expérimentale car la durée de vie du méson pi est
tellement petite que cela ne lui permettrait pas d’atteindre notre planéte. Le fait que ces
particules atteignent la surface de notre planéte s’explique par la dilatation du temps : le
temps dans le référentiel de la particule s’écoule plus lentement de sorte & ce que sa durée
de vie en soit suffisamment rallongée pour lui permettre d’atteindre la terre.

4.5.3 Contraction des longueurs

Considérons I’événement 2/ = (0,L’,0,0) dans le référentiel %’ se déplagant dans la
direction €; & vitesse u par rapport & Z. Il s’agit par exemple d’un train de longueur L’.
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La transformation de Lorentz (4.27b) donne
L' =~(—pz" +2h). (4.54)

Nous désirons trouver quelle est la longueur L mesurée dans Z. Pour ceci, la mesure doit
se faire en des temps égaux, c’est-a-dire 2° = 0. Notant alors 2! = L, 'Eq. (4.54) devient

L' =~IL, (4.55)

d’ou L' > L car v > 1. Ainsi le train apparait plus court dans le référentiel immobile Z.
Un objet dans un référentiel inertiel en mouvement par rapport & un observateur immobile
va apparaitre plus court & 'observateur immobile (plus court que pour un observateur se
déplacant avec l’objet).

Ce résultat est aussi connu sous le nom de contraction de Fitzgerald-Lorentz.

4.6 Dynamique relativiste

Disposant des définitions nécessaires des quadrivecteurs en cinématique relativiste, il
est & présent possible de décrire la situation dynamique. Ceci conduira aux concepts d’im-
pulsion, d’énergie, et de force relativiste. Les lois devant étre covariantes relativistes, le
probléme consiste & trouver comment ces grandeurs se transforment lors d’un changement
de référentiel. Il est possible, & partir d’arguments trés généraux, de déduire ces transfor-
mations. Nous nous contentons d’induire ces résultats en faisant intervenir expérience.

4.6.1 Energie et impulsion

En mécanique newtonienne, on a la loi F = dp/dt = m du/dt, ot m est la masse de la
particule et u sa vitesse par rapport au référentiel d’observation &Z. L’expérience montre
(Kaufmann (1901), Bucherer (1909), et Guye et Lavanchy (1915)) que si |u| est grand,
alors la loi de Newton reste vraie & condition de remplacer la masse au repos myg (i.e.,
lorsque la particule est attachée au référentiel #) par

m = ymg. (4.56)
La quantité de mouvement vaudra donc
p = ymou. (4.57)

Soit 0 F le travail nécessaire pour que la particule soumise & une force F = dp/dt acquiert
une vitesse u le long de sa trajectoire dl = udt, alors

6E:F-d1:i—€-udt:u-dp. (4.58)
On développe le membre de droite de I’Eq. (4.58) pour obtenir
§E = moyu - du + mou?dy, (4.59)
qui avec la relation dy = v3u - du/c? devient
SE = mocidy. (4.60)
En faisant usage de 'Eq. (4.56), l’énergie totale s’écrit donc sous la forme bien connue

E =mc>. (4.61)

Ceci méne & la définition d’une grandeur fondamentale en dynamique relativiste.
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Définition 4.11 Soit E = ymqgc? I’énergie totale d’une particule, p = ymou son impul-
sion, alors on définit le quadrivecteur énergie-impulsion contravariant P* par

P = (E, cp). (4.62)

Remarques:
1. Dans la limite newtonienne |u| < ¢, le développement de Taylor du quadrivecteur
énergie-impulsion autour de |u|/c = 0 donne :

P = (moc® + tmg|ul?, mou) + O(Juf®). (4.63)

1l s’agit bien des expressions classiques de 1’énergie et de 'impulsion, & la différence
de la présence de I’énergie de masse au repos Eg = moc? (équivalence masse-énergie).
T = (y—1)moc? = mo|ul?/2+O(|ul?) est I’énergie cinétique, dont le développement
de Taylor au premier ordre est analogue & ’expression classique.

2. Prenant la norme au carré du quadrivecteur énergie-impulsion P il vient :
P?=prp, = P"g,, P’ = E* - *|p|*. (4.64)
Dans le référentiel tangent %’ attaché a la particule, la norme du quadrivecteur
s’écrit
P? = E2 =m3ch. (4.65)

P étant un quadrivecteur, alors par définition P? est un invariant. On peut donc
égaler les normes (4.64) et (4.65) :

E? — &|p|? = mic*. (4.66)

En particulier, pour une particule de masse nulle (par exemple des photons), cette
derniére relation fournit
E = clp|. (4.67)

&

4.6.2 La force relativiste

Nous désirons établir une formulation quadrivectorielle qui préserve la structure for-
melle de I’équation de Newton.

Définition 4.12 Soit u le quadrivecteur vitesse, alors on définit le quadrivecteur im-
pulsion contravariant p* par

p = mou = mo7y(c, V). (4.68)

Définition 4.13 Soit P le quadrivecteur énergie-impulsion, F les forces externes agissant
sur la particule, alors on définit le quadrivecteur force contravariant F* par

1d _@e21d 1dE dp 1dFE
F=-SpU® 29 g = (- Y (222 F). 4,
cdt cqi\Boep) (c At dt ) cdt’ (4.69)

=F
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Les équations du mouvement sont alors données par :

w48

Fr = T (4.70)
En effet, pour p = 1,...,3 ’Eq. (4.70) donne bien l’équivalent de ’équation de Newton
dp/dt = F, ou la masse au repos mg est remplacée par sa masse effective m = ymg. Pour
= 0onadE/dt = d(ymgc?)/dt, ce qui est en accord avec I’Eq. (4.61). Remarquons
qu’on peut aussi écrire les équations du mouvement (4.70) en fonction du temps propre
comme F* = dp#/dr, écriture parfois utilisée dans la littérature. Cependant, dans ce
cas la force est définie par F' = vF. En effet, on voit alors immédiatement en utilisant
d/dr = vd/dt que 'on obtient bien les Eqs. (4.70).

Remarque: dans le cas relativiste, ’accélération n’est pas colinéaire & la force appliquée.
En effet, prenons ’exemple en deux dimensions d’une particule de masse mg qui se déplace

initialement selon la direction €; avec vitesse vg. On lui impose en ¢ = 0 une force
F = (F1, Fy) (cf. Fig. 4.4). On peut alors montrer de ’Eq. (4.70) que son accélération en
t =0 est . )
—4F;
()2 (77)
as moy \ F2

ott a = (a1, ay) = dv/dt est I'accélération de la particule et v = (1 — v3/c?)~ /2.

F1G. 4.4 — Force et accélération relativistes.

On peut trouver I’angle 6 entre F et a. Comme tgy = Fy/F) et tg(y + 0) = az/aq,

alors .
0 = arctg <Z—j) — arctg <Fi> . (4.72)
Insérant I'Eq. (4.71) dans (4.72) il vient
F: F
0 = arctg (*yQFf) — arctg (ﬁ) . (4.73)

Donc comme v > 1 si vg > 0, on voit que 6 > 0. Ainsi, l’accélération n’est jamais exac-
tement paralléle & la force. Néanmoins pour des vitesses non relativistes, elles peuvent en
trés bonne approximation étre considérées colinéaires. Par exemple, si vo = 10° km/h et
F) = F», 'Eq. (4.73) donne 6 = 4 x 1079 rad. o
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4.7 L’approche lagrangienne*

Ayant généralisé les équations du mouvement au cas relativiste, nous développons 3
présent le formalisme lagrangien associé. L’approche la plus simple consiste & trouver un
lagrangien qui conduit aux équations relativistes du mouvement en terme des coordonnées
d’un systéme inertiel particulier. En accord avec le principe de Hamilton, on cherche une
fonction L qui rend Paction stationnaire de facon & ce que les équations de Lagrange
reproduisent dp/dt = F. Notons encore que la présentation qui suit ne se veut pas formelle
et rigoureuse. Ces sujets sont abordés plus en détail dans des cours spécialisés [22].

Nous avions vu que les équations de Lagrange sont celles qui extrémalisent la fonc-
tionnelle

ta
S= / dt L. (4.74)
ty

C’est-a-dire en introduisant le temps propre « par la relation dt = ~dr :

S:/ dr~L. (4.75)

Les équations du mouvement devant étre covariantes relativistes, il faut qu’il en soit de
méme de 'action S, et par conséquent de l'intégrand L. Considérons d’abord le cas
d’une particule libre. Dans ce cas, par homogénéité de l'espace le lagrangien ne peut
dépendre que de la vitesse et de la masse de la particule, mais pas de sa position. Le seul
invariant relativiste que ’on peut construire & ’aide des vitesses est u*u, = ufg,, u” =
7v2(c? — |v]?) = 2. Par conséquent, pour que L soit un invariant il faut que L soit
proportionnel & y~!. Ainsi, comme de plus L a les dimensions d’une énergie

1
L= 7_m0627 771 =V 1- 525 6 = |V|/C, (476)
v
oll mg est la masse au repos ajoutée pour des raisons dimensionnelles, et ¢? = u*u,,. Cette
forme du Lagrangien est manifestement covariante relativiste. Si la particule est plongée
dans un potentiel V(x), alors on peut montrer que le Lagrangien devient

1
L=—=mgc® - V. (4.77)
v

Ceci provient du fait que les équations de Lagrange

d oL oL

— - = =1,... 4.78
dt ovt Ozt 0 =13 (4.78)
redonnent dp/dt = F. En effet
oL 5 1 Oy i i
5yi = Moc o ymov' = p°’, (4.79)
et donc les Egs. (4.78) donnent
dp? oV ,
=——=F" 4.80
dt ox' (4.80)

La méme dérivation peut étre étendue au cas ou le systéme est formé de plusieurs par-
ticules décrites & ’aide de coordonnées généralisées ¢;. Le moment conjugué a ¢; sera
toujours donné par

7

oL
p:

g

(4.81)
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L’extension & un potentiel généralisé dépendant des vitesses se traite de la méme maniére
que dans le cas classique. Ainsi, le lagrangien d’une particule relativiste soumise & un
champ électromagnétique sera

1
L=—"mgc® —ep+eA v, (4.82)
v

¢ et A étant respectivement les potentiels scalaires et vectoriels, et e la charge de la
particule. Le moment conjugué est alors p* = mgv* + gA®.

La forme (4.82) permet I’étude des trajectoires de particules relativistes soumises a
des champs électromagnétiques (physique des accélérateurs). Cette formulation n’est ce-
pendant pas complétement satisfaisante, car elle n’est pas covariante relativiste et donc
ne posséde pas de propriété particuliére sous une transformation de Lorentz. Il est na-
turellement souhaitable d’obtenir des équations manifestement covariantes. Il s’agit d’un
probléme difficile, qui ne sera pas abordé dans le contexte de ce cours. Une formulation
covariante est possible dans certains cas :

— Si le systéme est formé de particules libres.

— Si les particules sont en interaction par 'intermédiaire d’un champ électromagné-

tique uniquement.
La formulation covariante n’est pas réalisable dans le cas d’interactions quelconques. La
construction de cette formulation se fait en cherchant un lagrangien covariant L(z#, v*)
tel que
0 0L oL
or vt Oxt
soit équivalent aux équations du mouvement (4.70) dans le formalisme des quadrivec-
teurs. Ainsi, il s’agit d’une formulation dans ’espace de Minkowski, et non plus dans
Pespace euclidien usuel. Pour plus de détails sur le sujet, on renvoie 4 ’annexe A.9 ou aux
références [15, 20].

=0, p=0,....3. (4.83)

4.8 L’approche hamiltonienne*

Le méme probléme concernant la formulation covariante se pose si on désire élaborer
un formalisme hamiltonien relativiste. La difficulté d’une description manifestement cova-
riante sur ’espace de Minkowski étant encore plus grande que dans le cas lagrangien, nous
restreignons la discussion qui suit au cas non covariant, c’est-a-dire & une description dans
un référentiel inertiel donné. Ainsi, la variable temporelle ne sera pas traitée comme 1'une
parmi les quatre coordonnées généralisées sur ’espace de Minkowski, mais bien comme le
paramétre d’évolution distinct.

Considérons & nouveau le cas d’une particule dans un potentiel autonéme indépendant
des vitesses. Selon I'Eq. (4.77) son lagrangien est

L=-Zmoc - V(@ y=(-F 5= ldlfe (484)

De plus, nous avions vu que
P =57 =7/ =moVq -
VAR

Introduisons la transformée de Legendre de L de facon similaire au cas classique :

(4.85)

3
H(a,p,t) = Y _d'(P)p' — L(a, a(p)). (4.86)

i=1
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Utilisant les Eqgs. (4.84) et (4.85) dans (4.86) il vient

3

. 1 ~
H=> moyd'q" +mo = +V(a) =moyc® + V(@) =T +V, (4.87)
=1 l/
—(—a?)

ol I’énergie cinétique 7" est définie par
T = moc®(y — 1), (4.88)

et ’énergie potentielle par B
V = moc* + V(q). (4.89)

Le premier terme de 'Eq. (4.89) décrit ’énergie de masse au repos de la particule (qui est
une forme d’énergie potentielle par ’équivalence entre la masse et 1’énergie), tandis que
le second représente ’énergie du potentiel autonoéme. L'Eq. (4.88) est la forme relativiste
de D’énergie cinétique, qui au premier ordre en |q|/c est bien mg|q|?/2. Ainsi, pour un
potentiel autondme indépendant des vitesses généralisées, I’hamiltonien H est conservé et
représente 1’énergie totale.

L’expression de I’hamiltonien en fonction des moments conjugués se trouve & l'aide de
I’Eq. (4.66) :

T? = |p|* + moc?, (4.90)
d’ou
3 1/2
H(q,p,t) = <62 > ')+ m304> +V(a), (4.91)
i=1
et de facon similaire au cas classique les équations canoniques de Hamilton sont
. OH
= — 4.92
q o (4.92a)
. OH
= ———. 4.92b
p o0 (4.92b)

Pour une particule de charge e dans un champ électromagnétique le terme additionnel
a la méme forme que dans le cas classique (cf. Sect. 2.3.4.1) :

1
L= —;mocQ +gA - q —eo. (4.93)

Ainsi p' = mg’ + eA’ et de 'Eq. (4.90)
T? = (p — eA)? + moc?, (4.94)
d’ou
H(q,p,t) = (02(p —eA)? + 711(2)04)1/2 + eg. (4.95)
En particulier, les équations de Lagrange fournissent I’équation du mouvement de la par-

ticule chargée relativiste en présence d’un champ électromagnétique

€ (movd) = c(ax B+E), (4.96)

ot B=V x A et E=—-0;A—V¢. IEq. (4.96) a la méme forme que son analogue
classique, a condition de remplacer la masse au repos mg par la masse effective mq~y.






Chapitre 5

Mécanique des milieux continus
et déformables

5.1 Introduction

Jusqu’a présent, nous avons considéré la dynamique d’une quantité dénombrable d’ob-
jets de masse m; en interaction. Ces objets étaient rigides et non déformables. Une telle
approche n’est néanmoins pas adaptée & la description de systémes constitués d’un grand
nombre de particules interagissant fortement, typiquement les solides ou les fluides. Dans
ces cas on est intéressé & une description macroscopique de ’état du systéme plutot qu’a la
connaissance de la dynamique individuelle de chacun de ses constituants. On est conduit
a décrire la physique de tels systémes en termes de champs classiques A(x,t), variant
continuement dans ’espace.

Dans un premier paragraphe nous illustrons la démarche du passage du discret au
continu & ’aide de ’exemple simple de chaine élastique & une dimension, conduisant 4 la
formulation lagrangienne du probléme continu. Puis, les propriétés élastiques et visqueuses
des corps sont discutées phénoménologiquement. Les concepts de tenseurs des tensions et
des déformations sont introduits. La théorie linéaire des relations entre contraintes et
déformations est établie. Ces concepts sont illustrés par I’étude de la propagation des
ondes élastiques dans un milieu homogéne.

5.2 Un modéle de chaine élastique

Ce modéle simple va nous montrer quels sont les concepts qu’il faut introduire pour
décrire la mécanique d’un milieu élastique continu. Considérons une chaine (unidimen-
sionnelle) de masses ponctuelles reliées par des ressorts harmoniques (cf. Fig. 5.1).

On décrit d’abord la dynamique du systéme au niveau microscopique, puis ’on consta-
tera que dans une certaine limite la dynamique de la chaine se réduit & une équation d’onde
pour la densité locale.

Soient N + 2 particules de masse m reliées par des ressorts de constante de rappel
harmonique k et de longueur au repos a. Soit z{ la position d’équilibre de la particule
i, et x;(t) sa position au temps t. Notons ¢;(t) = x;(t) — 2 et fixons les particules
aux extrémités de la chaine go(t) = gn41(t) = 0. D’autre part, nous supposons que les
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a I'équilibre <

Fi1G. 5.1 — Modéle de chaine élastique.

déformations ¢; sont petites devant a. L’énergie cinétique du systéme vaut

| N | X
_ 1 2 _ 1 2
T = Qm;:l &5 = Qmi; ;. (5.1)

Pour trouver I’énergie potentielle, on constate que la longueur du ressort ¢ au repos est
L =a =2, — . Sa longueur au temps ¢ est L;(t) = zi11(t) — x;(t). Ainsi, son écart
a ’équilibre au temps ¢ est

ALi(t) = Li(t) = LY = w1 (t) — a1 — 2i(t) + 27 = g (8) — as(t). (5.2)

Le ressort étant supposé harmonique, la force F est linéaire dans I’écart L;(t). Pour trouver
le signe de la force, supposons que ¢;(t) = 0 en un temps donné. Donc si ¢;11(t) > 0 le
ressort est allongé et donc la force doit étre dans la direction —€;. Si ¢;41(¢t) < 0 le ressort
est compressé et la force est orientée selon +e;. Ceci méne donc & ’énergie potentielle
pour le ressort i :

1
Vi=gk (gi+1 — a)°. (5.3)
L’énergie potentielle du systéme est la somme des énergies potentielles de chaque ressort
| X
2
V = 5/{320 (Qi+1 — Qi) . (54)
Des Egs. (5.1) et (5.4) le lagrangien s’écrit
1 O 1 &
L(a,a) = 5mY i = 5k Y (g1 —a)° (5.5)
i=0 i=0
En constatant que
oL
-0 = mq.*’ 5-6
aqj J ( )

oL N B
-— = —k i+1 — 4i) 3~ (Gi+1 — G
4, ;:0 (qiv1 — qi) 9 (¢it1 — qi)

=0j,i+1—0;i
= —k(qj — qj-1) + k(gj+1 — @)
= k(gj-1 —2¢; + qj41) - (5.7)
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Les équations de Lagrange sont donc
mdi—k(qi_l—qu+qi+1):O, i=1,...,N. (58)

Considérons & présent le processus de limite macroscopique dans lequel on assimile
la chaine discréte & un systéme continu. Pour cela il faut que la distance de séparation
des particules soit suffisamment faible, c’est-a-dire a petit. On considére alors la densité
de masse par unité de longueur m/a, et suppose que dans la limite macroscopique la
grandeur

p= lim n (5.9)

prend une valeur finie. De plus, nous constatons de I’Eq. (5.8) que k posséde les unités
d’une force par unité de longueur, donc ka posséde les unités d’une force. Comme nous le
verrons plus loin, il existe une loi phénoménologique appelée loi de Hooke selon laquelle
la fore F = EAL/L, ou AL est un allongement, L la longueur au repos, et E un mo-
dule d’élasticité appelé module de Young. Ce dernier décrit les propriétés macroscopiques
d’élasticité d’un matériau. Ainsi, ka a aussi les dimensions d’un module d’élasticité et
nous supposons i nouveau ’existence de la limite

"w= 1ir% ka. (5.10)
k—o0

La limite k& — oo doit étre prise afin que p soit fini dans la limite continue. En divisant
I’Eq. (5.8) par a on obtient

@qi—kaqi‘l_i‘i”qi“ —0, i=1,...,N. (5.11)
Définissons le champ continu ¢(x) par ¢; = ¢(x = ia). En supposant que g(x) varie peu sur
une distance de l’ordre de a, alors le second terme du membre de gauche de I'Eq. (5.11)
est la formule des différences centrées pour la dérivée seconde (cf. annexe A.10). Dans
la limite macroscopique le déplacement discret ¢ devient un champ continu ¢(z,t) et les
Egs. (5.9) et (5.10) dans (5.11) fournissent

2 2
P@Q(%t) - M@Q(%t) =0. (5.12)

Définissons u = +/ju/p, alors u? a les dimensions d’une force divisée par une densité
linéaire de masse, c’est-a-dire les dimensions du carré d’une vitesse. Par conséquent, u est
une vitesse et ’Eq. (5.12) devient

82 9 82

@q(x,t) —u @q(ac,t) =0, (5.13)

ce qui est une équation d’onde, u étant la vitesse de propagation de ’onde (cf. Sect. 5.8.1).

Ce résultat final correspond bien aux observations expérimentales ot une perturbation
locale de densité (par exemple un coup de marteau & 'extrémité d’une barre rigide) donne
lieu & une onde de densité (ou une onde sonore) parcourant le milieu 4 une certaine vitesse.

L’équation d’onde peut étre généralisée a trois dimensions, ou alors q = q(z1, 2, r3, 1),
et ’équation d’évolution prend la forme
82

@q(x, t) — u2Aq(x, t) =0, (5.14)

ott le laplacien A est défini par A = §%/0x2 + 9%/922 + 0%/92%. On parle d’une théorie
de champs classique.
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1l est possible de développer une formulation lagrangienne pour les systémes continus.
Dans ce cas le lagrangien du systéme s’obtient par intégration sur les variables spatiales
x = (21, x2, x3) d’une densité lagrangienne £ :

L= /dx,f (a(x), Vxq, 0iq, x,t) . (5.15)

Pour le systéme unidimensionnel étudié ci-dessus, la densité lagrangienne est (cf. Sect. 5.3)
1 (0q S| 5 [ Oq 2

5.3 Formulation lagrangienne pour les systémes conti-

nus

Le but de cette section est de montrer que le formalisme lagrangien se transpose de
facon naturelle & une théorie des milieux continus. Ceci doit permettre d’insister, a I'instar
de I’exemple de la chaine continue de la section précédente, sur le lien étroit qui existe
entre les descriptions discrétes et continues.

Considérons un systéme de dimension une, et notons le champ continu ¢(x,t). De
IEq. (5.15) on voit que la densité lagrangienne dépend des dérivées diq, 9,.q, ainsi que de
x et t qui apparaissent comme des paramétres jouant un role équivalent. S’il existe des
forces locales, alors la densité lagrangienne dépend aussi explicitement de ¢, et dans le cas
général il en est de méme pour z et ¢. Ainsi

9q 0Oq
L=ZL¢—,=—,z,1]. 5.17

(q dz’ Ot (5:.17)
Le lagrangien s’obtient de sa densité .Z par intégration sur ’ensemble des positions z
accessibles au systéme. La généralisation directe du principe de Hamilton au cas continu

s’écrit . o0 B
: i q Jq
ol =6 dt d — — . x,t] =0. 1
/tl /g61 z$<q, ax,at,z, ) 0 (5.18)

Pour exploiter correctement le principe de Hamilton, il faut que I'Eq. (5.18) redonne la
limite continue des équations du mouvement, par exemple 'Eq. (5.13). Ceci est possible
par un calcul variationnel qui n’est que trés légérement différent de celui du cas discret.
La variation ne sera faite que sur 7 et ses dérivées, sans affecter les paramétres = et t.
Comme pour le cas discret (cf. Sect. A.2), on paramétrise I’écart a la solution ¢(z,t) par
une perturbation 7n(z,t) réguliére

q(z,t, N) = q(z,t) + Mn(a, t), (5.19)
ou A € R est un parameétre continu caractérisant 'amplitude de la perturbation. A nou-
veau n(z,t1) = n(xz,t2) = 0 Va. De plus nous imposons n(xz1,t) = n(za,t) = 0 Vt. Les
extremums de [ sont donnés par la condition

dI

— =0 5.20
i , (5.20)

A=0

ce qui s’écrit explicitement

dr b2 2 d¥
T 4
ax /t /I SF

oo (020q 0L F | 0L &
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Comme la variation 7 s’annule aux bords des domaines d’intégration sur z et ¢, alors une
intégration par parties fournit les relations (les domaines ainsi que le lagrangien étant
supposés bornés, alors on peut échanger l'ordre des intégrations sur x et t)

t2 gy % 2 d (02 dq
dt =2t = f/ dt — | — | ==, 5.22
/tl 952 OA no dt \ 95t ) oA 2
v 9y 2 d (0L 0q
de == 02 _ _ de — | — | = 2
/11 xa%a)\ /Z1 zdx (8%) % (5.23)
Insérant les Eqgs. (5.22) et (5.23) dans (5.21) il vient
dr /tz /w 0% d (0% d (02 \]| 0q
= — dt de | /— — — | == | - — [ == || = =0. 5.24
dA ]y 2o t 1 l@q d <8%> dz (8%)1 OA A=0 524

Cette relation étant vraie pour toute perturbation 7(x,t), 'intégrand de ’Eq. (5.24) s’an-
nule, fournissant ainsi les équations de Lagrange pour un systéme continu :

d (02 d (0L 0L

Il s’agit & présent d’une équation différentielle aux dérivées partielles pour le champ
q(z,t).

Pour illustrer I'Eq. (5.25), reprenons la densité lagrangienne (5.16) de la chaine har-
monique. Dans ce cas

0%  dq

— = p, (5.26a)

0%~ "ot

0.7 )

57 = —qua—z, (5.26b)
b

%ij — 0. (5.26¢)

Les Egs. (5.26) dans (5.25) redonnent ainsi (5.13).

La généralisation de I'Eq. (5.25) & plusieurs dimensions se réalise de fagon similaire &
Pétablissement de (5.25). Pour plus de détails sur ce formalisme, voir [15].

5.4 Généralités sur les corps élastiques

Lorsque I'on soumet un systéme matériel (solide, liquide ou gaz) & des forces exté-
rieurs ou des couples extérieurs constants ou dépendants du temps, on est intéressé par
la réponse en fonction du temps de grandeurs caractéristiques telles que longueurs, aires,
volumes et angles. Les résultats expérimentaux mettent en évidence trois propriétés fon-
damentales de la rhéologie (étude du comportement mécanique des matériaux par les
lois liant les contraintes aux déformations) des systémes matériels : élasticité, viscosité et
plasticité [23, 24]. Il convient aussi de ne pas oublier le cas des matériaux dont les pro-
priétés évoluent au cours du temps en I’absence de toute action extérieure (phénoméne de
vieillissement) tels par exemple les verres ou le béton (dont la prise lente du ciment aug-
mente la résistance). Si ces perturbations extérieures sont suffisamment petites on peut
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les décrire par des lois linéaires, ce qui sera ’objet de notre présentation. De plus, ces mé-
canismes de déformations s’accompagnent de maniére générale d’effets thermiques. Une
description compléte devraient ainsi prendre place dans le cadre de la thermodynamique
(ou mécanique statistique) des processus irréversibles [25].

Lorsqu’on reporte les déformations en fonction des forces ou des couples appliqués
et que la courbe de décharge coincide exactement avec la courbe de charge, on dit qu’il
y a élasticité (processus réversible). Dans le cas contraire, on observe une déformation
permanente appelée déformation plastique (processus irréversible). La Fig. 5.2 représente
le résultat d’une expérience au cours de laquelle un barreau cylindrique est soumis & une
force de traction (la contrainte). On mesure la déformation du barreau en fonction de la
force appliquée, et reporte sur un graphique la relation entre déformation et contrainte.
Une fois la contrainte maximale atteinte, celle-ci est relaxée. Il en résulte un diagramme
donnant la contrainte en fonction de la déformation, appelé courbe de traction.

contrainte
A

> déformation

F1G. 5.2 — Courbe de traction.

Pour de faibles forces appliquées, la relation entre force et déformation est une bi-
jection. Elle n’est pas forcément linéaire. Cependant, le comportement élastique linéaire
est une bonne approximation pour la plupart des solides sous contraintes suffisamment
faibles. Du point de vue thermodynamique, le comportement élastique représente une
transformation réversible. Microscopiquement, I’élasticité des solides est due aux liaisons
interatomiques qui ne sont pas détruites par la faible contrainte imposée. Si la contrainte
est telle que ces liaisons sont modifiées, alors la déformation est plastique et donc irréver-
sible : en relachant la contrainte le matériau ne revient pas dans son état initial.

Pour décrire 1’équilibre d’un corps élastique, il faut tout d’abord établir les relations
entre les forces appliquées et les déformations. Dans le cas général la relation linéaire entre
les tensions appliquées et les déformations est anisotrope et dépend du temps car décrit
une situation d’équilibre local (c’est-a-dire en chaque point de l'espace).

Prenons par exemple le cas d’un barreau parallélépipédique sur lequel on applique une
force de traction longitudinale en ses deux extrémités (cf. Fig. 5.3).

Dans le régime élastique, l'allongement du barreau sera proportionnel a la force ap-
pliquée. De plus, le barreau se contracte dans les directions transverses. Lors d’une telle
déformation réversible apparaissent des ondes élastiques longitudinales et transverses ca-
ractérisées par une certaine vitesse de propagation. Comment décrire ces phénoménes ?

Un autre type de systémes mécaniques de grand intérét sont les fluides, c’est-a-dire
les gaz et liquides usuels. Il y a plusieurs niveaux de description possible de la dynamique
des fluides.
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FiG. 5.3 — Déformation d’un barreau parallélépipédique.

Approche microscopique : un fluide est formé d’un grand nombre de particules in-
déformables, par exemples des molécules, qui interagissent entre elles ainsi qu’avec des
forces extérieures. Un tel systéme peut donc étre décrit par les équations canoniques de
Hamilton. La difficulté provient néanmoins du grand nombre de particules en interaction
(une mole contient environ 10%* molécules), et donc il n’est en général pas possible d’inté-
grer les équations du mouvement. De nouveaux outils doivent étre introduits pour décrire
de tels systémes : ceux de la mécanique statistiqgue du non-équilibre. Cette théorie per-
met d’aborder le probléme de lirréversibilité. Bien que la microdynamique soit réversible
(équations de Hamilton), la dynamique d’un liquide est irréversible. Les différentes étapes
menant de la microscopie & la macroscopie sont connues sous les noms des équations hié-
rarchiques de BBGKY , équation de Boltzmann, et méthode de Chapmann-Enskog. Ces
théories seront abordées en quatriéme année.

Approche hydrodynamique : on décrit le fluide & I’échelle macroscopique en termes
de champs tels que la densité p(x,t), la vitesse v(x,t), et la pression p(x,t). Ici, x n’est
plus & interpréter comme un point microscopique de mesure nulle, mais comme un volume
infinitésimal & 1’échelle macroscopique et qui contient un nombre suffisamment grand de
particules microscopiques pour que la description en terme de champs soit adéquate. Il
s’agit donc d’une théorie des milieux continus. Ici encore, une discussion générale ferait
appel & des effets thermiques. Le fait que la température dans un fluide ne soit pas uni-
forme peut conduire & de nouveaux phénomeénes tel I’apparition de structures dissipatives,
par exemple dans l'effet Rayleigh-Bénard (apparition de rouleaux convectifs). La descrip-
tion de ces phénoménes peut étre trés complexe. Dans 1’exposé qui suit, nous allons donc
négliger ces effets thermiques. Une autre approximation souvent utilisée est celle du fluide
incompressible, hypothése adéquate pour beaucoup de liquides. Nous verrons que 'appli-
cation des lois de Newton & de tels systémes conduit & I’équation, dite de Navier-Stokes.
Si le fluide est supposé incompressible et en I’absence de forces volumiques, cette équation
s’écrit,

ov 1

— +(v:-V)v=—-Vp+rvAv, (5.27)

ot P
ol v est appelé coefficient de viscosité cinématique, et v = v(x,t) . Cette équation non
linéaire aux dérivées partielles décrit un ensemble trés varié d’écoulements, qui peuvent
étre complexes, comme par exemple dans le cas de la turbulence.

5.5 Théorie de 1’élasticité linéaire isotrope

5.5.1 Efforts internes et tenseur des tensions

Soit un volume A C R?, soumis & des forces extérieure F,, o > 1. Considérons un
point x € A et une surface de coupure S passant par x, d’élément de surface infinitésimal
do, et séparant A en deux parties A = Ay U As. Enlevons du systéme par exemple la
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partie As. Pour maintenir A; dans le méme état de mouvement qui existait avant la
séparation (par exemple 1’équilibre), on doit appliquer sur la surface de coupure des forces
appelées forces internes. Pour ceci il faudra appliquer la force dF g sur I’élément de surface
do = (doy,dog,dos) (cf. Fig. 5.4).

N /"

e
Fe Fs

F1G. 5.4 — Forces internes.

Considérons & présent ’élément de surface orienté selon €3, alors la force interne s’ap-

pliquant sur cette surface s’écrit dF3 = (dFs(?i),Fs(?é),Fs(?). De méme, dans le cas

général ng = (dFS_(il),FS(iQ),FS(Q) est la force interne sur I’élément de surface orienté
selon €;, ou donc Fszj est la composante j de la force de surface exercée sur un élément
de surface orienté selon €;.

Définition 5.1 On définit le tenseur des contraintes (ou des tensions) 7';(x) par

B dFs(é) (x)
(%) = o) (5.28)

La Fig. 5.5 illustre la décomposition de dF3.

On voit donc de cette figure que dFsgj = ngdag, ce qui est le cas particulier 7+ = 3
de I’Eq. (5.28). Remarquons que la métrique étant euclidienne, la position des indices des
tenseurs n’a pas d’importance donc Tij = 1,7 = 7;; = 7. De plus, T n’est pas exactement
un tenseur mais une densité tensorielle (ou tenseur de type densité, cf. annexe A.8).
Lorsque i = j les contraintes sont normales, tandis que si i # j elles sont tangentielles. La
contrainte a donc les unités d’une force par unité de surface. Si & présent on note dFy ;
la force infinitésimale totale dans la direction €;, alors de I'Eq. (5.28) :

3
dFs; =Y dFs" = 7idoy, (5.29)
=1

ou on adopte la convention de Einstein selon laquelle il y a sommation sur les indices
répétés. En effet, la force totale dans la direction €; s’obtient en sommant sur toutes les
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€3
A
—> €
/ " 131dos
T32d0’3

Fi1G. 5.5 — Décomposition par les contraintes de la force de surface.

surfaces orientées selon €; les composantes de la force dans la direction €;. La force totale
dans la direction €; est donc :

3 3
dFg; = S dFs' "2 S 7 da, (5.30)
i=1 i=1
ce qui redonne bien I’Eq. (5.29).

5.5.2 Conditions d’équilibre

On considére un élément de volume dans le corps étudié, et exprime les conditions
d’équilibre selon lesquelles la somme des forces ainsi que la somme des moments sont
nulles.

5.5.2.1 Forces

Exprimons dans un premier temps la condition d’équilibre local des forces. Pour ceci,
introduisons la densité volumique de forces de volume f(x). Soit Fy (x) la résultante des
forces volumiques au point x, alors

dFy (x) = f(x)dx. (5.31)

De méme pour les forces de surface, si dF;(x) est la résultante des forces de surface dans
la direction ¢, nous avons vu de 'Eq. (5.29) que

dFs; = 7 do;. (5.32)

La condition d’équilibre s’énonce comme ’égalité (au signe prés) entre la résultante des
forces de surface Fg et des forces de volume Fy qui s’exercent sur le volume de surface
fermée S (cf. Fig. 5.6).

Ainsi, I’écriture explicite de la nullité de la somme des forces sur un volume de controéle

V de surface S est :
/ dFy Jr/ng =0, (5.33)
1% s
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~

€3
723
A
2
T32 € ﬂFS
r i r
< S P
,,>7'22
T12 < L
Y —> €y
Vv b

Fic. 5.6 — Condition d’équilibre des forces.

ce qui pour la composante i & ’aide de I’Eq. (5.32) et du théoréme de la divergence (parfois
aussi appelé théoréme d’Ostrogradski) devient

dFyi(x) = — [ dojm(x) = — [ dx 9,77 (x). (5.34)
14 S 14
N————

O [ a0

Ceci étant vrai pour tout volume V', on aboutit & la forme locale de la condition d’équi-
libre : ‘
fl(X) = —ajT]Z-(X), i = 1,...,3. (535)

11 est possible de généraliser cette condition d’équilibre & la dynamique (comme nous
le verrons & nouveau dans la Sect. 5.8.1) en utilisant le principe de d’Alembert. Dans ce
cas, on considére le systéme dynamique & 1’équilibre s’il est soumis 4 la force —p;(x), ot
p(x) est la densité d’impulsion. Ainsi ’Eq. (5.35) reste valable en remplacant f;(x) par
fi(x) = pi(x).

5.5.2.2 Moments

L’autre condition d’équilibre concerne les moments des forces et a pour conséquence
le résultat suivant.

Lemme 5.1 Le tenseur des tensions est symétrique :* Tij = Tji-

Preuve: La preuve se réalise en développant la condition d’équilibre des moments sur le
volume V' de surface S. Soient My, les moments issus des forces de volume, et Mg ceux
s’exercant sur la surface, alors

/ dMy + / dMg = 0. (5.36)
1% S

1Ce lemme peut étre mis en défaut si le systéme est soumis & des forces qui ne sont pas invariantes
sous le renversement du temps.
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De ’Eq. (5.31) on a
(5.31)

dMy =x x dFy "= x x f(x)dx. (5.37)
De I’Eq. (5.32) on a
dMg = x x dFg *2% x x Z 8,7, do;. (5.38)
7,j=1

On définit le symbole d’antisymétrie (parfois aussi appelé symbole de Levi-Civita)
0 si deux indices sont identiques,
Eijk = 1 si (’i,j,k) = {(1a2a3)a(2’351)’(&1’2)}’ (5'39)
—1 si(iyj, k) ={(3,2,1),(1,3,2),(2,1,3)}.
On peut alors vérifier que si a, b € R3, alors le produit vectoriel de a et b s’écrit
3
axb= Z Eijkaia]‘bk, (540)
i,j,k=1

Ainsi les Egs. (5.37) et (5.38) s’écrivent

dMV = Z sijkéixjfkdx, (541)
i,5,k=1

dMS = Z Eijk/éil'jledO'l. (542)
i,7,k,l=1

La condition d’équilibre des moments (5.36) devient

3
Z swkei/ dxx; fr + Z swkez/dal ijlk =0. (5.43)
ij k=1 0.4k 1=1 S

Le théoréme de la divergence fournit

3
0
§ : l § : I~ l
swkez/ dol TiTy = sijkei/ dx— (:L'ka)
\a 61‘1

1,5,k,1=1 ',j,k =1

Z swkez/ dx (xj(?ﬂlk + leéjl) . (5.44)

i,7,k,l=1

Or la condition d’équilibre (5.35) s’écrit 97!, = — fx, qui dans 'Eq. (5.44) donne

3

Z Eijkél/dal x;7h = Z Ewkel/ dx (—xjfk—i—Tjk). (5.45)

i,7,k,l=1 i,5,k=1
Insérant ’Eq. (5.45) dans (5.43) il vient

3
Z Eijk/éi/ dx (:L']fk — :L'jfk + Tjk) =0
1%

ijk*l

— Z €ij18i / dx 77, = 0. (5.46)

i,5,k=1
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Cette relation étant valable pour tout volume V, la forme locale est
3 .
> ekt =0. (5.47)
i,j,k=1

Utilisant la définition (5.39) de €;;, les seules relations non nulles fournies par I’Eq. (5.47)
sont

3128375 + e301€377 = 0, (5.48)
€21362T 3 + 2316277 = 0, (5.49)
12361775 + €132€17 = 0, (5.50)
ce qui par (5.39) implique
7—12 = 7—21, (551)
7'13 = 7'31, (552)
T = 1%, (5.53)
Le tenseur des contraintes est donc symétrique, ce qui achéve la preuve. |

5.5.3 Le tenseur des déformations

Un solide indéformable est caractérisé par des distances constantes entre toute paire
de points. Lorsqu’il y a déformation, ceci n’est plus le cas et le mouvement le plus général
se décompose en une translation, une rotation, et une déformation. Nous allons le montrer
explicitement.

Considérons deux points A = (z1, x2,23) = x et B = (x1+h1,x2+he, z3+hs) = x+h,
ol x = (x1,x9,23) et h = (hqy, ha, h3), et donc AB = h. La déformation du systéme est
décrite par le champ de déplacement s(x) qui améne A en A’ = x’ et B en B’ (cf. Fig. 5.7).

B/
63 Al
A
5(x) s(x+ AB)
< A
b B
x+ AB
> €

F1G. 5.7 — Décomposition du mouvement.
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On peut développer le déplacement de B en série de Taylor autour du déplacement de
A

s(x+h)= s(x) +[(x+h—x)-V]s+O(h?) = +Z 2 hi+0OMm?).  (5.54)
N—_—— N~~~ axz
=s(B) =s(A)

D’autre part, on a pour la composante 7 du déplacement

0s; 1 % B 0s; 1 Os;  0s;
axi N 2 (6301 G:UJ> + 2 < + ) ' (555)

axi axj
Insérant 'Eq. (5.55) dans (5.54) que l'on réécrit pour la composante s; il vient

(B) = -(A)+lz Osj _ Osi h-+i1 Os; | Osi hi+O(b%),  (5.56)
AN 24 \0x;  01;) " £ 2\ 0w O ‘

1=1
=[(Vxs)xABJ; =spj
que 'on écrit vectoriellement
1
s(B) =s(A) + §(V x 8) x AB+sp. (5.57)

Le premier terme s(A) est associé & une translation globale du solide, le second (V x s) x
AB A une rotation (ceci sera plus clair lors de ’établissement du tenseur des vitesses de
déformation, cf. Sect. 5.7.1), et le dernier sp & une déformation. Ainsi

Sfi Osi | 0\, & (5.58)
b= dzr; 0w ) " ‘

i,j= 1

Définition 5.2 On définit le tenseur des déformations <;; par

- 1 851- aSj
Eij o 5 (830] + 6$1> ’ (559)

€;5(x) est un champ tensoriel. Il est clair que le tenseur des déformations est symétrique
gi; = €j;- Utilisant la définition 5.2, on voit que la déformation (5.58) prend la forme
linéaire

Spi = Eijhj- (560)

Quelle est Vinterprétation du tenseur des déformations? Les termes ¢; = 9s;/0x;
représentent une variation de longueur relative, ou allongement spécifiqgue. En effet, de
I’Eq. (5.54) on tire
6si

+0 (h}), (5.61)

d’ol en négligeant les termes non linéaires en h;

0s; (5. -61) si(x; + hy) — si(x;)

.62
axz hi (5 6 )

Eii =

Or les longueurs avant et aprés déformation étant |[AB| = h et |A’B’| = b/ respectivement,
on tire (cf. Fig. 5.8) :
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hq
< >
) Alzy) o B(z1 + hy) B
+ e >>e > @1
s1(x1) si(xz1 4+ h1)
1
< >
hy

Fi1G. 5.8 — Allongement spécifique unidimensionnel.

si(xi) = h; — 04, (5.63a)

Insérant les Egs. (5.63) dans (5.62) il vient

851- h/- - 51 - (hz - 51) h/- — hz
M= = = L = -t . .64
c ami hl hi (5 6 )

Si i # j, alors €;; décrit un cisaillement. En effet, choisissons un rectangle situé dans le
plan {€s, €3}, centré en A = A’, et subissant une déformation telle que €;; = 0. Prenons
le point B dans le coin supérieur droit de l'objet (cf. Fig. 5.9).

V2
B/
7 3
hs B
AlA ho

\ 4

e

Fic. 5.9 — Déformation de cisaillement dans les deux directions €5 et €s.
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On a alors AB = hgey + hszes. Comme h; = 0, 'Eq. (5.54) fournit

0
s(x + AB) + Z 252 oy + 652 hs | . (5.65)

8
:0 53 h2+ 653 h3

Or comme par hypothése ¢;; = 9s;/0x; = 0, 'Eq. (5.65) devient

0
s(x + AB) = | 9%2hs | . (5.66)
Os3. h
Oxa
Par construction géométrique on a
52
t = .
82 = 5 (5.67a)
tgyy = —3 (5.67b)
g73 = hg i 82’ .
ce qui fournit
hat
s2 = hatgys + % (h2tgys + hstgy2t873) (5.68a)
s3 = hatgys + h3tgys tgs. (5.68b)

Pour de faibles déformations -y, et 3 ainsi que |h| petit

S92

T ~ tg Yo, (5.69a)
Z— tg Y3, (5.69b)
d’ou
g—sj’hg ~ hgtgy2 ~ hsve, (5.70a)
g—SZhQ ~ ho tgys >~ hoys. (5.70b)
Ainsi

e = L (052 053 BT0) 72+ 73
2 81'3 (9:62 - 2

ol v = y2 + 73 est dit angle de cisaillement.

o2

: (5.71)

5.5.4 Propriétés du tenseur des déformations

Le tenseur des déformations étant symétrique réel, ils peut étre orthogonalement dia-
gonalisé (c’est-a-dire qu’il existe une base de vecteurs propres orthogonaux). Ceci ne
signifie pas que ces tenseurs ne dépendent plus que de trois composantes indépendantes
car il aura déja fallu utiliser trois paramétres dépendant des éléments du tenseur primitif
pour diagonaliser ce dernier. Pour les déformations uniformes (i.e., le champ tensoriel
est constant dans I’espace), une seule base peut diagonaliser ces tenseurs partout dans le
corps. Par contre, ceci n’est plus le cas pour une déformation générale pour laquelle la
base de vecteurs propres est locale.
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Lemme 5.2 Soit un volume de mesure V et AV sa variation due a une déformation,
alors au premier ordre dans le tenseur des déformations la variation relative de volume
est donnée par la trace du tenseur des déformations :

% =Tre + O(c?). (5.72)

Preuve: le volume avant déformation est

V=] (5.73)
i=1
Aprés déformation, il vaut
3
v =] (5.74)
i=1

ou R/ sont les nouvelles dimensions linéaires données par I’Eq. (5.64)
Insérant 'Eq. (5.75) dans (5.74) il vient
3 3

3 3 3
V' = th‘(l +eii) = {1 + Zfii + % Zfiifjj + HEu} th‘- (5.76)
im1 =1

i=1 i#j i=1

= 0(e?)

La variation de volume AV étant donnée par AV = V' — V, les Eqgs. (5.73) et (5.76)
fournissent

N ) )
- = Zzsn‘ + 0(?) =Tre + O(e?), (5.77)

i=1

ce qui est le résultat cherché et par conséquent achéve la preuve. |

Etant donné que la théorie développée est linéaire, le lemme 5.2 peut aussi s’énoncer :
le volume d’un solide n’est pas modifié par une déformation si et seulement si Tre = 0.

Si le volume du solide ne change pas, seule sa forme est modifiée et on parle de
cisaillement. Dans le cas contraire si seul le volume change on parle de compression
uniforme. Toute déformation peut étre représentée par la somme d’un cisaillement et
d’une compression uniforme :

1 1
€ij = E€ij — géu Trs—i—géij Tre. (578)
—
=e?;

En effet, E?j ainsi défini est de trace nulle, tandis que (1/3)d;; Tr e est purement diagonal.

5.5.5 Relation linéaire entre contraintes et déformations

Il est d’usage lors de ’étude de systémes avec ressorts de choisir des forces de rap-
pel harmoniques, c’est-a-dire dont le potentiel est quadratique. Ceci méne & une force
proportionnelle & la déformation. I1 s’agit bien entendu d’une relation phénoménologique
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uniquement valable dans le régime linéaire des petites déformations. Comme évoqué dans
la Sect. 5.4, I’étude des courbes de traction des différents matériaux nous renseigne sur le
domaine de validité de la loi linéaire. Si la force dépasse une certaine limite, alors appa-
raissent des non linéarités et dans un second temps la déformation devient plastique, soit
irréversible et avec hystérése. Si on continue d’augmenter la contrainte jusqu’a une valeur
critique, alors il y a rupture du matériau (cf. Fig. 5.10).

T T T

F1G. 5.10 — Courbes de traction et différents comportements.
L’image de gauche représente le comportement élastique linéaire réversible ou le déplacement est propor-
tionnel a la force. L’image du milieu montre I’émergence de non linéarités puis d’irréversibilité, tandis que
celle de droite illustre la rupture du matériau.

L’expérience montre qu’une déformation dans une direction donnée n’est pas forcément
le résultat d’une contrainte dans cette méme direction. On parle alors d’anisotropie. C’est
donc de fagon naturelle que la forme linéaire la plus générale entre les contraintes 7 et les
déformations € est de la forme

Kl
7ij(x) = Cy;" (x)ek (). (5.79)

)

Dans le cas isotrope on remarque que Cijkl ~ 6;%0;!. On peut néanmoins donner une
justification de I'Eq. (5.79). Soit u(x, ) la densité volumique d’énergie interne, fonction
de la position et du tenseur des déformations. Supposant les déformations petites, on
réalise un développement de la forme

u(x,€) = ug(x) + b7 (x)e4(x) + ¥ (x)e5 (x)er (x) + O(?). (5.80)
Pour des raisons de dimensions la contraction 7;;¢;; correspond & un travail mécanique et
donc & un terme d’énergie, ainsi
ou
a&'ij
S’il n’y a pas de déformation, alors ¢;; = 7,; = 0, et 'Eq. (5.81) fournit b;;(x) = 0 Vi, j, x.

En passant la constante de proportionnalité entre 7;; et Ou/0¢;; dans les coefficients cijkl,

(5.80) bij (%) + ¢;; " (X)en(x) + O(2). (5.81)

Tij(x) =~ ij

qui ainsi seront notés Cijkl, on obtient de 'Eq. (5.81) la relation (5.79). Au premier
ordre, on suppose aussi que C ne dépend pas de la position x. Ceci revient & dire que
les propriétés élastiques restent en bonne approximation les mémes en tout point du
corps. Cette hypothése serait mise en défaut si par exemple il existait un fort gradient de
température. On dit de C qu'il s’agit du tenseur des modules élastiques. A nouveau, la
théorie étant formulée sur un espace euclidien, la métrique est 1’identité et donc la position
verticale des indices n’a pas d’incidence.

La théorie développée ici prenant place dans un espace de dimension trois, le tenseur
C de rang 4 posséde 3* = 81 composantes. Or comme ¢;; et 7;; sont symétriques, on en
déduit de 'Eq. (5.79) que

Cijii = Cijik = Cjirt = Cjak- (5.82)
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De plus, on peut montrer en adoptant un réarrangement d’indices que [26]
Cijkt = Chuij- (5.83)

Comme Cjjp; # Cig;i le tenseur C n’est toutefois pas totalement symétrique. Utilisant les
Eqgs. (5.82) et (5.83) on peut voir que le nombre total de coefficients indépendants dans
le cas général est 21. Selon les propriétés de symétrie du cristal, ce nombre est encore
réduit. L’étude et Pexploitation de ces symétries est 'objet de la cristallographie. Ainsi,
selon I’Union internationale de cristallographie il existe six familles cristallines (tricli-
nique, monoclinique, orthorhombique, tétragonal, hexagonal, cubique), quatorze réseauz
de Bravais (cf. Fig. 5.11) répartis entre sept systémes de Bravais, trente-deux classes
cristallines réparties entre sept systémes cristallins.

Pour plus de détails sur les systémes cristalling et la théorie linéaire anisotrope on
renvoie & [26]. La situation la plus simple est celle du réseau cubique correspondant &
un corps isotrope. Dans ce cas, on peut montrer & I’aide des symétries des Eqs. (5.82)
et (5.83) qu’il n’existe que deux coefficients indépendants.

Une autre démarche pour aboutir & I’existence de deux coefficients indépendants est
la suivante.

Décomposons le tenseur des déformations en une composante de cisaillement et une de
compression uniforme, comme réalisé pour ’'Eq. (5.78). Faisons de méme pour le tenseur
des tensions :

gij = ey + %&j Tre, £y = €ij — %5@‘ Tre, (5.84)
Tij = Tioj + %5”- Tr T, Tioj =T — %51-]- TrT. (5.85)
Par isotropie, le cisaillement ne doit pas dépendre de la direction, donc
Ty = agy;, acR, Vij. (5.86)
Il en est de méme pour la compression uniforme :

Trr=bTre, beR. (5.87)

En remplacant les Egs. (5.86) et (5.87) dans (5.85) il vient

b—a
Tij = _Q &5+ T (Sij Tre. (588)
=2u SN——
=A

A et p sont appelés coefficients de Lamé, et sont déterminés expérimentalement pour
chaque matériau. p est appelé le module de cisaillement.

Lemme 5.3 Soit une compression uniforme de pression p, alors

()\ + ;u) Tre = —p. (5.89)

Preuve: dans le cas de la compression uniforme, le tenseur des contraintes est
Tij = —péij, (590)

ott p = |F|/S est la pression uniforme s’exercant sur chaque surface d’aire S avec F la force.
En effet, dans ce cas dFs; = —pdo; = —pd,’doj, et 'Eq. (5.29) donne —pé,’do; = 77,do;.
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Cubique P Cubique 1 Cubique F

1] []

Tétragonal I’ Tétragonal [

IR

Orthorhombique P Orthorhombique € Orthorhombiquel  Orthorhombique F

HEH

Monodlinique P Monoclinique C Triclinique
Trigonal R Trigonal et hexagonal R

FiG. 5.11 — Les quatorze réseaux de Bravais.
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L’intégration de cette relation sur une surface puis la considération de sa forme locale
—pdi; = T;; fournit le résultat (5.90). D’autre part, pour une compression uniforme les
composantes hors-diagonales du tenseur des contraintes étant nulles, I’Eq. (5.88) fournit

Tij = 2M5ij5ij + )\51] Tre. (591)

La compression étant uniforme, la déformation relative dans chaque direction est la méme
d’ou €ii = Ejj Vi,j, et

1
Eii = g Tre. (592)

Insérant I'Eq. (5.92) dans (5.91), que ’on égale ensuite a (5.90), il vient :

2
—péij = (gu + )\) 61']‘ Tre. (593)

Cette derniére relation étant vraie pour tout i, j on peut s’affranchir du symbole de Kro-
necker, ce qui génére ’Eq. (5.89) et par conséquent achéve la preuve. |

5.5.6 L’exemple de I’élongation d’un barreau
Considérons une barre parallélépipédique de dimensions {a1, as, as}, aux deux extré-
mités de laquelle on exerce une traction F. Sous ’action de la traction, le barreau s’allonge

tout en gardant une forme parallélépipédique (cf. Fig. 5.12).

ag

(P4 N |
X 71
"""""""""" a 15\3
B I /S R B > ¥
as L
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S—- N

F1G. 5.12 — Traction sur un barreau.

Comme il y a traction simple sans cisaillement, alors les termes non diagonaux sont
nuls : €;; = €46;5. De plus, il y a symétrie et isotropie du probléme dans le plan engendré
par {€1,e3} donc €11 = €33 = €1. Notons €92 = €3, alors la relation (5.88) fournit

i1 = T3z = 2puer + (261 + €2), (5.94a)
T22 = 2,LL€2 + )\(251 + 62). (594b)

On vérifie qu’en I'absence de forces volumiques, la condition d’équilibre (5.35) est visi-
blement satisfaite :

—0;7,(x) = f = 0. (5.95)

Les conditions aux extrémités de la barre s’écrivent avec les Egs. (5.94)
2uer + A(2e1 +e2) = 0, (5.96a)
2es + A(2e1 +£9) = —= (5.96b)

a1a3'
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La solution du systéme (5.96) est donnée par

A
= - —— 5.97
€1 2()\+/,1/) €2, ( a‘)
5,—/
w4 A F

€9 = —————— To, Ty =
ORIV ’
—_———

=F-1

(5.97Db)

Les coefficients F et v ainsi définis sont respectivement le module de Young et le module
de Poisson. Des ordres de grandeur pour ces coefficients sont E ~ 2 x 1011 N/m?, et v €
[0.3,0.5]. L’Eq. (5.97b) donne la loi de Hooke de la traction simple, soit 7 = E¢, c’est-a-dire
que ’élongation est proportionnelle & la contrainte, ot le coefficient de proportionnalité
est donné par le module de Young.

Connaissant € et utilisant la définition du tenseur des contraintes €;; = (9;s;+0;s;)/2,
par intégration on trouve les déplacements :

- Z5]
s(x) = EQ z2 |, (5.98)
—UVxs

avec 7o = F/(aqa3).

5.6 Généralités sur les corps visqueux

Jusqu’a présent nous avons étudié la statique. Cette section aborde donc 'aspect dy-
namique des milieux continus et déformables. Le comportement visqueux de la matiére
est plus facilement mis en évidence dans les fluides. Par exemple, considérons ’expérience
dans laquelle deux plaques planes de surface S distantes de h sont placées & I'intérieur d’un
récipient contenant un fluide. On observe que si h est suffisamment petit, pour maintenir
en mouvement la plaque supérieure & vitesse tangentielle v relative a la plaque inférieure,
il faut appliquer sur la plaque supérieure une force F colinéaire a v, et —F sur la plaque
inférieure pour la maintenir immobile (cf. Fig. 5.13).

Le comportement visqueux est alors caractérisé par le fait que le fluide entre les deux
plaques est entrainé dans le sens du déplacement. La relation entre la force appliquée F
et la vitesse de déplacement v dépend de la géométrie, du fluide, de la température, etc.,
et donc peut étre compliquée. Le cas le plus simple est celui du fluide newtonien pour
lequel cette relation est linéaire. Dans ce cas et pour un écoulement laminaire obtenu pour
des vitesses assez petites, le profil de vitesse du fluide varie linéairement entre les deux
plaques. La vitesse du fluide en x3 = h vaut v, tandis qu’elle s’annule en z3 = 0. Cela
permet de définir (et de mesurer) le coefficient de viscosité dynamique n par la relation

F= ngv. (5.99)
h

Par définition, on dira que le fluide est parfait si sa viscosité est nulle. Nous reviendrons

sur cette notion dans le chapitre dévolu & la mécanique des fluides.

Les phénomeénes liés & la viscosité sont irréversibles du point de vue thermodyna-
mique, donc dissipatifs. En effet, il y a alors frottement interne, donc dissipation d’énergie
mécanique qui se transforme en chaleur. Par conséquent apparaissent des phénoménes
dissipatifs de thermoconduction, ainsi que pour les solides des déplacements d’atomes par
Pintermédiaire des défauts de structure cristalline (dislocations).
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_F
——>
v
S
> €5
h —F
<«
S

Fi1G. 5.13 — Ecoulement visqueux entre deux plaques.

5.7 Théorie de la viscosité linéaire isotrope

5.7.1 Le tenseur des vitesses de déformation

Un calcul similaire & celui de la Sect. 5.5.3 mais cette fois pour les vitesses de dépla-
cement u donne

u(B) =u(4) + %(V x u) Xx AB + up, (5.100)

avec

3 ou
— z:: (az] o ) hi€; (5.101)

la vitesse de déformation. Or comme u est la vitesse de déplacement et s le déplacement,
on a u(x) = ds/dt, ce qui méne a la définition suivante.

Définition 5.3 Soit ¢;; le tenseur des déformations, alors on définit le tenseur des
vitesses de déformation par

. dEij 1 8uz au]'
&ij de 2 <8$J + c’)xl> (5 0 )

Utilisant la définition 5.3, I’Eq. (5.101) s’écrit ainsi

Remarque: toute vitesse de rotation d’'un point B autour de A peut s’écrire sous la

forme
u(B) = w x AB, (5.104)

ol w est le vecteur de vorticité (ou aussi vecteur tourbillon, cf. Sect. 6.4.1) dont I’expression
est donnée par le rotationnel de la vitesse :

1
w=3Vxu (5.105)
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Ceci confirme notre interprétation du second terme du membre de droite des Egs. (5.57)
et (5.100) comme étant la contribution due & la rotation. Par exemple, en coordonnées
cylindriques pour un mouvement dans le plan {€,,€,} a rayon constant, on a w = ¢e, et
AB = re,. Ainsi on retrouve le résultat connu : u = w X AB = r¢e, = ug,e,. On vérifie
ainsi la relation (5.105), avec u = (U, g, uz) = (0,uy,0), uy = u,(r) (cf. annexe A.13) :

0

1 1 1 0 Up=T¢

SV xu=z 0 2<“—W+%)az =8, = w. (5.106)
%%(7’“9@) " "

5.7.2 Propriétés du tenseur des vitesses de déformation

La discussion présentée dans la Sect. 5.5.4 s’applique aussi au tenseur des vitesses
de déformation. Remarquons ainsi que Tré est égal & la vitesse de variation relative de
volume d/dt(AV/V). On peut exprimer Tré comme la divergence du champ de vitesse
de déformation :

ox

=1

3
Tre= a“f = divu. (5.107)

5.7.3 Relation linéaire entre contraintes et vitesses de déforma-
tion

Dans le cas général, la vitesse de déformation dans une direction donnée n’est pas
forcément le résultat d’une contrainte dans la méme direction : il y a anisotropie. Ainsi,
la relation linéaire la plus générale entre le tenseur des contraintes et les vitesses de
déformation est

i (x,t) = MM (x,1)é (x, 1), (5.108)

A nouveau, on suppose les propriétés visqueuses du corps identiques en tout point, c’est-
a-dire que M ne dépend pas de x. De plus, on suppose ces propriétés constantes au cours
du temps. Le tenseur M, M est appelé tenseur des coefficients de viscosité. Dans le cas
isotrope et newtonien, la méme démarche que celle de la Sect. 5.5.5 fournit

. Y —a )
Tij = @ Eij + T 5@' Tr £, (5109)
=27 —~
=t—29

ot 7 est le coefficient de viscosité de cisaillement (ou coefficient de viscosité dynamique) et
& le coefficient de viscosité volumique, parfois aussi appelé second coefficient de viscosité.
Ces coefficients se trouvent par 'expérience. Nous voyons que ’Eq. (5.109) peut se réécrire
sous la forme

Tij = 2n (EU — %51] TI‘€) +§5U Tre, (5.110)
c’est-a-dire en la somme d’un terme purement hors diagonal et d’un second purement
diagonal décrivant la viscosité volumique.

5.8 Equation de la visco-élasticité isotrope linéaire

Jusqu’a présent, nous avons présenté 1’étude des propriétés élastiques et visqueuses
séparément. Or comme mentionné auparavant, un corps révéle dans le cas général i la



138 CHAPITRE 5. MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS ET DEFORMABLES

fois des caractéristiques visqueuses et élastiques. La théorie étant linéaire, nous pouvons
additionner au tenseur des contraintes du systéme visco-élastique les contributions indivi-
duelles de chaque tenseur. Un éventuel terme additionnel di au couplage visco-élastique
serait alors forcément de la forme € - €, soit du second ordre et qui peut par conséquent
étre négligé. Ainsi, les Egs. (5.88) et (5.109) donnent

Tij = 2ues; + Ai; Tre + 2néi; + (€ — 2n) 6, Tré, (5.111)

ol A et p sont les coefficients de Lamé, 7 le coefficient de viscosité dynamique, et & le
coefficient de viscosité volumique.

5.8.1 Ondes élastiques dans un milieu homogéne isotrope

Nous désirons étudier la propagation d’ondes élastiques non amorties par la viscosité
dans un milieu homogéne en ’absence de force extérieure. La densité de forces volumiques
f(x) étant alors nulle, la condition d’équilibre (5.35) s’écrit

—9;77, = fi(x) = 0. (5.112)

Néanmoins, nous désirons étudier l'aspect dynamique de la propagation d’une onde, et
il faut donc généraliser la condition d’équilibre statique au cas qui nous intéresse. Pour
ceci, comme abordé dans la Sect. 5.5.2.1, on décrit le systéme dynamique comme étant
a ’équilibre §’il est soumis & la force fictive —p, p étant 'impulsion. Une analogie est
le principe de d’Alembert qui est la généralisation du principe des travaux virtuels a la
dynamique par I’ajout de la force —p permettant de considérer le systéme dynamique &
Péquilibre. Introduisons donc la fonction de déplacement s(x,¢) du point x au temps ¢,
ainsi que la densité volumique constante p du matériau homogéne. La densité de forces
extérieures “fictive” est donc

d
fi(X7 t) = 7pi = 7apsl(xa t) = 7p‘§i(xv t) (5113)
La condition d’équilibre devient ainsi une équation du mouvement pour le déplacement
s(x,t) : _
0T, = psi(x,1t). (5.114)

Le tenseur des contraintes 7 dans le cas purement élastique s’obtient de 'Eq. (5.111) en
posant n = £ = 0, qui inséré dans ’Eq. (5.114) donne

p8i(x,t) — 9 <2u<€ji + A, Trs) =0. (5.115)
Or par définition
1 851 88]'
U : 11
%ij 2 (630] + 6301) (5 6)

qui dans ’Eq. (5.115) donne
p8i(x,t) — ,u(?j@jsi - uaiajsj - A@iﬁjsj =0, (5.117)
ce qui vectoriellement s’écrit
p8 — uls — (p+ A) grad divs = 0. (5.118)
Utilisant I'identité vectorielle —/\ = rot rot — grad div, I’'Eq. (5.118) prend la forme

p§ + protrots — (2u+ A\) grad divs = 0. (5.119)
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La solution de cette équation se trouve en faisant appel au théoréme de Helmholtz (cf.
annexe A.11). Ainsi, pour tout champ vectoriel s(x) il existe un champ irrotationnel
(c’est-a-dire un champ longitudinal) s1 et un champ incompressible (c’est-a-dire un champ
transverse) s, tels que s = s; + 8o, rots; = 0 et divss = 0. Appliquons cette décompo-
sition & ’Eq. (5.119) dans le cas d’ondes planes et associons une interprétation physique
aux composantes irrotationnelles et incompressibles. Rappelons qu’une onde plane est ca-
ractérisée par une direction d’oscillation (de vecteur unité noté €;) et une direction de
propagation (de vecteur unité noté €3). Ainsi la forme cherchée de la solution est

s(x,t) =€ f(x - €,t). (5.120)
L’interprétation des composantes irrotationnelle et incompressible reviendra & caractériser
les orientations relatives de €; et e,. Utilisons aussi dans la suite la notation r» = x - €.

i) Champ longitudinal (irrotationnel). Supposons que rots = 0, c’est-a-dire que
s = s;. Utilisant I’identité vectorielle

rot(ag) = ¢rota — a x grad ¢, (5.121)
il vient
(5.120) . (5.121) PN .0
rots = 'rot(e;f) = frote;—e; xgradf = —€; xex—f(r,t). (5.122)
—— —— or
=0 —8,0, f(rt)

Or nous avons choisi une solution telle que rots = 0, ce qui impose €; X €2 = 0.
Par conséquent, la direction de propagation est paralléle & la direction d’oscillation,
d’ont

e = es. (5.123)
s1 est donc la composante longitudinale du champ s. Cherchons & présent 1’équation
a laquelle doit satisfaire le champ longitudinal. On a :

3
. N ZA of or . . 0
divs = div (elf) = 611'6—{ O = €1 e a—{, (5124)
=1 \/-Z/ (5.123)

=€2;

d’ou ) .
graddivs (5.124) grad 8_£ — 628—7];

Comme par hypothése rots = 0, les Egs. (5.120) et (5.125) dans (5.119) donnent

(5.125)

N 9? 9?
3 [p@f(r, )~ @ut ) 2 S t>] —0, (5.126)

ce qui implique

0% 2u+ )\ ?
L’Eq. (5.127) est une équation d’onde :
0? 5 02
[@ —u W] f(r,t) =0, (5.128)

ol u est la vitesse de propagation de ’onde . En identifiant les Egs. (5.127) et (5.128)
on en tire la vitesse de propagation de I'onde longitudinale notée v :

2+
uy = “:. (5.129)
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ii) Champ transverse (incompressible). Supposons & présent que divs = 0, c’est-
a-dire que s = so. Utilisant identité div(a¢) = ¢diva+ a- grad ¢, on a

3

. . P _of or . __Of

d =d = fd . df= i= =e; ex—. .1

ivs iv(ei1f) = fdive; +e; - grad f Eﬂ Climy oz, €1 ey (5.130)
=0 = ~~

=€24

Or nous avons choisi une solution telle que divs = 0, ce qui impose €; - €2 = 0. Par
conséquent, la direction de propagation est orthogonale & la direction d’oscillation,
d’ot

/él X /ég = /ég. (5131)

so est donc la composante transverse du champ s. Cherchons & présent ’équation &
laquelle doit satisfaire le champ transverse. On a

2
rotrots = rotrot (e f) LY rot ( — €1 X €2 g) = *&%fi(ﬁ t).  (5.132)

(5.131)
="'83

Or comme par hypothése divs = 0, 'Eq. (5.132) dans (5.119) donne

- 02 0?
€1 [P@f(ﬁ t) — Mﬁf(ﬁ t)] =0, (5.133)
ce qui implique
0% pu o?
{@ _ ;_87“2] f(r,t) =0, (5.134)

que ’on identifie avec la forme générique de I’équation d’onde donnée par 'Eq. (5.128)
pour en tirer la vitesse de propagation de ’onde transverse notée u :

uy = 2. (5.135)
p

Nous voyons qu’aussi bien dans le cas de 'onde transverse que pour ’onde longitudinale
Péquation d’onde est de la forme (5.128). Cette équation décrit une propagation, sans
déformation. Ainsi la solution générale est la somme d’une onde progressive notée g, (r—ut)
et d’une onde retardée notée g, (r + ut) :

f(r,t) = gp(r —ut) + gr(r + ut). (5.136)

En effet, la forme (5.136) garantit I'indéformabilité de ’onde de sorte que par translation
dans le temps on puisse retrouver ’onde au temps initial. Prenons par exemple une onde
progressive uniquement. Au temps ¢ elle sera décrite par f(r,t). Mais nous savons que
cette onde est 'image de la condition initiale qui s’est déplacée vers la droite & vitesse u
durant le temps ¢. Par conséquent, la distance parcourue sera ut, et

flrt) = f(r —ut,to =0). (5.137)
La discussion est similaire pour I’onde retardée, qui se déplace vers la gauche. On dé-

duit facilement par vérification directe que la forme (5.136) est solution de I’équation
d’onde (5.128). En effet, avec r(t) = r & ut selon que 'onde soit progressive ou retardée
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respectivement :
0? 0 [9gp ar  0gr or
_ a agp 67" agr 67"
= ar{ar(r ut)\ai/ aT(r—i—ut)\ai/]
82
= UQﬁ [gp(r — ut) + g, (r + ut)]
(5.136) o 02
= zﬁﬁ f(rt), (5.138)
d’ou 52 o2
o _.29 _
5/ (1) —u 55 f(rt)=0. (5.139)

Donnons encore quelques valeurs numériques. Pour de 'acier, la densité vaut p =
7.85 x 10 kg/m3, le module de Young E = 2.4 x 10! N/m?, le module de Poisson
v = 0.27. Les coefficients de Lamé sont alors donnés par le systéme d’Eqs. (5.97) : u =
E/[2(14v)] = 9.45x10° N/m? A\ = 2ur/(1-2r) = 1.1x 10", Les vitesses de propagation
longitudinales et transverses s’obtiennent des Eqs. (5.129) et (5.135) : ¢ = 6.2 x 10° m/s,
c; =3.5x10%m/s.






Chapitre 6

Mécanique des fluides

6.1 Introduction

Ce chapitre s’adresse a ’étude des fluides les plus communs (gaz, eau, etc.). Ce sont
des liquides newtoniens pour lesquels, de plus, le module de cisaillement est négligeable.
Ce cas correspond & un fluide qui se déforme immédiatement et donc qui n’a pas de
contrainte de cisaillement. Donc nous poserons i = 0. Certains fluides tels que le miel, les
liquides colloidaux ou les cristaux liquides n’entrent pas dans cette description simple.

Comme nous 'avons déja esquissé dans la Sect. 5.2, la description des fluides se fait
en termes de variables macroscopiques dites variables hydrodynamiques. Il sera donc né-
cessaire d’adopter un formalisme de champs et de ne plus étudier la dynamique de chaque
particule isolée mais plutdt de leurs mouvements collectifs. La démarche fondamentale
permettant d’établir les équations du mouvement de ces champs hydrodynamiques est
d’écrire des équations de bilan pour les différentes grandeurs d’intérét. Ces équations
traduisent alors une forme locale des lois de conservation du systéme.

Le chapitre débute par la description de deux systémes de référence différents pour
décrire 1’état du systéme : les descriptions lagrangienne et eulérienne. La forme générale
d’une équation de bilan est alors dérivée. La bilan de masse conduit & ’équation de
continuité alors que le bilan d’impulsion conduit & une équation de mouvement pour
le champ de vitesse du fluide, connue sous le nom d’équation de Navier-Stokes. Le cas
particulier du fluide parfait conduit aux équations d’Euler et de Bernoulli. L’analyse
dimensionnelle permet d’introduire le concept d’écoulements similaires, caractérisés par
un méme nombre sans dimension, le nombre de Reynolds. Finalement, divers écoulements
sont étudiés.

6.2 Equations de bilan

6.2.1 Descriptions de Lagrange et de Euler

Nous désirons décrire la dynamique 4 I’aide de grandeurs locales. Or les milieux consi-
dérés sont capables de se déformer. Par conséquent la trajectoire des particules dans ce
milieu peut étre compliquée selon la nature de la déformation ou de ’écoulement. Afin
d’étudier les configurations successives, deux types de systémes de référence sont envisa-
geables.

143
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6.2.1.1 Description de Lagrange

Dans cette description, chaque particule conserve son individualité et est suivie au
cours du temps. Ainsi, pour chacune des N particules on décrit sa dynamique par une
fonction x; = x;(x;0,t), ¢ = 1,..., N, oi x;0 sont les conditions initiales au temps tg
de la particule 7. Le flot dans un espace en trois dimensions est alors une application de
dimension 3V, et associe & chaque coordonnée initiale de la particule sa position au temps
t. Ainsi la position des particules est une fonction explicite du temps et des coordonnées
initiales, ces derniéres étant par définition constantes. Si le nombre de particules NV devient
trés grand, on réalise aisément que cette description génére des difficultés techniques
considérables. Pour simplifier le probléme, on recours & une description macroscopique
en définissant des champs de densité, vitesse, accélération, etc. Le repére de Lagrange se
déplace donc avec les particules formant le fluide.

6.2.1.2 Description de Euler

En pratique, en raison du grand nombre de particules et de la diffusion moléculaire
il est difficile de localiser la trajectoire individuelle de chaque particule. Le physicien qui
effectue des mesures au laboratoire a plutot besoin de savoir ce qui se passe en chaque
point du systéme et & chaque instant. Au lieu de suivre séparément les particules du fluide
au cours du temps, on préfére donc décrire les vitesses en chaque point x de I’espace pour
chaque temps t. Ainsi, en un point donné x on mesure les vitesses des différentes particules
qui se succédent dans le temps. Ceci permet alors de définir un champ de vitesse v(x,t),
d’accélération a(x,t), de pression p(x,t), de densité p(x,t), etc. Le repére de Euler est
donc fixe dans le laboratoire. Cette description est celle que nous adopterons dans la suite.

6.2.2 Dérivée matérielle ou substantielle

Commencons par étudier le cas de ’accélération pour ensuite généraliser & d’autres
observables. L’accélération est définie par la variation de vitesse d’'une méme particule
dans un temps infinitésimal. Ceci se congoit facilement dans la description de Lagrange
pour laquelle chaque particule garde son individualité. Il n’en est pas de méme dans la
description de Euler qui recours & un formalisme de champs. Ainsi, ’accélération dans les
variables de Euler ne s’exprime pas par

ov(x,t) . Av

ot Ao At (6.1)

En effet, cette derniére écriture correspond 4 la variation de la vitesse en un point donné
x constant. Or dans la description de Euler, Av est la différence entre les vitesses de deux
particules distinctes passant au méme point & des instants voisins. La dérivée partielle
indique donc comment varie le champ de vitesse au cours du temps en un point fixe.
Au contraire, par définition ’accélération que nous devons calculer est la différence des
valeurs de la vitesse d’une méme particule. Comment le formaliser avec une description
de champs ? Si cette particule est en x au temps ¢ et en x + Ax au temps ¢ + At, alors

Av = v(x + Ax,t + At) — v(x,t). (6.2)

Comme |Ax| et At sont supposés petits, on réalise un développement de Taylor au premier
ordre :

ov > ov 9
Av= At + ; A:cia—xi +O(|Ax[?). (6.3)
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Ainsi :
I Av _ Ov 2. Az Ov
alto At T Ot £ aite At Ox,
dv  9v
E—aﬁL(V'V)V. (64)

On dit de la dérivée de 'Eq. (6.4) qu’il s’agit de la dérivée matérielle, ou dérivée substan-
tielle. On la note parfois Dv/Dt. Du point de vue mathématique, 'Eq. (6.4) n’est rien
d’autre que la dérivée totale par rapport au temps de la fonction v(x(t), t). Nous pouvons
ainsi facilement généraliser I’Eq. (6.4) & n’importe quelle observable scalaire f(x,t) :

3

g_ngZafdxi or
i=1

dat ~ ot dr, dt ot v-V)f. (6.5)

De facon similaire, pour une observable vectorielle F :

dF  JOF
—_— = - V)F. 6.6
T -tV (6.6)
La dérivée substantielle de f (ou F) s’interpréte donc comme la variation de la grandeur
f sous réserve de suivre les particules constituant f et se déplacant a vitesse v. Il s’agit
donc bien de l'analogue de la dérivée totale selon Lagrange (ou chaque particule garde
son individualité), mais exprimé dans un formalisme de champs.

6.2.3 Forme générale de I’équation de bilan

Cette approche est trés utilisée dans divers domaines de la physique et en particulier
dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles [25, 27].

L’idée est la suivante : on considére une grandeur A extensive définie comme une
intégrale sur un volume V d’une densité locale p 4. La variation temporelle de A a deux
causes : la premiére est le flux qui entre (ou sort) & travers la surface fermée S entourant le

volume V, la seconde provient des pertes ou sources locales de p 4 & 'intérieur du volume
V.

Définition 6.1 Soit A = A1 U Ay une décomposition disjointe du domaine A, alors une
grandeur A est dite extensive si pour toute décomposition disjointe de A sa valeur dans
le systéeme A est égale a la somme de sa valeur dans A1 et de celle dans As.

Par exemple, la masse et la charge électrique sont des grandeurs extensives. Par contre,
la pression et la température ne sont pas extensives.

Soit V' C R? un volume de mesure finie délimité par la surface S. Soit A(t) une
grandeur extensive de densité volumique p4(x,t) :

A(t) :/depA(x,t). (6.7)

La variation de A dans V est donc due & deux contributions :
i) Le flux a travers la surface S : pour faire le bilan de la grandeur A & travers S, on
somme sur toute la surface S la composante normale du flux J 4 de la grandeur A
(cf. Fig 6.1) :
dA
dt

:—/da-JA(x,t). (6.8)
flux S
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/ég do

Ja

\4
@

Fi1G. 6.1 — Equation de bilan.

L’élément de surface do est dirigé vers lextérieur de la surface. Expliquons la pré-
sence du signe négatif devant cette contribution. Si le produit scalaire entre do et
J 4 est positif, cela signifie qu’il y a un flux sortant donc la contribution & d.4/d¢ doit
étre négative. D’autre part, si do - J4 < 0 il y a un flux entrant et la contribution
doit étre positive (comme représenté sur la Fig. 6.1).

ii) La production (ou perte) de A dans V : notons o 4(x,t) ’ensemble de toutes les
sources et puits de la grandeur A au point x au temps ¢, alors

dA
dt

:/ dxoa(x,1). (6.9)
source \4

On peut trouver des termes de puits ou de source dans les réactions chimiques par
exemple. En effet, dans ce cas si A est la concentration d’une espéce chimique qui
réagit avec d’autres espéces pour s’annihiler ou se créer dans V', alors o4 est non
nul.

Les contributions des Eqgs. (6.8) et (6.9) sont additives et donnent

d
iz*/dU'JA(X,t>+/ dx o4(x,1). (6.10)
dt g v
Or comme nous sommes dans un référentiel eulérien le volume V est constant et indépen-
dant du temps, donc I’'Eq. (6.7) donne

dA @7 d

0
% pr depA(x,t)—/deapA(x,t). (6.11)

Dans le membre de droite de ’Eq. (6.11) apparait une dérivée partielle plutdt qu’une

dérivée totale. En effet, on ne suit pas les particules mais regarde la variation de p 4 dans
le volume V fixé. Insérant ’Eq. (6.11) dans (6.10) il vient

/dxgpA(X,t):7/dU'JA(X,t)+/ dxoa(x,1), (6.12)
v oot s v
—_—

= [y dxdivJ 4
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ol on a fait usage du théoréme de la divergence. La relation (6.12) étant vraie pour tout
volume V', on en tire la forme locale de I’équation de bilan de la grandeur A :

0
apA(X, t) = —divJa(x,t) + oa(x,t). (6.13)

En général, le flux convectif J 4 s’écrit comme le produit de la densité locale de la grandeur
A, pa, par la vitesse v 4 de transport de l'espéce A :

Jax,t) = pa(x,t)va(x,t). (6.14)

6.2.4 Le bilan de masse

Une équation de bilan particuliérement importante est celle pour laquelle I’observable
extensive A est la masse A = M(t). Dans ce cas, le flux de masse est

Ju(x,t) = p(x,t)v(x, 1), (6.15)
ol p(x,t) est la densité de masse du fluide et v(x, t) la vitesse de I’écoulement. En ’absence

de réactions chimiques ou nucléaires, il n’y a pas de termes sources et donc ’Eq. (6.13)
devient 1’équation de continuité :

o
5 = div(pv). (6.16)

Définition 6.2 Un fluide est dit incompressible si sa densité est constante :

%p(x, t) = 0. (6.17)

Lemme 6.1 Soit un fluide incompressible sans termes de source ni de perte de matiére,
alors la divergence du champ de vitesse est nulle :

divv = 0. (6.18)

Preuve: rappelons que la description est celle de Euler, donc p = p(x,t). Développant
le membre de droite de I’Eq. (6.16) il vient

0
a—/t) = —pdivv —v-gradp
ap .
— T +v-gradp= —pdivv. (6.19)
| —
(6.5) dap
- dt
Par conséquent, si dp(x,t)/dt = 0 alors divv = 0, ce qui achéve la preuve. [

Remarquons que si le fluide est incompressible, alors la densité p est homogéne donc
v - grad p = 0. Ainsi ’Eq. (6.19) donne dp/dt = dp/dt = 0.
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6.2.5 Le bilan de quantité de mouvement

Le bilan de quantité de mouvement correspond a la forme locale de ’équation de

Newton q
— =F 6.20
dt ’ ( )

ou P est I"impulsion totale du systéme et F' la résultante des forces appliquées. Localement,
les forces agissant sur un élément de volume sont issues de deux contributions :
i) Les forces volumiques, comme par exemple les forces a longue portée telles la gra-
vitation et les forces électromagnétiques.
ii) Les tensions locales exercées sur la surface de I’élément de volume. Dans le cadre
des hypothéses émises, ces tensions sont décrites par le tenseur des tensions 7;; de
IEq. (5.111).
Comme énoncé en introduction, la classe des fluides dont nous proposons ’étude est
caractérisée par un module de cisaillement nul p = 0. Ceci signifie qu’il n’y a pas de
contraintes tangentielles élastiques. Ainsi 'Eq. (5.111) s’écrit

Tij = Adij Tre + 2néy; + (€ — 3n) 6;; Tre. (6.21)

De plus, comme le montre le lemme 5.3, en ’absence de contraintes tangentielles élastiques,
la seule contribution élastique est de type compression uniforme d’oit A Tre = —p et
PEq. (6.21) devient

Tij = —pdij + 2néij + (§ - %77) 0;; Tré. (6.22)
Or en remarquant que
3
Ov; .
Tré = ; 6; = divv, (6.23)
IEq. (6.22) devient
Tij = —pdij + 2néi; + (§ - %77) 035 divv. (6.24)

Nous proposons d’abord la dérivation de ’équation de bilan de la quantité de mouve-
ment dans le cas général, dont la particularisation aboutit & I’équation de Navier-Stokes.
Cette dérivation illustre une approche trés générale en physique qui consiste & écrire des
équations de bilan. La seconde dérivation de ’équation de Navier-Stokes se base sur ’équa-
tion de Newton qui sera appliquée au cas du fluide visqueux. Nous particularisons ensuite
I’équation de Navier-Stokes & différents écoulements d’intérét.

6.2.5.1 Le fluide visqueux : 1’équation de Navier-Stokes

Dérivation exploitant le bilan d’impulsion. Soit un volume V' C R? de surface S,
soit I’observable extensive impulsion A = P, soit p(x,t) la densité volumique de masse,
alors la densité volumique d’impulsion est pp(x,t) = p(x,t)v(x,t) et

P(t):/vdxp(x,t)v(x,t). (6.25)

Les contributions & la variation temporelle de p dans V' sont de deux sortes :
i) Les contributions de surface :
a) Le flux d’impulsion a travers la surface S est donné par

dpP
dt

=— / do - Jp conv = f/ do - p(vev), (6.26)
impulsion S S
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ol Jp conv est le flux d’impulsion convectif et v ® v le tenseur d’éléments v;v; (cf.
annexe A.12). La forme de Jp conyv se justifie par I’Eq. (6.14). En effet, le membre
de droite de ’Eq. (6.26) ainsi que do sont des tenseurs de rang 1, par conséquent
Jp cony doit &tre un tenseur de rang 2. Or comme pp(x,t) = p(x,t)v(x,t) et par
la forme générale du flux de 'Eq. (6.14), il faut que Jp cony = p(V @ V).

b) Par ’équation de Newton (6.20), les tensions de surface donnent

- / aFg 2V / do - 7. (6.27)
tensions S S

Comme on le verra plus loin, cette contribution est issue de la partie diffusive
Jp.aif du flux d’impulsion.
ii) Les contributions volumiques : soit f(x,t) la force volumique par unité de masse,
alors

dpP
dt

dpP
— :/ dx p(x, )f(x, ). (6.28)
dt volume \4

Les diverses contributions des Egs. (6.26), (6.27), et (6.28) étant additives, on a

d (6.25) d

Ep(t) dt Vpr(x7 t)V(X, t) _ 7/

S

dap(v®V)+/

do -1 +/ dx p(x, t)f(x,t).
s 1%

(6.29)
A nouveau, dans la description de Euler le volume V est indépendant du temps d’ou

9]
/de& [p(x,t)v(x, t)] = /Sda “p(vev) +/SdO' : T+/dep(x, t)f(x,t). (6.30)

Utilisant le théoréme de la divergence sur un champ tensoriel d’ordre deux A (cf. an-
nexe A.12)

/ do-A= / dx Div A, (6.31)
S \%4

ol on note DivA =V - A il vient

/de% [p(x,t)v(x,t)] = — /V dxDiv [p(v® V) — 7] +/ dx p(x,t)f(x,t).  (6.32)

14

Cette relation étant vraie pour tout volume V, la forme locale de 'Eq. (6.32) est

% [p(x,t)v(x,t)] = —Div[p(v®v) — 7] + p(x, t)f(x, ). (6.33)

L’Eq. (6.33) est la forme générale de I’équation de Navier-Stokes exprimée comme équation
de bilan d’impulsion (cf. Eq. (6.13)). Remarquons que la comparaison de ’Eq. (6.33) a
la forme locale générale de 1’équation de bilan (6.13) permet de conclure que le courant
d’impulsion total est

Jo=pvav+ (—7) . (6.34)
N—— N——
:Jp,conv :Jpwdiﬂ'

L’avantage de cette formulation est qu’il n’est pas encore fait usage d’une forme explicite
du tenseur des contraintes 7. Ainsi on pourrait envisager une relation encore plus générale
que celle de ’Eq. (6.24).

Néanmoins, il peut étre utile de développer I'Eq. (6.33). Utilisant la forme (6.24) du
tenseur des contraintes T on a

Div 1 = Div [—pl + 2né + (£ — 2n) 1divv]. (6.35)
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Développons les différents termes apparaissant dans I’Eq. (6.35). On a

3 3 3

Div(—pl) = — Z eZ— 6 Z 3p 5” = Zel = —gradp, (6.36)
7 .
i,j=1 J =1 Li
et de méme
Div [(£ — 2n) 1divv] = (£ — 2n) grad divv. (6.37)
Finalement
02y
D. 2 . — 2 /\Z 1]
7,7=1
3
0 1/(/0v v
=2 8; i J
! Z © Oxj 2 (81'] 8%)
1,)=
> s (8 v; 0?v; )
=" i
=1 82 &mazj
3
_ 0%, . 0%
=D Gigr o4 ) &g o
1,7=1 1,j=
= Av =graddivv
= nAv +ngraddivv. (6.38)

Les Egs. (6.36), (6.37), et (6.38) dans (6.35) donnent

DivT = —gradp + nAv + ngraddivv + (5 — %7}) grad divv
—gradp +nAv + (£ + 1) grad divv. (6.39)

Insérant I'Eq. (6.39) dans I’équation de Navier-Stokes (6.33) il vient

5 (pv) = —=Div[p(v®v)] — gradp + nAv + (£ + £) grad divv + pf.  (6.40)

Remarquons aussi que

Divlp(vev) = 3 s plve v,

ij=1
0
= €, —pUv;V;
zax]p A
4,J=1
3 3 o
“SenY Lt Y G
i=1 j=1 7,j=1
A/—’
=v —dlv(pv) —pE?:1 Ujaia:jzl 1 €iV;
——
=v.v =V

= vdiv(pv) + p(v - V)v. (6.41)
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On voit aussi que le second terme de ’Eq. (6.41) peut s’écrire avec un grand gradient sous
la forme (v - V)v = (Grad v) - v (cf. annexe A.12). Insérant I’'Eq. (6.41) dans (6.40) on a

p% + V% = —vdiv(pv) — p(v- V)v —gradp + nAv + (€ + §) grad div v + pf
ov ap . _ ] i
= py; +V |5 Hdiviev) ) = —p(v- V)v —gradp +nAv + (€ +3) grad divv + pf,
—

(6.10)

d’ot la forme finale de I’équation de Navier-Stokes

2—: +(v-V)v= —%gradpﬁL gAer % <§+ g) grad divv +f. (6.42)

1l s’agit d’une équation différentielle non linéaire aux dérivées partielles, donc particu-
lierement difficile & résoudre en général. C’est pourquoi on considére souvent différentes
approximations, dont nous mentionnons les plus courantes ci-dessous. Certaines seront
abordées plus en détail dans les sections qui suivent.

— Le fluide est dit incompressible si la densité p est constante. Dans ce cas divv = 0

(cf. lemme 6.1), et I’équation de Navier-Stokes devient

1
n +(v-V)v= - gradp + vAv +f (6.43)

ou on a défini la viscosité cinématique par

v="1 (6.44)

p

— Le fluide est dit parfait s’il n’est pas visqueux : n = £ = 0. Dans ce cas I’équation de
Navier-Stokes prend la méme forme (6.43) que pour le fluide incompressible, avec
de plus v = 0.

— L’écoulement est permanent, ou stationnaire, si Ov/0t = 0.

Attention : lintroduction des opérateurs Div et Grad a été réalisée dans un but
pédagogique uniquement (et cette notation se retrouve dans certains ouvrages spécialisés).
En effet, il n’est mathématiquement pas nécessaire d’introduire ces nouvelles définitions.
Si on définit les opérateurs différentiels par la multiplication matricielle avec V, alors tous
ces opérateurs gardent la méme forme indépendamment du rang de ’objet sur lequel ils
agissent. Le but est d’attirer ’attention sur le fait que les opérateurs différentiels prennent
une expression différente selon le choix des coordonnées curvilignes, et en tout cas une
forme trés différente des coordonnées cartésiennes, comme montré dans ’annexe A.13.

Dérivation alternative de 1’équation de Navier-Stokes. Cette dérivation ne fait
pas appel explicitement aux équations de bilan mais applique directement 1’équation de
Newton au liquide contenu dans un volume donné. Les ingrédients physiques sont évidem-
ment les mémes que dans la dérivation précédente.

Isolons un volume fluide V' de surface S, et remplacons 'effet du reste du fluide par
des forces de surface (cf. Fig. 6.2).

La forme générique de ’équation de Newton est :

> Fi=ma. (6.45)

i>1
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e;3 do
dFs
e
\%4
e
f
F1G. 6.2 — Dérivation de ’équation de Navier-Stokes.
Dans notre cas, ’accélération est celle de la masse de fluide issue de V :
dv
= [ dxp— 4
ma /v Xpar (6.46)
avec dv/dt exprimé selon Euler :
dv ov dz;
- = = — -4
a Z Rk TR (6.47)

La somme des forces est formée de deux contributions : les forces de volume
Fy = / dx pf, (6.48)
v

et les forces de surface Fs. Ces derniéres sont données par 'Eq. (5.29) : dFs ; = 7";doy, que
I’on intégre sur la surface puis utilise ’analyse vectorielle pour faire porter 'intégration
sur le volume V. Ainsi
. 4)
dFS,i (5:29) J d (6—2 péijdoj + 2T]éijd0'j + (5 - %7}) 5ij diVVdO’j7 (649)

d’ou utilisant le théoréme d’Ostrogradski :

Fg = /dFS
S

(6.49) —/pé}'jdojaiﬁL 277/ éijdoje; + (5* 2_?:Z)/(hVV(Sij(lUJ@i,
e S S

=do =do
—_— av, d —_————
= [\, dxgradp ﬁfs 2 (dm +dw ) 758 = [y, dxgraddivv

o
:nfvdxaz, (gZIJF : )é‘l

82 82 .
= — [ dxgrad ; dx 2% g _2 /d ddi
/ngra p+77/ 82e +77/ 6%8% i+ (E—3F) y x grad div v
——

=Av =graddivv

= —/ dxgradp+77/ dxAv + (5—1— Q)/ dx grad div v. (6.50)
1% 1% 37 Jv

On insére les Egs. (6.46), (6.47), (6.48) et (6.50) dans l’équation de Newton (6.45). Puis
la relation obtenue étant vraie pour tout volume V' la forme locale ainsi obtenue est

ov
Por +p(V-v)v=—gradp+nAv+ (E—f— g) grad divv + pf, (6.51)
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ce qui est bien I’équation de Navier-Stokes (6.42). A nouveau, pour exprimer cette équation
en coordonnées curvilignes, il faut obtenir les opérateurs différentiels dans le repére désiré
(cf. annexe A.13).

6.2.5.2 Le fluide parfait : ’équation de Euler

Une caractéristique du fluide visqueux est de suivre les parois rigides. Ceci n’est plus
vrai pour le fluide parfait qui par définition n’est pas visqueux, c’est-a-dire n = £ = 0.
Dans ce cas, I’équation de Navier-Stokes (6.42) se réduit a 1’équation de Euler

1
%+(V~V)v:f;gradp+f. (6.52)

Malgré ces simplifications, il s’agit toujours d’une équation non linéaire donc en général
difficile & résoudre.

6.2.5.3 Le fluide parfait stationnaire incompressible : 1’équation de Bernoulli

Le fluide est dit stationnaire si ’écoulement ne dépend pas du temps, c’est-a-dire si
0v/0t = 0. L’équation de Euler (6.52) se réduit a

1
(v-V)v+ 5 gradp =f. (6.53)

L’équation de Bernoulli requiert ’hypothése supplémentaire selon laquelle la force
volumique f dérive d’un potentiel ¢ :

f = —grad ¢. (6.54)
Utilisant I’identité 1
(v-V)v= 5 grad(v?) — v x rot v (6.55)
ainsi que ’Eq. (6.54) dans (6.53) il vient
1 1
3 grad(v?) — v x rot v + — grad p + grad ¢ = 0. (6.56)
P

Considérons a présent une ligne de courant. Une ligne de courant est telle qu’en tout point
sa tangente est paralléle & la vitesse du fluide. (cf. Fig. 6.3).

Intégrons ’Eq. (6.56) le long d’une telle ligne :

X 1 X X 1 X
/ ds~§grad(v2)7/ ds~v><r0tv+/ ds~—gradp+/ ds-grad ¢ = 0. (6.57)
x P

0 X0 X0 X0
Or par définition de la ligne de courant, cette derniére peut étre paramétrisée par ds = vdt.
Ainsi
x t1
/ ds~v><rotv:/ dtv-v xrotv. (6.58)
X0 t()
Or pour des vecteurs a, b, et ¢ on a l’identité vectorielle

a-(bxc)=(axb)-c, (6.59)
qui dans notre cas a =b = v et ¢ = rot v donne

v-(vxrotv)=(vxv)-rotv=0. (6.60)
———
=0
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X0
FiG. 6.3 — Ligne de courant T'.

L’Eq. (6.60) dans (6.58) donne
/ ds-v xrotv =0.
X0

D’autre part, la densité p étant par hypothése constante

X 1 X
/ ds-—gradp:/ ds-gradg.
X0 p X0 p

Les Eqgs. (6.61) et (6.62) dans (6.57) donnent

x 1
/ ds - grad —v2+1—)—|—q§ = 0.
%o 2 p

(6.61)

(6.62)

(6.63)

Intégrant 'Eq. (6.63) le long de la ligne de courant considérée et passant dans le membre
de droite toutes les constantes dues au point xg, notées cte (cette constante peut différer

d’une ligne de courant & autre), on obtient 1’égquation de Bernoulli :

1
§p1)2 + p 4+ po = cte.

(6.64)

Cette équation est une forme de la conservation de l’énergie, ou cte a donc les di-
mensions d’une énergie volumique. L’équation de Bernoulli est aussi valable pour des
écoulements rotationnels rot v # 0. Examinons & présent quelques cas particuliers de

I'Eq. (6.64).

Exemples:

— Débimetre de Venturi : soit un tube horizontal formé d’une section de grand diamétre
So et de petit diamétre S;. La région de diamétre S; est caractérisée par une pression

pi, et le liquide s’y déplace & vitesse v;, i = 0,1 (cf. Fig. 6.4).

Nous désirons trouver le débit en fonction des pressions p; et des sections S;. En se
placant sur la ligne de courant correspondant & ’axe de symeétrie, en écrivant ’équa-
tion de Bernoulli dans les régions de pressions p; et ps, puis égalant ces expressions

il vient

1 2 1 1 2, 1
=0 — = =V —P1.
2 0 ppo 2 1 ppl

(6.65)
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PO Pl
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—> —> —>

Vo Vi Vo

F1G. 6.4 — Débimétre de Venturi.

D’autre part, le fluide étant incompressible, le débit D est constant : D = Syvg =
511}1, d’ou

V1 = = V. (666)

Substituant ’Eq. (6.66) dans (6.65), puis tirant vy de cette derniére équation il

vient :
2 [po—p
D = So’l)o = S()Sl\/; m (667)

— Etudions encore une application bien concréte. Dans le haut-Valais, on observe des
chalets de montagne (mayens) avec de lourdes pierres posées sur leur toit. En effet,
il est connu que dans cette région il peut y avoir de fortes tempétes. Or comme
nous ’avons compris par 'exemple précédent, si la vitesse du fluide augmente la
pression diminue. Par conséquent, ’air pouvant étre considéré comme un fluide &
faible densité, lors de fortes tempétes la vitesse du vent sur les toits est telle que la
pression diminue trés fortement sur le coté extérieur du toit. D’autre part, la pression
du c6té intérieur est bien supérieure car ’air y est au repos. Par conséquent, il existe
une différence de pression telle que la force résultante peut arracher un toit, d’ou la
présence de lourdes pierres pour minimiser ce risque.

o
6.3 Lois de similitude et nombre de Reynolds
Reprenons ’équation de Navier-Stokes incompressible (6.43) sans forces de volume :
0 1
G_‘t’ +(v-V)v= - grad p + vAv, (6.68)
divv = 0. (6.69)

Nous choisissons cette forme des équations de Navier-Stokes dans la discussion qui suit
pour des raisons d’allégement d’écriture. On peut aussi considérer le cas compressible avec
forces de volume.

Les lois physiques doivent étre indépendantes du choix d’unités. Par conséquent, il est
instructif d’exprimer les grandeurs sous forme adimensionnelle. Dans le cas présent, ceci
va permettre d’interpréter 'origine physique de certains termes de I’équation de Navier-
Stokes.

Soit une observable quelconque a. Si on désire mesurer la grandeur a, alors le résultat
de la mesure s’exprime par un nombre réel, noté a(*), dans l'unité de a, notée ag :

a=a®ag. (6.70)
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Par exemple, notons :

longueur : = = 2L,
temps : t = G,
vitesse : v = vy,
(6.71)
densite:  p = p®py,
pression: p = p(s)po,
masse : m = m®M.
Un choix naturel pour les unités ag est par exemple
L
U = —
0 tO )
Po = povy, (6.72)
po = ML73,

Insérant les relations (6.71) et (6.72) dans I'Eq. (6.68) il vient

ug OV v} (s) ) o(s) P01 (5) (s) V0 A (8 (o)
E at(s) + f (V . V ) v = 7pO—LE grad P + VﬁA v , (673)

que ’on multiplie par to/vp :

l/’UOtO

ov() v3to pot 1

- 0 (s) . (s) (s) _ _ _r0t0_ d(s) (s) A(‘S) (s) 4

ots) — wL (V v )V poLvy p(s) grad="p + vo L2 v (6.74)
—~ ——

=1 =1

Définition 6.3 Soit un écoulement caractérisé par une longueur L et une vitesse vy.
Soit v =n/p la viscosité cinématique du liguide. On associe & cet écoulement un nombre
adimensionnel appelé le nombre de Reynolds R. défini par :

L
R, = =220 (6.75)
1%
Utilisant la définition du nombre de Reynolds I’Eq. (6.74) devient
ov() 1 1
b (8) . ) v = _ () () 1 = A(8)3(5)
55 + (v v )v 3 grad'” p'*¥) + ReA vl (6.76)

On dit de ’Eq. (6.76) qu’il s’agit de la forme adimensionnelle de I’équation de Navier-
Stokes (incompressible et sans forces de volume).

Si deux écoulements (de mémes géométries, conditions aux bords, et conditions ini-
tiales) sont caractérisés par un méme nombre de Reynolds, alors on dit qu’il s’agit
d’écoulements similaires. Ce fait est utilisé de maniére importante dans I’étude des écou-
lements autour d’objets en soufflerie par exemple.

Quelle est l'interprétation du nombre de Reynolds? Ce dernier peut s’écrire sous la
forme

2
R Lvy  povo  pug
e— T — T m T mug-

n
L L

(6.77)
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Or pv? = (pvo)vo a les dimensions et l'interprétation d’un flux d’impulsion convectif.
D’autre part, nvg/L = (n/L)vy a les dimensions et 'interprétation d’un flux d’impulsion
diffusif car dépendant de la viscosité (donc un processus dissipatif). Ainsi le nombre de
Reynolds s’interpréte comme le rapport du flux convectif J, sur le flux diffusif J; : R, =
Je/Jq. On peut également interpréter R. comme un rapport de temps caractéristiques. Le
temps caractéristique des processus convectifs est t. = L/vp, tandis que celui des processus
diffusifs est tg = L? /v. Ainsi R. = t4/t.. Nous pouvons ainsi dégager une interprétation
des écoulements sur la base du nombre de Reynolds :

— Ecoulement a petit R. : dans ce cas v > Lug, ou bien t. > tg et J. < Jy. Le flux
diffusif est dominant, donc le temps caractéristique des processus diffusifs beaucoup
plus petit que celui des processus convectifs. Les forces visqueuses sont par consé-
quent dominantes. De tels écoulements s’observent pour de faibles vitesses et/ou de
petites tailles, et sont stables. Le terme en laplacien de la vitesse dans ’Eq. (6.76),
contribution typique des processus diffusifs, n’est pas négligeable & cause du préfac-
teur 1/R..

— Ecoulement 4 grand R. : dans ce cas Lvy > v, ou bien tg > t. et J; < J.. Le
transport convectif est dominant et le temps caractéristique des processus diffusifs
beaucoup plus grand. Les écoulements sont alors moins stables, les solutions de
I’Eq. (6.76) peuvent ne plus étre uniques, et il y a apparition de turbulence [28, 29].

Les Figs. 6.5, 6.6, et 6.7 représentent 1’écoulement autour d’un obstacle circulaire pour
des nombre de Reynolds de 26, 200, et 2’000 respectivement.

F1G. 6.6 — Ecoulement autour d’un obstacle pour R, = 200.
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F1G. 6.7 — Ecoulement autour d’un obstacle pour R, = 2'000.

6.4 Les tourbillons

6.4.1 Définitions

Définition 6.4 Soit v un contour continu fermé, alors on définit la circulation du
champ de vitesse I' le long de v par

= 7! ds - v. (6.78)

Définition 6.5 On définit le vecteur tourbillon w par

1
w=3 rotv. (6.79)

Comme nous 'avions évoqué dans la Sect. 5.7.1, le vecteur tourbillon est en mécanique
associé au mouvement de rotation, et la vitesse d’un point de position x s’obtient par
v = w X x. Quelle est l'interprétation de la circulation ? Utilisant le théoréme de Stokes :

l"zy{ds-v:/da-rotv(Gig)Q/da-w7 (6.80)
¥ S S

ou S est la surface de bord ~. Une circulation non nulle décrit donc la formation de
tourbillons.

Remarque: un fluide peut étre localement irrotationnel, mais & circulation non nulle.
En effet, le théoréme de Stokes est mis en défaut si le domaine S dans lequel le champ de
vitesse est régulier n’est pas simplement connexe. En particulier, un domaine qui admet
des “trous” n’est pas simplement connexe. Par exemple, un cylindre de rayon R tournant
a vitesse angulaire constante w et entrainant le fluide de telle sorte que pour r > R on ait
en coordonnées polaires v(r) = C/réy, C € R (cf. Fig. 6.8).

Dans ce cas on a bien rot v = 0 partout dans le fluide. Par contre la circulation vaut
I' = 271wR?2. Le fait que rot v = 0 dans le fluide indique que les particules décrivent une
trajectoire de translation uniforme autour du cylindre, mais ne sont pas en rotation sur
elles-méme autour du cylindre. o

Introduisons encore les définitions suivantes que 1’on retrouve souvent dans la littéra-
ture.
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fluide r

@)
<

F1c. 6.8 — Cylindre en rotation entrainant le fluide.

Définition 6.6 On appelle ligne tourbillon une ligne tangente en chacun de ses points
au vecteur tourbillon. On appelle tube tourbillon une famille de lignes tourbillon passant
par un contour continu fermé.

La Fig. 6.9 propose une représentation géométrique des lignes et tubes tourbillon.

6.4.2 Le théoréme de Kelvin

Théoréme 6.1 (Kelvin) Soit un fluide parfait incompressible sans forces de volume,
soit un contour fermé v qui se déplace avec le fluide, alors la circulation le long de 7y reste
constante au cours du temps.

Preuve: Le théoréme de Kelvin affirme que

dr s d

" A ds-v =0, V. (6.81)

La courbe «y se déformant avec le fluide, elle dépend du temps. Pour faire porter 'opérateur
de dérivation dans l'intégrale sans dériver explicitement le contour -, il faut considérer
I’élément curviligne ds comme dépendant du temps et se déformant avec le fluide. La
dérivation porte donc aussi bien sur la vitesse v que sur le contour ds :

dr’ (6.78) 7{ d 7{ d 7{ dv
= 6L —(ds-v) = —ds | - ds- —. .82
dt V=g gls) v p sy (6.82)
Comme
ds=(r+dr)—r=dr (6.83)
est une longueur infinitésimale de la courbe v (cf. Fig. 6.10), alors
d _ ds (6.83) - 1,
(dtds) v=v ddt ="v-dv=d <2v ) . (6.84)

Par conséquent

7£ (%ds) o 7{d (%*) =0, (6.85)
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F1G. 6.9 — Lignes et tube tourbillon.
Lignes tourbillon I et l2, délimitant ainsi des surfaces Si et S2. L’ensemble des bords de toutes ces
surfaces, ou bien ’ensemble des lignes tourbillon, constitue le tube tourbillon.

~(t+ dt)

F1G. 6.10 — Contour continu fermé.
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car cette derniére relation est intégrale d’une différentielle totale sur un contour fermé.
Insérant I’Eq. (6.85) dans (6.82) il vient

dr dv
— = ¢pds- —. 6.86
dt f{ T (6.86)
Le fluide étant parfait sans forces de volume f = 0, sa dynamique est décrite par I’équation
de Euler (6.52)
1
—+(V~V)v:f;gradp+ f (6.87)

=0

que l'on insére dans ’Eq. (6.86) en tenant compte de I’hypothése d’incompressibilité pour
obtenir

dr 1
— == 7{ ds - grad p. (6.88)
dt pJy
Utilisant le théoréme de Stokes, et notant do la normale 4 la surface S, 'Eq. (6.88) devient
dr 1
i - /S do - rot grad p, (6.89)

qui utilisant I'identité opératorielle rot grad p = 0 pour toute fonction p de classe C2(S)
fournit le résultat cherché

dr

— =0. 6.90

pp (6.90)
Ainsi la circulation le long de ~ est constante, ce qui achéve la preuve. |

Quelle est I’interprétation du théoréme de Kelvin ? Soit un disque de rayon R contenant
une masse de fluide m entrainée & vitesse de rotation w constante, alors la circulation T’
le long de ce cercle est

. 1 4
r 29 9 g2y = (—mR2) w = , (6.91)
2 m
=1 =Cc-!

ou I est le moment d’inertie d’un disque de rayon R et de masse m, C' étant une constante.
Le théoréme de Kelvin affirme donc que CT" = Iw = L est conservé par ’écoulement d’un
fluide parfait. Il s’agit donc de ’expression de la conservation du moment cinétique L pour
un fluide parfait. Comme toute courbe fermée de circulation nulle restera de circulation
nulle au cours de I’évolution, alors on en conclut que w sera constant partout dans I’espace.
En ’absence de viscosité, le théoréme de Kelvin enseigne donc que ce sont toujours les
mémes particules qui constituent le tourbillon. La rotation ne se transmet donc pas aux
autres particules et se propage sans amortissement. Par contre, en présence de viscosité
le vecteur tourbillon n’est plus transporté sans déformation, mais il diffuse dans le fluide
environnant selon une équation dite équation du tourbillon. Les tourbillons se rencontrent
dans le sillage des solides en mouvement. Lorsqu’ils sont détachés des parois, on parle
de tourbillons libres. Par exemple, un cyclone est un tourbillon libre. On peut mettre
en évidence expérimentalement la dynamique du tourbillon dans Dair (faible viscosité)
a laide d’un canon a tourbillon. Une autre maniére de créer un tel canon est accessible
aux fumeurs : si on arrive i réaliser des anneaux de fumée de cigarette, alors on observe
qu’ils sont transportés avec une faible déformation (tourbillons libres), la fumée étant en
rotation sur elle-méme au sein des anneaux.

Notons enfin que ce dernier théoréme porte parfois aussi le nom de théoréme de Thomp-
son.
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6.5 Etude de différents écoulements

6.5.1 Ecoulement de fluides visqueux : I’écoulement de Poiseuille

1l s’agit de ’écoulement dans une conduite horizontale cylindrique de fluides station-
naires visqueux incompressibles sans force de volume. On impose une pression différente
en chacune des extrémités de la conduite de longueur L (cf. Fig. 6.11).

e
A

Y

Fi1G. 6.11 — Ecoulement de Poiseuille.

L’équation de Navier-Stokes (6.42) s’écrit
1
(v-V)v=—=gradp+ vAv. (6.92)
p

La symétrie du probléme étant cylindrique, on choisit les coordonnées {r, ¢, z}. Les com-
posantes de la vitesse sont notées v = (v, vy, v;). Les symétries du probléme suggérent
I’étude d’un écoulement caractérisé par

v =0, =0, (6.93)
et donc I'incompressibilité impose
v, = v, (7). (6.94)

Pour écrire ’équation de Navier-Stokes (6.92), on exprime les opérateurs différentiels
dans les coordonnées cylindriques & ’aide des relations présentées dans annexe A.13. Y
insérant les relations (6.93) et (6.94) on obtient

op

o = O (6.95)
op

8—90 =0, (6.96)
op 10 v,

Le fluide étant visqueux, il suit les parois du cylindre donc on a la condition au bord

vy(r=R) =0. (6.98)
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De plus, on pose p; > po, et Ap = p; — p2 > 0. Donc

p(z = 0) = py, p(z = L) = pa. (6.99)

Des Egs. (6.95) et (6.96) on déduit que la pression p ne dépend que de z. De ’'Eq. (6.97),
le membre de droite est une constante par rapport & z donc 'intégration fournit

p(z) = 12 + ca, c,c2 € R. (6.100)
Les conditions de bords (6.99) et I'Eq. (6.100) donnent

A
p(z) = ffpz +p1. (6.101)

L’intégration de ’'Eq. (6.97) ne pose alors pas de difficulté :

A
v(r) = _4p5Lr2 +alnr+0. (6.102)

Pour que v,(r = 0) soit finie, il faut que ¢ = 0. La condition de bord (6.98) dans
I’Eq. (6.102) fournit

Ap
= . 1
il (6.103)
L’insertion de 'Eq. (6.103) dans (6.102) donne la solution de Poiseuille :
Ap 2 2
v, (r) = ool (R*—1r?), (6.104)

dont la représentation est donnée par la Fig. 6.12.

<

F1G. 6.12 — Solution de Poiseuille.

On vérifie facilement que la solution de Poiseuille satisfait la condition d’incompressi-
bilité divv = 0. Le débit volumique traversant une section S de coordonnée z constante

est
27 R 4
(6.104) TR
D:/do--vx :/ d(p/ drov,(r) = Ap. 6.105
[do v = [ ag [“are.n "0 T (6.105)
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6.5.2 Ecoulements de fluides parfaits
6.5.2.1 Les écoulements potentiels

Définition 6.7 Soit un fluide parfait incompressible, alors un écoulement est dit poten-
tiel dans Q C R3 si Vx € Q on a rot v(x) = 0.

Notons que dans le cas général visqueux compressible on dit usuellement que I’écoule-
ment est irrotationnel [30, 31]. Nous considérons le cas parfait incompressible pour pouvoir
appliquer le théoréme de Kelvin. En effet, supposons que ’écoulement soit potentiel en
un temps donné, alors la circulation pour tout v est

r= 7{ds Ly Stekes / do -rotv = 0. (6.106)
¥ S -0

Le théoréme de Kelvin affirme alors que I' = 0 pour tout temps, ce qui selon I’'Eq. (6.106)
implique rot v = 0 pour tout temps. Ainsi, un écoulement potentiel reste potentiel. La
nullité de la circulation signifie que dans le cas d’un écoulement autour d’un obstacle les
lignes de courant doivent contourner ce dernier sans créer de tourbillon (cf. Fig. 6.13).

F1G. 6.13 — Ecoulement potentiel.

La situation est & comparer avec les écoulements réels & plus grand nombre de Rey-
nolds, ou apparaissent des turbulences et tourbillons (cf. Figs. 6.5, 6.6, et 6.7).

Remarque: dans le cas de I’écoulement irrotationnel non stationnaire, on peut dériver
une équation de type Bernoulli. Dans ce cas, ’écoulement étant potentiel on a par défini-
tion rot v = 0. Faisant usage de I’identité vectorielle rot grad ® = 0, ceci implique qu’il
existe une fonction scalaire ®(x, t) telle que v = grad ®(x, t). Il suffit donc de reprendre la
deérivation de la Sect. 6.2.5.3 en ajoutant le terme 0 grad ®(x,t)/0t au membre de gauche
de ’Eq. (6.53). On obtient ainsi

pa—q) + lp1)2 +p+ po = cte(t). (6.107)
ot 2

Rappelons que dans le cas de I’équation de Bernoulli la constante garde sa valeur le long

de chaque ligne de courant donnée, mais elle varie en général d’une ligne de courant & une

autre. Pour un écoulement irrotationnel non stationnaire, la constante de 'Eq. (6.107)

dépend ainsi non seulement de la ligne de courant considérée mais aussi du temps. o
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6.5.2.2 Le fluide parfait autour d’obstacles

Pourquoi ’hypothése du fluide parfait est-elle mal adaptée & la description de la phy-
sique autour d’obstacles ? Si le fluide est parfait, cela signifie que les effets visqueux d’en-
trainement des particules prés des parois sont nuls. Par conséquent, la vitesse de 1’écoule-
ment prés des parois n’est pas modifiée. Une discontinuité apparait alors pour toutes les
particules localisées sur la surface de ’obstacle, qui elles sont immobiles. Or un tel compor-
tement n’est clairement pas observé. Tout fluide posséde une viscosité (abstraction faite
de certains fluides & trés basse température tel ’hélium—4 et appelés superfluides [30])
aussi petite soit-elle, et cette caractéristique joue un role fondamental prés des parois et
dans le sillage de I’objet. Ainsi il se développe sur la paroi une région dite couche limite
dans laquelle la vitesse varie continiment pour s’annuler sur la paroi (cf. Fig. 6.14) [31].

couche limite

sillage

[P Ny |
"X 7

F1G. 6.14 — Couche limite et sillage.

Lol

L’épaisseur § de la couche limite est une fonction décroissante de la viscosité ciné-
matique v. Il est clair que faire ’approximation du fluide parfait simplifie grandement
les équations de Navier-Stokes. Par conséquent, pour étudier I’écoulement autour d’un
obstacle on considére généralement le fluide parfait avec un traitement particulier de
I’écoulement dans la couche limite. On divise ainsi le probléme initial en deux parties (cf.
Fig. 6.15) :

i) Le probléme extérieur : 'équation régissant la dynamique de I’écoulement en dehors

de la couche limite est celle de Euler.

ii) Le probléme intérieur : on réalise une étude visqueuse de la couche limite. Il existe

plusieurs théories en fonction du type d’écoulement.

doa
Vext
Vext
77777777 Vext
Vint
_|

F1G. 6.15 — Problémes extérieur et intérieur.

D’autres complications peuvent encore se présenter :
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— La dynamique de la couche limite peut créer des phénoménes de turbulence, princi-
palement dans le sillage (cf. Fig. 6.16).

F1G. 6.16 — Turbulence due & la couche limite.

— Il peut y avoir décollement de la couche limite (cf. Fig. 6.17). Ainsi argument selon
lequel la couche limite est de faible épaisseur n’est plus valable.

F1G. 6.17 — Décollement de la couche limite.

6.5.2.3 Equation du potentiel

Par l'identité vectorielle rot grad ® = 0 pour toute fonction scalaire ® de classe C2, on
en déduit que si le champ de vitesse v est potentiel rot v = 0, alors il existe un potentiel
scalaire ®(x,t) tel que

v(x,t) = grad ®(x,1). (6.108)

Si de plus le fluide est incompressible, c¢’est-a-dire
divv =0, (6.109)

alors comme div grad = A, l'insertion de ’Eq. (6.108) dans (6.109) fournit I’équation du
potentiel du champ de vitesse

AdD(x,t) = 0. (6.110)
Il convient encore d’ajouter les conditions aux bords appropriées. On retrouve ainsi
I’équation de Laplace, déja rencontrée en électrodynamique.

Explicitons les conditions aux bords.
— Sur un bord rigide, la composante normale de la vitesse doit étre nulle. Soit o (x)
la normale & la surface au point x, alors 0®/0e = 0.
— Sur un corps solide en mouvement, la composante normale de la vitesse du fluide
doit étre égale & la vitesse du solide dans cette méme direction, notée b(x,t).
Ainsi, le probléme est une équation de Laplace avec conditions de bords de Neumann :

AdB(x,t) =0, VYxeQ, (6.111)
aitl)(x,t) = b(x,1), Vx € 09. (6.112)
o

Ce probléme est bien connu et diverses techniques de résolution ont été développées.
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6.5.2.4 Ondes de gravitation

La surface d’un fluide au repos soumis & la pesanteur est plane. Si on perturbe lo-
calement le fluide, alors la surface n’est plus plane en ce point. Un mouvement prend
naissance. La propagation de cette perturbation est appelée onde de gravitation. Nous
supposons donc le fluide parfait, irrotationnel, et incompressible. Il faut donc résoudre
I’équation de Laplace pour le potentiel des vitesses.

Commencons par la formulation des conditions aux bords. Etudions certains ordres
de grandeur permettant d’énoncer deux hypotheéses simplificatrices. Soit a "amplitude
de l'onde de période 7. La vitesse caractéristique v des particules dans ’onde est alors
v ~ a/7. Soit A la longueur d’onde de la perturbation (cf. Fig. 6.18).

Ny |
71

A

F1c. 6.18 — Ondes de gravitation.

Hypothése 6.1 L’amplitude de l'onde est beaucoup plus petite que la longueur d’onde :
a << .

Quelle est la conséquence de cette hypothése raisonnable ? Dans un temps 7 ’onde se
sera propagée d’une distance A, et

2l
(v V)v| ~ (%) i] (g) (6.114)

d’on
(V'%%)V ~ ; <1. (6.115)

Cette hypothése permet donc de négliger le terme |(v - V) v| devant |0v/0t| dans I’équa-
tion de Euler, qui s’écrit alors

ov 1
— =——gradp+ 1. (6.116)
ot p

Notons qu’il s’agit & présent d’une équation linéaire. Or f = —ge, = —ggradz, et

ov/0t = dgrad ®/0t, d’on

0P
grad il grad b ggrad z, (6.117)
p
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qui s’intégre pour donner
0P
p(z) = —pgz — Par + cte. (6.118)

Introduisons la coordonnée £ qui décrit I’amplitude de la perturbation verticale selon €.
Lorsque la surface est non perturbée, on a £ = 0. Par définition de £, pour toute valeur
de £ on aura toujours en z = ¢ la méme pression car cette coordonnée décrit la position
de l'interface. Notons pg la pression a Uinterface z = £. ’'Eq. (6.118) devient

+ cte. (6.119)

e, 0
Po = —pg Pat -

Introduisons ® = & + pot/p + cte comme nouveau potentiel des vitesses. En effet, P et ®
définissent la méme vitesse car grad ® = grad ®. Ce nouveau potentiel permet d’éliminer
po de 'Eq. (6.119) qui devient en changeant & nouveau la notation & — ®

0

gé”FE

= 0. (6.120)
2=t

La composante verticale de la vitesse a l'interface est v, = 9¢/0t, mais d’autre part aussi
v, = 00/0z|,—¢. Egalant ces deux relations il vient

‘g_f - %, (6.121)
Or I’Eq. (6.120) fournit
£= —; %—f e (6.122)
que P’on insére dans (6.121) pour obtenir
(g—f + $%)2—5 =0. (6.123)

Par hypothése, 'amplitude a des oscillations est petite, et comme ¢ < a alors la valeur
de la condition aux bords (6.123) au point z = ¢ ne différe pas sensiblement de celle
pour z = 0. En conclusion, le systéme d’équations gouvernant la dynamique des ondes de
gravitation est :

Ad =0, (6.124)

0d 1 82@>
- = 0. (6.125)
(82 gott) _,

Remarques:
— Il n’y a pas de conditions aux bords pour les directions €, et €, car le systéme est
supposé infini dans ce plan.

— Pour 'instant nous n’avons pas imposé de condition au fond en z = —h. Nous allons
d’abord étudier le bassin de profondeur infinie h = oo, puis celui de profondeur finie
h < oo.

<
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Bassin de profondeur infinie : cherchons une solution de la forme
O(x, z,t) = cos(kx — wt) f(2), w=2m/1, k=2m/\, (6.126)

correspondant & une onde se déplacant dans la direction €, de facon uniforme en €,.
I’Eq. (6.126) correspond & une composante de Fourier, et donc cette forme de solution
n’est pas une restriction de généralité. Substituant la forme (6.126) dans I'Eq (6.124) il

vient
0? 0?
AP =|=—5+—-—=|®=
(8z2 822) 0

”?
— (@ —k ) f=o. (6.127)

La solution de 'Eq. (6.127) est f(z) = Ae** + Be™%*. Si z — —oo0 il faut que la vitesse
s’annule, ce qui impose B = 0. Ainsi

®(z,2,t) = Aet? cos(kx — wt). (6.128)

Remplagant la solution (6.128) dans la condition aux bords (6.125) on tire la relation de
dispersion :
1
k——w?=0,
g
= w=+/kg. (6.129)

On définit la vitesse de phase par

w (6.129) g
=== Z, .1
T \/; (6-130)

v, dépend de k de maniére non linéaire, et donc il y a dispersion. En effet, la vitesse de
propagation de ’onde est alors donnée par sa vitesse de groupe :

Cdw 1 Jg 1 [gA
YTk T 2\/; 2V or (6.131)

Les composantes de la vitesse du fluide v = (v, v,) sont

Vg = ‘;_‘I) O _ Aper sin(kz — wi), (6.132)
X
> (.

v, = ‘2_ CL9 ket cos(kx — wt). (6.133)
z

Comme v, = dz(t)/dt et v, = dz(t)/dt, V'intégration des Eqs. (6.132) et (6.133) donne la
solution z(t) et y(t). Néanmoins, s’agissant d’un systéme non linéaire de deux équations
4 deux inconnues, ceci n’est pas possible sans approximation supplémentaire. En effet,
les grandeurs x et z apparaissant dans le membre de droite des Eqgs. (6.132) et (6.133)
dépendent du temps. L’idée est plutot d’intégrer les équations pour une petite déviation
autour du point d’équilibre {xg, z0}. Soient (, = x(t) — x¢ et (, = z(t) — 2o les écarts
a la position d’équilibre. Approximons de plus les membres de droite des Eqs. (6.132)
et (6.133) par leurs expressions au point d’équilibre :

e

vp = 7 = — AkeF# sin(kxg — wt), (6.134)
_ dCZ _ kzo
Vs = T Ake™* cos(kxg — wt). (6.135)

(6.136)
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L’intégration de to & ¢ fournit
C(t) = ngekz" cos(kxg — wt), (6.137)
C(t) = ngekzo sin(kxg — wt). (6.138)
Les fluctuations décrivent donc un cercle de rayon R(z) = Ake**0 /w dans le plan {€,,e,}
autour du point {z, z0}. Les particules ont en moyenne un déplacement nul, mais par

contre 'onde a une vitesse de groupe v, dans la direction €, (cf. Fig. 6.19). Si la hauteur
zo diminue, alors 'amplitude des fluctuations R(zp) diminue.

A Vg

A\

N
/

F1G. 6.19 — Solution des ondes de gravitation.

Bassin de profondeur finie : étudions encore la solution pour un bassin de profondeur
h. Dans ce cas, il faut satisfaire la condition supplémentaire

vy(z = —h) =0. (6.139)

On peut donc reprendre la solution de 'Eq. (6.127) qui est f(z) = Ae** + Be™** en
gardant cette fois B # 0 car nous avons & présent deux conditions aux bords & satisfaire.
Ainsi

®(z, 2,t) = (Ae* + Be ") cos(kz — wt). (6.140)
Insérant I’Eq. (6.140) dans la condition aux bords (6.139) on a
Ae™kh _ Beth — 0, (6.141)
d’ot
B = Ae™ " (6.142)

que 'on insére dans ’Eq. (6.140) pour obtenir
O(x,2,t) = [Aekz + Ae*%he*kz] cos(kx — wt)

1
= 24e~ " 3 [ek(ZJrh) + e*k(ZJrh)} cos(kx — wt)

= chlk(z+h)]
= 2Ae ¥ ch[k(z 4 h)] cos(kz — wt). (6.143)

Pour déterminer complétement la solution, il est encore nécessaire de connaitre la relation
de dispersion. Pour cela, considérons les conditions aux bords (6.125) qui avec I'Eq. (6.140)
donnent

w2

KA -B) -

(A+ B) =0, (6.144)
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d’ou
_ ng + w?

A )
gk — w?

(6.145)

Insérant I’Eq. (6.142) dans (6.145) on obtient aprés quelques manipulations algébriques

efh — e~

okl | e—kh °
—_———

kh
w? = gk (6.146)
=th(kh)

L’insertion de 'Eq. (6.146) dans (6.143) fournit la solution finale satisfaisant les conditions
aux bords (6.125) et (6.139). La vitesse de groupe de 'onde est

kh
ch?(kh)

_ w6l
dk 2\ kth(kh)

Vg {th(kh) + (6.147)

Mentionnons encore deux cas limites :

i) Grande profondeur h — oo : dans ce cas la tangente hyperbolique tend vers I'unité
a l'infini, et de ’Eq. (6.146) on retrouve le résultat (6.129) : w = /gk.

ii) Petite profondeur h — 0 : un développement de Taylor de I’'Eq. (6.147) au premier
ordre en h autour de h = 0 donne v, = +/gh. La vitesse décroit donc avec la
profondeur, ce qui est un des mécanismes expliquant le déferlement des vagues sur
la plage : la vague ne va plus assez vite pour que les forces d’inertie et de frottement
dues & 'air assurent la stabilité de sa forme.






Annexe A

Compléments

A.1 Formes différentielles et facteurs intégrants

Définition A.1 Soit f(x1,...,z,) € R une fonction réelle de n variables réelles x1, . .., x,.
On définit la différentielle totale df de f par

)
dfz;agidxi. (A1)

Considérons le cas particulier n = 2, et notons x; = x, x5 = y. Supposons que ’on
connaisse deux fonctions réelles A(z,y) et B(z,y), sous quelles conditions existe-t-il une
fonction f(z,y) telle que

A(z,y)dx + B(z,y)dy = df. (A.2)

Pour y répondre, remarquons, en comparant les Eqgs. (A.1) et (A.2), que f(z,y) doit
vérifier les relations

of
— =A .
o (2,9), (A.3)
of
— =B . A4
By (2,9) (A.4)
De plus en supposant que f soit de classe C? les dérivées secondes commutent :
0? 0?
Y (A.5)
dxdy  Oyox
d’ou la condition nécessaire et suffisante
0A 0B
- _ = A.
dy Or (A-6)
Pour n variables, la relation (A.2) s’écrit

i=1
et la condition nécessaire et suffisante (supposant f de classe C2) & satisfaire pour que (A.7)
soit une différentielle totale est
0A;  0A
8xj B 8% ’

Vi, j=1,...,n. (A.8)

173
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Il y a donc n(n — 1)/2 conditions a satisfaire. On dit aussi que I’expression

n

> Aily,. . wn)day (A.9)

i=1

définit une forme différentielle totale ou “exacte” si les relations (A.8) sont vérifiées. Dans
le cas contraire, on dit que ’expression ci-dessus définit une forme différentielle inexacte.

Supposons que la forme (A.2) soit exacte, alors on peut voir que la solution est donnée
par

flay) = /dxA(x,y) +/dyB(m,y) —/dy/dx a%A(:c,y) +etel . (A.10)

Exemple: soit la forme différentielle
3z + y)dz + zdy = 0, (A.11)

alors on vérifie facilement qu'’il s’agit d’une forme exacte car 9,4 = 9,8 = 1 pour
A =3z +yet B=x. Larelation (A.10) fournit ainsi

flzy) = %zQ + xy + cte, (A.12)

qui vérifie bien (A.11). o

Dans le cas d’une forme différentielle inexacte, nous avons vu que dyA # 0,5 et
Pexpression A(z, y)dz+ B(x, y)dy ne définit donc plus une différentielle totale. Cependant,
pour des fonctions de deux variables, il existe toujours un ou plusieurs facteurs intégrants

w(z,y) tels que
e ] (A13)

Ainsi il existe toujours une fonction f(xz,y) telle que df = (uA)dx + (uB)dy = 0. Il
n’existe cependant pas de méthode générale pour trouver le facteur intégrant p(z,y).
Pour une fonction de n variables, le nombre de conditions & satisfaire pour avoir une
différentielle totale est comme nous ’avons vu égal & n(n — 1)/2. En particulier, si n > 2
il faut satisfaire plus d’une condition et par conséquent il n’existe pas nécessairement de
facteur intégrant dans ces cas.

A.2 Calcul variationnel

Le probléme qui consiste & extrémaliser une certaine grandeur est courant en physique.
En effet, souvent I’état d’équilibre d’un systéme est déterminé par ’extrémalisation d’une
quantité paramétrant le probléme (par exemple le rapport surface sur volume de gouttes
d’eau dans le vide, le temps dans le principe de Fermat, le chemin le plus court et les
géodésiques en relativité générale, etc.).

A.2.1 Equations de Euler pour une variable

Commencons par le cas & une variable. Soit la fonctionnelle

r= [ eyt ()4l (A14)

1
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ou f est une fonction connue, y'(x) = dy(x)/dz, et 21, xo sont fixés. On cherche quelle
est la fonction y(x) qui rend [ stationnaire (minimum, maximum, ou point selle). Il s’agit
d’un probléme difficile qui ne posséde pas forcément de solution. Ainsi, on cherche une
condition nécessaire pour que I soit stationnaire. La discussion des conditions suffisantes
peut étre plus difficile. Cette difficulté s’explique par 'existence d’extrema locaux qui
différent des extrema absolus. Par exemple, regardons le cas simple d’une fonction d’une
variable y(z).

y(z) B
A

@)

F1Gg. A.1 — Extremas relatifs et absolus.

Comme le montre la Fig. A.1, la condition d’extremum dy/dz = 0 est satisfaite pour
les cinq points A, B, C, D, et E. Or seuls les points B et C sont des extrema absolus, tandis
que A et D sont des extrema relatifs et E un point selle. Or le principe de Hamilton fait
allusion & un maximum ou minimum absolu. Une discussion de la condition de suffisance
pour le calcul variationnel est présentée dans la référence [1].

Supposons que la solution du probléme existe, et notons-la y(x). Paramétrisons ’en-
semble des chemins reliant (z1,y1) & (z2,y2) par

y(x,\) = y(z) + (), (A.15)
ot An(x) est la déviation par rapport a la solution, A un parameétre continu, et
n(x1) =n(z2) = 0. (A.16)

Alors
I\ = / i dz fly(z, A), ¥/ (z, N), z]. (A.17)

1

Pour que I(A = 0) soit stationnaire, il faut que

—Z =o. (A.18)

En utilisant

Jy (A.15)
o = @) (A.19)
dy’ _ d dy(x,\) _ d 9y(x, ) (a19) dn(z)
dx ~ d\ Oz T dz o) o dz ’

(A.20)
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N

U1

F1a. A.2 — Trajectoire extrémale et sa déviation.
La trajectoire en trait continu schématise la fonction y(z) qui rend l’action I extrémale. La trajectoire en

traitillés est I’écart Ay(z) = An(x) & la solution cherchée y(x).

la condition de stationnarité (A.18) s’écrit explicitement comme

dI(\) [ Jofdy | of dy
|y /m oy Tayan], .,

A. -

(20 [ az| Y () + 0L 21@)

a @ 3y77 oy’ dz |,

T2

e [\ o) - wer 5L gt

3y dx 0y’ o' |,
(4.16)
- [ 5
G290 ). (A.21)

La relation (A.21) étant vraie pour toute fonction 7(z), on en tire l’équation de Euler

aor or_ )

dz 0y’ Oy ’
qui donne la condition de stationnarité désirée. Utilisons la notation

dr
ol = — A2
S (4.23)

alors la condition de stationnarité s’écrit aussi 6/ = 0.

Exemple: cherchons la distance la plus courte entre deux points dans un espace euclidien.

Soient deux points P; = (z1,%1) et P» = (z2,y2) dans le plan (cf. Fig. A.3), alors

z2,Y2 x2,Y2
I:/ ds:/ Vv dx? 4 dy? */ dxw/lJr (A.24)
Z1,Y1 Z1,Y1
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dz
T T2

F1G. A.3 — Distance la plus courte entre deux points.

Ainsi f(y,y’,x) = /1 + y'?, et ’équation de Euler (A.22) fournit donc

LY (A B
dx /1+y/2 o

= V1+y2=cy

— ¢y =a
= y(z) = ax + b, a,beR. (A.25)
Ainsi, le chemin le plus court entre deux points est bien une droite. o

A.2.2 Equations de Euler pour plusieurs variables

Dans le cas général, f peut dépendre de plusieurs fonctions indépendantes y; (x), . .., yn ().
La fonctionnelle a extrémaliser s’écrit alors

z2
Iy1,...,yn] = / Az (Y1, YUNSYL - - YN T)- (A.26)

x1

De facon analogue, on introduit alors y;(z,A) = y;(\) + Ani(z), i = 1,..., N. Utilisant
I'indépendance des 7;(x), un calcul similaire & celui menant aux équations de Euler (A.21)
donne
dof _of
dz oy, oy,

Vi=1,...,N. (A.27)

A.3 Multiplicateurs de Lagrange

Considérons pour commencer le cas simple d’une fonction de trois variables f(z,y, z)
et d’une seule contrainte. La condition nécessaire et suffisante pour que f ait un extremum
en r* = (a*,y*, z*) est que

of
ox

_ 9
r*_ay

_ ot

=% =0. (A.28)

r*
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En ce point

of of of .
oy g dy + 5dz =0 (A.29)

Tl peut néanmoins arriver que les trois variables {x, y, z} ne soient pas indépendantes mais
reliées par une condition

df =7

o(x,y,z) = 0. (A.30)

On pourrait en principe éliminer une variable et chercher I'extremum de la nouvelle fonc-
tion de deux variables. Néanmoins, cela suppose qu’il soit possible d’isoler une variable
en utilisant (A.30). Une méthode alternative est celle des multiplicateurs de Lagrange.

De ’Eq. (A.30) on a

dp = %dz + ?;;d + gfdz =0. (A.31)

Des Egs. (A.29) et (A.31) on a en particulier
df + Xdp =0 (A.32)

au point d’extremum, ot A € R est le multiplicateur de Lagrange. En développant
I’Eq. (A.32) on obtient

8 8 0

Comme les trois variables sont reliées par une contrainte, on ne peut pas faire varier de
facon indépendante dzx, dy, et dz pour exiger que chaque terme entre parenthéses dans
I’Eq. (A.33) s’annule. Néanmoins, sous la condition d¢/0z # 0 on peut choisir A de sorte
a ce que

=0, (A.34)
fournissant ainsi

A=—2z (A.35)

L’Eq. (A.33) se réduit ainsi a

of of _
(a_ + )\a—) dx + (a_ + )\a—y) dy = 0. (A.36)

On peut & présent faire varier de facon indépendante dx et dy, donc chaque parenthése
dans (A.36) doit étre nulle. En résumé, nous obtenons ainsi

af B
(8:0 + )\az) =0, (A.37a)

af B
(&%) - o

of B
p(z,y,2) = 0. (A.37d)

Les Eqs. (A.37) définissent un systéme de 4 équations pour les 4 inconnues {x,y, z, A\}.
La généralisation & N variables et C' contraintes est la suivante.
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Théoréme A.1 Soit f(x1,...,2n) € R une fonction des N variables x = (x1,...,2Nn) €
RY, soit C contraintes ou(z1,...,2n) €ER, p=1,...,C, de classe C' au voisinage de
a € RY, soit v, (a) =0 Yu. Supposons de plus que

de t{a%} 40, VE, (A.38)

ot E ={e1,...,ec} est un ensemble de cardinalité C, e; € {1,...,N} pouri=1,...,C.
Alors pour que la restriction de f auz contraintes ¢, atteigne un extréma local au point
a il faut qu’il existe C nombres A = (\1,..., \c) € RC tels que

of

890]
o . Z A o R 0, i=1,...,N, (A.39a)
oua) =0, w=1,...,C. (A.39Db)
Le systéeme (A.39) définit N + C équations pour les N + C inconnues {a, \}.
Définition A.2 Les nombres réels X = (\1,..., \c) € RY satisfaisant au théoréme A.1

sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Exemple: 'énergie Fy de ’état fondamental d’une particule de masse m dans une boite
parallélépipédique de cotés a, b, et c est

1 1 1 h?
Fo=A(—=+—= 4= A= Ad
0 <a2 + b2 + 02) ) Sma ( 0)

ol h est la constante de Planck. Quel est la forme de la boite de volume V(a, b, ¢) = abc = k
fixé qui minimise Fy ?

On a:

f(a,b,c):A( +b—2+ 1) (A.41)
o(a,b,c) = abc — k= 0. (A.42)

On vérifie que les conditions du théoréme (A.1) sont satisfaites, donc

% + )\% = —i—f + Abe = 0, (A.43)
%—i—)\% = —i—?—i—)\ac—o (A.44)
% + )\% = —20—‘3 + Xab=0. (A.45)
On en tire
Aabe = i—f = i—f = 20—‘24, (A.46)

dont la solution est a = b = ¢ (boite cubique) et A = 2A4a~°. ©
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A.3.1 Probléme variationnel sous contraintes

Considérons le probléme variationnel mais cette fois en présence de contraintes.

Soient y;(x), i =1,..., N, des fonctions réelles qui peuvent ne pas étre indépendantes,
soit y = (y1,...,yn) € RN, y' = (y,...,¥y) € RY, soit

Ily] = /Iz dz f(y,y', ), (A.47)

1

alors on cherche 'extremum de I sous les contraintes autondémes (sans dépendance ex-
plicite dans le temps)

ou(y,y') =0, w=1,...,C. (A.48)

Comme ¢,, = 0 on a aussi

HMQ

w (¥, Y )eu(y,y') Z/ dz Au(y.y' 2)eu(y,y’) =0 (A.49)

pour les C fonctions quelconques A, définissant ainsi implicitement A, par

M) = [ ety (4.50)
Insérant (A.49) dans (A.47) on a
c
Ily] = Dly]l + Y My Y)eu(, ) (A.51)
pn=1
xo C
= [ [£003) + X Ay el (A.52)
] Hzl

et on cherche donc & résoudre
oI = 0. (A.53)

On constate des Eqs. (A.39) et (A.51) que la recherche de 'extremum (A.53) est équi-
valente & trouver I’extremum de I, sous les contraintes ¢, = 0, ce qui exactement ce
que nous désirons. On peut alors répéter 'argument de stationnarité sur I’action définie &
présent par I’Eq. (A.52). Ainsi, pour les N — C variables y; indépendantes on paramétrise
le chemin par y;(z) + en;(x), ot n;(x) sont les écarts & la solution, indépendants. Pour
les C' variables restantes y;, les multiplicateurs de Lagrange A; peuvent étre choisis de
maniére & ce que les équations de Euler soient satisfaites (démarche similaire & celle des
Eqgs. (A.34) et suivantes [32]). Le résultat est donné par le lemme ci-dessous.

Lemme A.1 Soit
c

9,y 2) = F(y, ¥ 2) + Y Ay, ¥ 2)euly. y), (A.54)

p=1

alors les y;(x) tels que Uaction (A.47) soit extrémale sous les C' contraintes ¢, = 0 sont

donnés en résolvant les N+C' équations pour les N+C variables {y1,...,yn,A1,...,Ac} :
d dg dg )
— == — =0 =1,...,N A.55
dz ay; ayl ’ ? ’ ) ) ( a‘)

ouly,y') =0, pu=1,...,C (A.55b)
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A.4 Fonction homogéne de degré p

Définition A.3 Soit x; € R, i = 1,...,n, alors une fonction f(x1,...,x,) est dite
homogeéne de degré p € 7 si

FOZ1, . Az) = MW f(x1, .. ), YA eR. (A.56)
Lemme A.2 (Lemme de Euler) Soit x = (z1,...,2,), soit f(x) une fonction homo-
géne de degré p, alors
> L] (A.57)
Preuve: soity = (\x1,...,A\x,), alors

d\ oy; AN T ox T A O
=1 ~— =~ =1
—pgL=m =0

= ;xi%(y)kaﬂy) v AT (%) = PN F (%) “29 b F(y). (A58)

Ceci étant vrai VA € R, en choisissant A = 1 on a y = X, ce qui achéve la preuve. |

A.5 Transformation de Legendre

A.5.1 Cas particulier d’une variable

Soit une fonction réelle y(z) d’une variable réelle z, soit p(z) = dy(z)/dz la pente
au point z. Pour décrire I’équation y(z) on désire utiliser la variable p plutot que x. La
transformation permettant de considérer p comme nouvelle variable indépendante pour
décrire y(z) sans perte d’information est appelée transformation de Legendre.

L’approche pour construire cette transformation est de considérer la courbe y(x)
comme l’enveloppe de ses tangentes. Ainsi tout point de la courbe y(z) peut soit étre
décrit par les couples {z,y}, ou par la pente p de sa tangente et 'intersection ¢ (p) de la
tangente avec ’axe y = 0 (cf. Fig. A.4).

Fi1G. A.4 — Transformation de Legendre en dimension une.
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Pour que 'information soit conservée par la transformation il est nécessaire de définir
une application bijective. La courbe y(z) doit donc étre strictement concave ou convexe
dans le domaine de définition de la transformation. Ainsi la description de la courbe &
laide de y(x) est équivalente & celle utilisant la famille de tangentes ¢ (p).

Comment construire ¢ (p) connaissant y(xz) ? On voit & 1’aide de la Fig. A.4 que

p=2=Y (A.59)
X

d’ou

Y =1y — px. (A.60)
¥ (p) est la transformée de Legendre de y(x). Dans ’Eq. (A.60), ) ne dépend plus de z
qui doit étre exprimé en fonction de p. On exprime donc = = z(p) & laide de la définition
p = dy(x)/dz (par le théoréme des fonctions implicites, cette relation est inversible si
y(x) est strictement concave ou convexe), puis remplace 2 = z(p) dans I'Eq. (A.60) pour
obtenir

¥(p) = y(z(p)) — px(p). (A.61)

L’existence de la transformée de Legendre est garantie par la condition de convexité!
(concavité) stricte, assurant ainsi une transformation bijective.

Exemples:
1. Soit y(z) = az?, a > 0, z > 0. On a donc p = dy/dz = 2azx, z(p) = p/2a, et

o) = y(a)) — o) = a (L)’ —pL =L (A.62)

2. Cet exemple illustre un cas ou les conditions pour l'existence d’une transformée de
Legendre ne sont pas satisfaites. Soit y(x) = ax + b. On a donc p = dy/dz = a, et

¥(p) = y(z(p)) — px(p) =b. (A.63)

La pente de y(z) est constante et par conséquent 1 (p) est constante (cf. Fig. A.5).

)
A

y=axr—+b

>

Fi1c. A.5 — Transformation d’une droite.

Néanmoins, comme y” (x) = 0 cette fonction ne satisfait pas la condition de convexité
(concavité) stricte. La transformée de Legendre n’est ainsi pas définie et la rela-
tion (A.63) pas valide. En effet, 'Eq. (A.63) ne dépend que d’un seul paramétre, ce

1Soit 2 C R, alors une fonction f : Q +— R est dit convexe si f(az + (1 — a)y) < af(z) + (1 — ) f(y)
pour tous z,y € Q et a € [0,1]. Si f est convexe, alors —f est concave.
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qui est insuffisant pour décrire une droite dans le cas général. Il y a donc eu perte
d’information, et la transformée de Legendre n’est plus inversible. De plus, comme
p = dy/dx = a est indépendant de z, il n’a pas été possible d’inverser la relation
pour en tirer x = x(p). Ainsi 'Eq. (A.63) est obtenue en posant x = 0, ce qui n’est
nullement justifié. Cet exemple permet d’insister sur 'importance de la condition
de concavité (convexité) stricte.

3. Soit y(x) = —cosz, x € I = [0,7/2[. On a donc y"(z) = cosz > 0 Va € I, et
p=dy/dx =sinz, p € [0, 1]. Ainsi

P(p) = y(x(p)) — px(p) = — cos (arcsinp) — psinp = —y/1 — p2 — psinp. (A.64)

<

Lemme A.3 La transformation de Legendre est une involution.

Preuve: par construction la transformée de Legendre est bijective et de plus involutive,
c’est-a-dire que la transformée de la transformée de Legendre est l'identité. Soit ¥ (p) =
(Zy)(p) la transformée de Legendre de y(x) sur un intervalle connexe Q@ C R tel que
y"(x) > 0 Vz € Q (ou bien y”’(x) < 0). I faut donc vérifier que (LY)(x) = y(x), i.e.
£? = 1. Par définition

d
b)) = y(e®) ~pep).  p= (A.65)
Soit z la pente de 9 (p) :
_ W) (e dy(ep) o de dy de o de
=T O z(p) Pap dr, z(p) Pap z(p), (A.66)
(A.65)
='p

alors en appliquant la définition de la transformée de Legendre sur ¢ (p) on a

V2 yla(p(2))] — p()(p(2) — 2p(2)
YL ()] —p(2)2(p(2)) + 2(p(2)p(2)
=0
e (A.67)

Comme z est une variable muette, on peut la renommer en z, ce qui achéve la preuve. W

A.5.2 Cas général

Définition A.4 Soit x

= (z1,...,2n) € RY, soit Q C RN un domaine connexe, f :
Q—UCR, feC?*Q), (D?

[)(x) la matrice hessienne de f d’éléments

f %), ij=1...N (A.68)

8:ci8:rj X
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soit p; = 0f(x)/0x;, p = (p1,...,pn) € RYN. Supposons que pour tout x € Q0 la matrice
hessienne (D% f)(x) de f soit strictement définie positive (ou strictement définie négative),
alors on définit la transformée de Legendre (£ f)(p) de f(x) par

Z: 0 — YRV

N
x — (Zf)(p)=f(x) - szxz(p) (A.69)

La transformation de Legendre peut aussi étre réalisée sur un sous-ensemble de va-
riables x' = (7},...,2),) € RM, M < N. Si la fonction initiale f(x) est convexe (ou
concave) dans les variables x’, alors la transformée de Legendre (£ f)(p’) de la défini-
tion A.4 est concave (respectivement convexe) dans les nouvelles variables p’.

Remarque: on trouve parfois dans la littérature une définition de la transformée de
Legendre qui différe au signe prés de celle qui est donnée ici [32]. Néanmoins, 'Eq. (A.69)
est la définition qui est communément admise en particulier en thermodynamique, ou elle
joue un role important [15]. Par exemple, si U = U(S,V, N) est ’énergie interne, S 'en-
tropie, V le volume, et N le nombre de particules, alors il peut arriver que S ne soit pas
une variable judicieuse pour la description de certains systémes (’entropie n’est pas une
grandeur & laquelle on a expérimentalement facilement accés). Ainsi, on peut préférer a
la variable entropie S la grandeur conjuguée température 7' définie par T'= 9U/JS. La
transformée de Legendre de I’énergie interne U par rapport & I’entropie S est appelée
énergie libre et est donc F = U — T'S. L’élimination de U et S fournit ainsi ’énergie
libre ' = F(T,V,N) en fonction de la nouvelle grandeur T'. Inversement, si on part de
F = F(T,V,N), grace a la propriété d’involution de la transformation de Legendre, on
peut retrouver I’énergie interne. Ainsi on remplace T par S = 0F/0T, et U =TS — F.
L’élimination de F et T conduit & U = U(S,V, N). o

A.6 Principe variationnel et formalisme hamiltonien

Les équations de Lagrange découlent d’un principe variationnel. Qu’en est-il pour les
équations de Hamilton ?

Nous montrons que le principe de Hamilton étendu & ’espace des phases méne aux
équations canoniques. Nous avons vu dans la Sect. 2.2 que le principe de Hamilton s’écrit

0S[q] = 5/t2 dt L(q,q,t) = 0. (A.70)

ty

Ce principe s’exprime donc dans l'espace de configuration. La premiére modification
consiste & formuler ce principe dans ’espace des phases, c’est-a-dire en considérant 1’ac-
tion comme fonction des variables indépendantes q et p. En utilisant la définition (3.1)
de ’hamiltonien que 'on insére dans I'Eq. (A.70) il vient :

to l

1

On dit parfois de la relation (A.71) qu’il s’agit du principe de Hamilton modifié. On
constate que ce principe a exactement la forme d’un principe variationnel dans un espace
de dimension 2[. Par conséquent on peut appliquer le théoréme 2.1 avec yi1,...,y; =
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q1,---,q, €t Yiy1, ..., Y20 = P1,...,P1, €

1
Flyi(x),. ...y (@) 9h (), . yby(@);2] =Y pidi — H(q, . t). (A.72)
i=1
Les 2] équations de Euler sont ainsi
%g—i—g—zz L di=1,..1, (A.73a)
SOF_OF iy wr
ce qui avec I’Eq. (A.72) donne :
pi+g—Z:0, i=1,...,1, (A.74a)
qifggzo, i=1,...,1 (A.74b)

Les Egs. (A.74) sont les équations canoniques (3.2). Le fait que q et p jouent un role
symétrique dans cette dérivation montre & nouveau que dans le formalisme hamiltonien
il n’existe pas de variable “privilégiée”. Pour plus de détails sur le principe de Hamilton
modifié, voir [15].

A.7 Crochets de Poisson et algébre de Lie

Soient F'(q, p,t) et G(q, p,t) deux fonctions sur ’espace des phases, alors les crochets
de Poisson de F et G (cf. définition 3.3)

!
OF 0G OF 0G
G} = ; (5_% Opi  Op; 5qz‘> (A.75)

peuvent se réécrire sous la forme (cf. sect. 3.4.2.1)
{F,G}y = (grady F)' - J - (grady G), (A.76)

ouY = (Q1a"'7ql7p17"'7pl) € IR‘QZ et

5 <oﬂl 1(1)l> _ (A.77)

Lemme A.4 Les crochets de Poisson sont invariants sous une transformation canonique.

Preuve: Soient F(Y,t) et G(Y,t) deux fonctions sur I’espace des phases, soit une trans-
formation canonique autonéme Y +— Z = Z(Y) (pour des raisons de simplicité, nous
restreignons ici la discussion au cas qui ne dépend pas explicitement du temps), alors

l

OF(Z,t) ;
oy, = 0z; oy;’ (A.78)

c’est-a-dire vectoriellement

grady F = (D¢)" - grad, F, (A.79)



186 ANNEXE A. COMPLEMENTS

ot (D¢) est la matrice jacobienne de la transformation, d’éléments (D¢);; = 0Z;/0Y}.
Ainsi, utilisant (A - B)! = B' - A’, les crochets de Poisson (A.76) s’écrivent

{F,G}y = ((D¢)"-grad, F)' - J - ((D¢)" - grad, G)
= (grady F)' - (D¢)-J - (Dg)" - grad, G. (A.80)

Or la transformation Y +— Z = Z(Y) étant par hypothése canonique, le lemme 3.7 affirme
que la matrice jacobienne (D¢) est symplectique, c’est-a-dire par définition (D¢) - J -
(D))" = J (ot on a utilisé le fait que la transposée d’une matrice symplectique est encore
symplectique). Ainsi I’'Eq. (A.80) devient

{F,G}y = (grady F)" - J - grad; G = {F,G}z, (A.81)

ce qui signifie que les crochets de Poisson sont invariants sous une transformation cano-
nique, et par conséquent achéve la preuve. |

Définition A.5 (Algébre de Lie) Soit K =R ou C, alors une algébre de Lie sur K
est un espace vectoriel L de dimension finie sur le corps KK muni d’une loi de composition
notée {-,-} et satisfaisant

{aX +8Y, 2} =a{X, 2} + B{Y, Z}, Ya,B €K, VX,Y,Z € L,(A.82a)
(X,Y}=-{V,X}, VX,Y €L, (A.82b)
(X AV, Z}} +{Y {2, X}} +{ZAX.Y}} =0, VX.V.Z € L. (A.820)

La relation (A.82a) traduit la linéarite, (A.82b) antisymétrie, tandis que ’Eq. (A.82c)
est appelée identité de Jacobi. Il est alors facile de vérifier que les crochets de Poisson
vérifient les relations (A.82).

Si on considére le crochet de Poisson de F' et G comme une sorte de produit généralisé
de ces deux fonctions, alors 'identité de Jacobi exprime la loi d’associativité de ce produit.
Par opposition & arithmétique usuelle qui est associative, c’est-a-dire a(bc) = (ab)c,
I’identité de Jacobi indique que le “produit” de Poisson n’est pas commutatif. L’ordre des
opérateurs est important.

Définition A.6 (Constantes de structure) Soit £ une algébre de Lie et {e1, ..., eq}
une base de l'espace vectoriel L. Le crochet {-,-} peut alors s’exprimer

d

{eie;} = Z ijek- (A.83)

k=1

Les coefficients cfj s’appellent les constantes de structure de l'algébre de Lie L.

Exemple: les matrices de Pauli (rencontrées dans le traitement du spin en mécanique
quantique) forment une algébre de Lie :

B i N | S

Dans ce cas, les constantes de structure sont

C?j =2V —1leyjk, (A.85)
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ol ;i est le symbole de Levi-Civita défini par

0 si deux indices sont identiques,

Eijk = 1 si (Z,j,k’) = {(1a273)a(273a1)7(3a172)}a (A86)
_1 Si (i’j’k) = {(3’ 2’ 1)’(1’3) 2)’ (2’ 1’3)}-
o
A.8 Calcul tensoriel
Soient x = (x!,...,2%) € R les coordonnées dans le référentiel Z, et x' = (2'1,...,2'%) €

R? les coordonnées dans le référentiel %’. Supposons que la relation x' = x/(x) soit un dif-
féomorphisme (application bijective différentiable dont I'inverse est aussi différentiable).
Alors la matrice jacobienne correspondant au changement de coordonnées x — x’ est
donnée par le tenseur A d’éléments

um 1 d
AR = W (A.87)
L’inverse est D (a1 /)
_ (2.
(A™HH, = T o (4.88)

En adoptant la convention de Einstein selon laquelle il y a sommation sur les indices
répétés, on a donc
dz'™ = A* d2”. (A.89)

Nous expliquons plus loin la signification de la position des indices. Remarquons déja que
leffet de la transposition est (A*))! = A ~.

Définition A.7 Un champ b = {b#}fﬂ:1 € RY est dit covariant si lors d’un changement
de référentiel il se transforme selon

b, (x') = (A7) ,bu(x). (A.90)

Définition A.8 Un champ b = {b"}!_, € R? est dit contravariant si lors d’un chan-
gement de référentiel il se transforme selon

BE(x') = A" B (x). (A.91)

Définition A.9 Un invariant (ou scalaire) est une grandeur b qui pour tout référentiel
vérifie b(x) = b’ (x').

Lemme A.5 Soit a* un champ contravariant, b, un champ covariant, alors a*b, est un

mvariant :
ak(x)by(x) = a™ (x" )b, (x). (A.92)

Preuve: Des définitions A.7 et A.8 il vient

a™b), = A, a¥ (x) (A1) by (x) = a¥by A* (A1), = a”b, 87, = a”b,. (A.93)
N————’

m

=(A"1A)7,
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Définition A.10 Un tenseur b contravariant de rang p et covariant de rang q est tel
que sous un changement de référentiel il se transforme selon

aL..-Qp « ap - —1\6q - Vp
b . =C(A)A™, .. A %(A 1)51ﬁ1_..(A b ﬁqbvl v 5y (A.94)
- Si C(A) =1 VA, alors b est un tenseur.
- Si C(A) # 1 VA, alors b est un pseudo-tenseur.
- SiC(A) = s1g;1[1(A0 ) VA, alors b est un tenseur pseudochrone.
- SiC(A) = (detA)™ L'VA, alors b est un tenseur de type densité.

Définition A.11 Soit un espace vectoriel muni du produit scalaire défini par le tenseur
9uv deuz fois covariant de rang 2. Le produit scalaire entre x* et y* s’écrit donc x# g, y".
Le tenseur g, est appelé tenseur métrique,.

Lemme A.6 Soit un espace de Minkowski muni de la métrique g, alors :
1. Sib¥ est un champ contravariant, alors b, = g,,,b" est covariant.
2. L’opérateur de dérivation se transforme de fagon covariante : 0,, = (A_l)ﬂ”&,.

3. L’élément de volume de l’espace de Minkowski est invariant sous le groupe de Lo-
rentz.

Preuve:

1. Par définition
b, = gub” = guA” b0 (A.95)

D’autre part en utilisant le fait que le tenseur métrique est diagonal avec éléments
de valeur absolue unité :

9"y = g™ g b” = g”,b" = b", (A.96)
derniére relation que l'on insére dans ’Eq. (A.95) pour obtenir
b;; = g,ul/AUpng Yo (A.97)
———
=(gAg)7,
Remarquons aussi que par définition du groupe de Lorentz
Al-g-A=g,
— (A)'-Ag-A=(A) g,

——
=1

= g-Agl=A)"gg
—— —~—
— (A—l)t =1
— g-A-g= (AN, (A.98)
que l’on insére dans I’Eq. (A.97) pour obtenir
_ —1\o
ce qui est bien la maniére dont un champ covariant se transforme.
2. Comme 2" = z'*(x) on a
5 0 _ oz¥ 0 (A.88)
B9 Qx'H Oxv

(A™1)",0,, (A.100)

d’ott la loi de transformation 9, = (Afl)”ual, qui est celle d’un champ covariant.
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3. Si A est un élément du groupe de Lorentz, alors A’ - g- A = g et en prenant le
déterminant

det (A" -g-A) =det A’ det gdet A = (det A detg = detg,
det A
— detA = +1. (A.101)

Comme A est la matrice jacobienne de la transformation z — 2/, alors le jacobien
de cette méme transformation est égal & 'unité, d’ou

dr'dz'dz?de® = da’0da’ da?da’®, (A.102)

ce qui achéve la preuve.
[

A.9 Formulation covariante relativiste*

La formulation lagrangienne présentée dans la Sect. 4.7 fournit évidemment les équa-
tions du mouvement relativistes correctes. Néanmoins, cette formulation n’est pas co-
variante relativiste dans ’espace de Minkowski. En effet, le temps est traité comme un
paramétre d’évolution distinct des coordonnées spatiales. Au contraire, une formulation
covariante doit considérer I’espace et le temps comme étant des coordonnées équivalentes
dans 'espace de Minkowski. La démarche est de remplacer le temps par un paramétre
d’évolution covariant, et d’exiger que le principe de Hamilton s’écrive aussi sous forme
covariante relativiste. Ainsi, si le paramétre d’intégration dans le principe de moindre
action est un invariant de Lorentz, alors il doit en étre de méme du lagrangien.

A.9.1 Systéme a une particule

Le premier choix de paramétre d’évolution invariant serait le temps propre 7. Néan-
moins, comme le quadrivecteur vitesse satisfait u*u, = ¢? en tout temps, alors les coor-
données spatiales et temporelles sont reliées et non indépendantes ce qui méne a priori 4
des difficultés (néanmoins nous verrons qu’il est quand méme possible de choisir 7 avec
une discussion plus subtile). Nous allons donc prendre comme paramétre d’évolution la
grandeur 6 sans autre spécification qu’il s’agit d’une fonction strictement monotone le long
d’une trajectoire de la particule dans ’espace de Minkowski. Notons alors =/ = da¥/df
(& ne pas confondre avec la notation adoptée jusqu’a présent pour les grandeurs dans le
référentiel #'), et ¥ = dz¥ /dt. Le principe de Hamilton covariant prend donc la forme

02
oI = 5/ do M (zt, z™), (A.103)
01

ou M (a*, /') est covariant relativiste. Remarquons que cette formulation est non auto-
néme dans le sens ou le lagrangien L(a*, 2'#) peut dépendre de fagon explicite des quatre
coordonnées x* et par conséquent aussi du paramétre d’évolution z°. Les équations de
Lagrange correspondantes sont

d oM oL

— = — =0, uw=0,4. (A.104)

df oz'v  Jxt
Le probléme consiste & trouver M (z#, z'*) tel que les Egs. (A.104) redonnent les équations
du mouvement (4.70).
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Une facon de trouver la fonction lagrangienne est de partir de 'action exprimée 4 I’aide
du temps et de passer & une intégration sur le paramétre 0. Ceci se fait en considérant
le temps ¢ non plus comme un paramétre mais plutdt comme une coordonnée généralisée
additionnelle. Comme 6 est une fonction monotone de ¢, alors

. da*  dxt dO 1 't

U A =i (4109
N~ dé
T

L’Eq. (A.105) implique aussi
1
dt = ~2/°d6. (A.106)
c

Tenant compte de I’Eq. (A.105), Paction dans laquelle le temps joue le role de coordonnée
généralisée s’écrit

(A.105)

t 0 /4
2 . . . 1 2 7
I= / at Lz, t, 1) A2 —/ d92"°L <z“,cz—/0> . (A.107)
t1 ¢ Jo, €
Comparant les Egs. (A.103) et (A.107) on est mené & identifier
0 i
M(zh, 2™y = %L (w“,c%) . (A.108)

Remarquons que pour n’importe quelle forme explicite du lagrangien covariant M ainsi
défini, il s’agit toujours d’une fonction homogéne de degré 1 dans les vitesses généralisées
(cf. annexe A.4) :

M (z# Ma'™) = AM (2, 2'"), VA e R. (A.109)

Par conséquent, application du lemme A.2 de ’annexe A.4 implique

3

oM
M (x, 2'") = "— Al
(o) = Yo (A.110)
pn=0
On peut alors montrer que sous la condition (A.110), M satisfait aux équations
3
d oM oM\
- = =0. Al11
2 <d9 D axu> * (A-111)

pn=0
Par conséquent, si trois des équations de Lagrange (A.104) sont satisfaites, alors par
IEq. (A.111) la quatriéme le sera automatiquement. En particulier, si les équations de

Lagrange covariantes pour les coordonnées spatiales sont satisfaites, alors il en sera de
méme pour le paramétre d’évolution, ce qui est ce que nous cherchions & établir.

Exemple: soit une particule libre dont le lagrangien est donné par I’Eq. (4.76) :

3 1/2
L= —moc*\/1— 32 = —moe/ 2 — %2 = —mygc l(x/O)Q - Z(zZ)Q] . (A.112)

Appliquant 'Eq (A.110) a (A.112) il vient
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Les équations de Lagrange (A.104) utilisant (A.113) donnent

d v
S _ g y=0,...,4 (A.114)
d6 o,

De plus comme
do?_ detdr_ w47 (A.115)
a9~ drdo " o ‘

v

alors I'Eq. (A.114) devient

d mocx’ d mocu”
il = — =0. All
de /a'ra], do Jufu, 0 ( 6)
Comme 6 dépend de 7, alors
d dr d
T= W 3 (A.117)
-~
=f(7)

que l'on insére dans ’Eq. (A.116). 6 étant par hypothése strictement monotone en 7 on
peut alors simplifier la relation obtenue par f(7), d’ou

d mgcu”
— = A1l
dr JuFu, ( 8
Or
utu,, = utgu’ =2 — |v]?) =, (A.119)
ce qui dans I’Eq. (A.118) donne
d
E(mou )=20
= a d "'=0
dr dt"" T
-~
=7
d
= &mou” =0, v=0,...,3, (A.120)
ce qui sont bien les équations du mouvement (4.70). o

Notons que la paramétre 6 a été préféré au temps propre 7 a cause de la contrainte
utu, = ¢* qui relie les coordonnées spatiales et temporelles. Pour des raisons pratiques,
il serait plus utile de pouvoir paramétriser ’évolution par une grandeur concréte telle le
temps propre. Ainsi, on peut montrer qu’il est possible de choisir # = 7 et de traiter les
coordonnées u de fagon indépendante en n’imposant la condition u*u, = ¢* qu’a la fin
des calculs [15]. La forme covariante des équations de Lagrange s’écrit alors

d oM oM
T oo =0 H=0...3 (A.121)
M doit étre un scalaire, c’est-a-dire un invariant sous le groupe de Lorentz. De plus on
peut montrer qu’il suffit que le choix de M conduise aux bonnes équations du mouvement,
sans forcément obéir aux conditions de I'Eq. (A.110) [15]. Par conséquent, les lagrangiens
suivants sont acceptables :
— Particule libre :
My = tmoutuy,. (A.122)
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— Particule dans un champ électromagnétique :
M (2", u") = Mo + qu* A, (z"), (A.123)

ol ¢ est la charge de la particule et A le quadrivecteur potentiel.
— Particule soumise & une force extérieure quelconque :

Mz, ut) = Mo + Gt (A.124)

ot G, est un quadrivecteur approprié décrivant l’effet de la force extérieure.

A.9.2 Systéme de plusieurs particules

Comment établir une formulation lagrangienne covariante pour un systéme formé de
plusieurs particules en interaction ? C’est un probléme sensiblement plus difficile qui in-
troduit plusieurs complications, et il n’existe actuellement pas de solution au cas général.
En effet, supposons que la force exercée sur une particule dépende de la position (ou de la
vitesse) des autres particules. Classiquement la force agit instantanément, indépendam-
ment de la distance entre les différents corps. Ceci n’est évidemment plus vrai en relativité
car la vitesse du signal est bornée par celle de la lumiére. Ainsi il n’est que rarement pos-
sible de trouver une forme covariante de I'interaction, sauf si cette derniére est de contact
c’est-a-dire de portée de mesure nulle. Néanmoins, les interactions électromagnétiques
peuvent étre formulées de facon covariante relativiste. En général, on peut développer un
formalisme covariant perturbatif en |v|/c si on renonce au principe de Hamilton [15].

A.10 Dérivation numérique et différences centrées

Cette annexe est uniquement dévolue & la présentation de la formule des différences
centrées. Pour une présentation exhaustive et accessible a I’étudiant débutant on renvoie
a [33]. Dans la suite, si f(z) € C'(RR) alors on note

f(zo +h) = f(x0)
- .

f'(x) = lim (A.125)

Définition A.12 Soit f(x) € C'(R), soit h € R*, alors on définit l'opérateur de
différence premiére centrée 6, par

Snf@)=f(z+5)—f(z—%). (A.126)
Théoréme A.2 Si f(x) € C3(R) et si hg > 0, alors il existe C € R tel que

onf(x0)

f(wo) — | < Ch?, Vh < hg. (A.127)

Preuve: un développement de Taylor autour de ¢ donne

2 3
Flant§) = fleo) + Pl + w0 (5) + @ (5) . a12s)

ou ¢ €|zg, zo + h/2[. De méme

2 3
oo =) = flao) - ooy + 5 8"e0) (5) =00 (5) . (4a29)
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ou n €]zg — h/2,x0[. En soustrayant I’'Eq. (A.129) & (A.128) il vient

flzo+2)—f(z0—2%) = f(zo)h+ F7O + 17 ; 170n) %3, (A.130)
295, f(20)
done Buf(eo) _ e IO+ L)
P I'(zo) + 4—8h . (A.131)
- ()
¢= ze[zo—];[zr}g,);o+h/2] 24 (A.132)
alors I'Eq. (A.131) s’écrit
L}E%) < f'(z0) + Ch?, (A.133)
ce qui établit 'Eq. (A.127) et par conséquent achéve la preuve. |

Théoréme A.3 Si f(x) € C"T2(R) et si ho > 0, alors il existe C € RT tel que

6771
) (20) — % <Ch?,  Vh < hy. (A.134)
Preuve: la démarche est en tout point similaire & celle du théoréme A.3. |

Remarque: le cas particulier m = 2 du théoréme A.3 fournit la formule des différences
centrées pour la dérivée seconde. En effet, dans ce cas

%@%f(zo) = %&1 [f (mo+2) — f(z0— 2)]

_ f(@o+h)— 2fh(2:co) +f@—h) (A.135)

Discrétisons ’axe réel avec xg = ih, g = h = (i & 1)h, et notons f(xg = h) = fit1,
f(zo) = fi, alors le théoréme A.3 fournit

(x) = fir1 = 2}3; tfimn O(h?). (A.136)

&

A.11 Théoréme de Helmholtz

Théoréme A.4 (Helmholtz) Soit v(x) € CY(R?) tel que

|x|—00

v < X (A.137)
|x|—00
10, vx)| < |x73 Vi=1,...,3, (A.138)

alors il existe v1(x) et vo(x) tels que v =vi + va et rot vi = 0, divve = 0.
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Proposition A.1 (Solution de ’équation de Poisson) Soit f € C°(R?) tel que f(x) <
|x|~2 pour |x| — oo, alors I’équation de Poisson

Au=f (A.139)
a comme solution

a- b f(y)
u(x) = I s dy|y mer (A.140)

Pour la preuve de la forme de la solution de ’équation de Poisson de la proposition
précédente, on renvoie aux cours d’analyse ou d’électrodynamique. Passons ainsi & la
preuve du théoréme de Helmholtz.

Preuve: posons
f=divv, (A.141)

alors par les hypothéses sur v on a f € C°(R?) et f(x) < |x|2 pour |x| — oco. Par
conséquent les hypothéses de la proposition A.1 sont satisfaites et il existe une fonction
u(x) définie par ’'Eq. (A.140). Soit
v = gradu, (A.142)
Vo = V-V, (A.143)

alors comme u € C?(IR3) lidentité vectorielle rot gradu = 0 Vx indique que v est
irrotationnel. De plus

divva A2 divv — divvy, (A.144)

avec
divv A2 5 (A.145)
—divwvy (412 _ iy gradu = —Au (4110 —f (A.146)

Les Eqgs. (A.145) et (A.146) dans (A.144) donnent
divvs = 0, (A.147)

et donc le champ vo est incompressible. Finalement, de 'Eq. (A.143) on déduit que
v = v1 + Vo, ce qui achéve la preuve. |

Lemme A.7 Soit v}, vl une autre décomposition de v = v} + v} telle que rot v} =
divvh =0, alors vi =v1 + C et v, =vs — C, ou C € R est une constante indépendante
de x.

Preuve: soit vi, va, Vi, vh tels que v =v| +v) =vi+ vy et rot vi =rotv; =divv) =
div Vo = 0.
i) Soit w = v{ — vy, alors

divw = divv] — div vy = div (v] + v§) — div (v1 + va2) = 0. (A.148)
N——— ——

De plus rot w = 0, donc il existe un potentiel scalaire ® tel que

w = grad ¢ + cte. (A.149)
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Définissons f par

f=divw "2 divgrad ¢ = A®, (A.150)
donc la solution de I’équation de Poisson (A.150) est
1 .
_ L[ gy S ans (A.151)
Am Jrs T [x =]
d’o N N
14 151
(4119 grad ® + cte (A5 cte, (A.152)
et donc v| = vy + cte.
ii) Soit & présent w = v}, — vy, alors
rot w = rot v, — rot vo = rot (v} + v}) —rot (vi + vo) = 0. (A.153)
=V =V

De plus divw = 0, donc il existe un potentiel vecteur A tel que
w = rot A + cte. (A.154)

Définissons f par

f=rotw D Lotrot A = graddivA — AA = —AA, (A.155)
ol nous avons fait un choix de jauge tel que div A = 0. En effet, on peut toujours
trouver un tel A car si A = A + grad A alors on a toujours w = rot A, et donc on
choisit la jauge A de sorte & ce que div A = 0 (A est alors donné par ’équation de
Laplace AA = 0). La solution de ’équation de Poisson (A.155) est :

1 f .
A=— / dy—®)_ (4159 (A.156)
Ar Jrs 7 Xyl
d’ot N N
: 1
w ALY rot A+ cte Y 0, (A.157)

et donc v, = vo + cte.
iii) Finalement, si C' € R est une constante indépendante de x, alors on remarque que

vl =vi+C, (A.158)
vh = vy —C, (A.159)
est une autre décomposition possible. Par les points i) et ii), nous avons montré qu’il

s’agit de la seule décomposition permise, ce qui achéve la preuve.
[

A.12 Champs tensoriels, opérateurs différentiels
Définissons les opérateurs différentiels suivants, parfois utilisés en hydrodynamique.

Définition A.13 Soit a un champ vectoriel, alors on définit le tenseur d’ordre 2 appelé
le grand gradient de a par ses éléments

(Grada),; = 2;11
J

(A.160)
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Définition A.14 Soit A un tenseur d’ordre deuz, alors on définit le vecteur appelé la
grande divergence de A par ses éléments

Oy (A.161)
&rj

3
(DivA), = Z

Définition A.15 Soient a, b deux champs vectoriels, alors on définit le produit tensoriel
de a et b, noté ®, par le tenseur de rang deux

(a®b),; = ab;. (A.162)

Pour les besoins de ce cours, il ne sera pas nécessaire de fournir une définition plus
rigoureuse du produit tensoriel que celle ci-dessus. On renvoie & un ouvrage de mathéma-
tique spécialisé pour la définition compléte. Remarquons aussi que DivA =V - A.

Lemme A.8 Soit un volume V de surface S, soit A un tenseur d’ordre deux, alors le
théoréeme de la divergence pour A s’énonce :

/ do- A= / dx Div A. (A.163)
S \%

Preuve: la preuve est une conséquence directe du théoréme de la divergence (parfois
aussi appelé théoréme de Ostrogradski ou de Gauss). En effet, si on a un volume V de
surface S, alors ce théoréme pour un champ vectoriel a s’énonce

/ do-a= / dx div a. (A.164)
S 1%

Donc ’'équivalent pour A est

Z?:l Alde'j
/do-.A:/ S0 Agydoy | (A.165)
s S

Z?:l A3jd0‘j

La preuve consiste & appliquer I’Eq. (A.164) pour chaque composante de (A.165). Ainsi
en notant A; = (A1, A2, Ai3) le i—éme vecteur ligne de A il vient

9Ay;

23:1 Ayjdo; A16s div A4 22:1 amlj

5 Agidos | Y [ ax [divas | = [ dx | 30, 242 | — [ 4x DivA,
j=1 J J j=1 Ox;
1% : v 9As; v

2?21 Asjdo; div As Z?:l szj
(A.166)
ce qui en utilisant 'Eq. (A.165) achéve la preuve. [ |

A.13 Opérateurs différentiels en coordonnées curvilignes

Cette section est dévolue & fournir expression de différents opérateurs différentiels en
coordonnées cylindriques et sphériques. Dans un second temps, nous donnons ’équation
de continuité ainsi que de Navier-Stokes dans ces mémes coordonnées. Les coordonnées
cylindriques sont paramétrisées par (r, ¢, z), et les coordonnées sphériques par (r, 6, ¢)
(cf. Fig. A.6).
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F1G. A.6 — Coordonnées cylindriques et sphériques.

A.13.1 Démarche générale

Nous montrons quelle est la démarche générale permettant d’établir les opérateurs dif-
férentiels en coordonnées curvilignes. Soient les coordonnées cartésiennes x = (x1, 2, x3) €
R3, et les coordonnées curvilignes u = (u1, uz, uz) € R3. Dans ce qui suit, nous supposons
un choix de coordonnées curvilignes orthogonales définissant un difféomorphisme. La base
orthonormale curviligne de IR? est alors

~ 1 90x(u) ,
W= : -1,...,3, A.167
Cus a;(u) Ou; ' ; ( )
ol «;(u) est la normalisation donnée par
0x(u)
i(u) = . A1
) = | 250 (A169)

~13 . , P
Notons {€;};_, la base canonique de R? (coordonnées cartésiennes).

Pour trouver I’expression des opérateurs différentiels dans la base {éui}le, il suffit de
projeter ces derniers sur la base curviligne. Soit a € IR? tel que sa décomposition dans la

base canonique soit

3
a=> a8 (A.169)
j=1
Soit
3
Pu=) @8 (A.170)
i=1

, . . ~ 3 .
Popérateur de projection dans la base {€,,};_;, alors ’expression de a dans la base cur-
viligne, notée a,, est :

3 3
ay — Pua = E /éul/éul . E a]‘/\j = E /éul E aj/éj . /éul . (A171)
i=1

j=1 i=1 j=1

Prenons ’exemple du gradient de la fonction scalaire f. On veut donc projeter a = V f
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dans la base curviligne. L’application de I’Eq. (A.171) donne

3 3
(V). = Zéuizagg)aj.aui
1=1 =

3
= Ya., 41 af(‘f). (A.172)

Soulignons que la relation (A.172) est valable quel que soit le systéme de coordonnées
curvilignes orthogonales choisi. Prenons par exemple les coordonnées cylindriques, alors

7 COS (p
x(u) = | rsing |, (A.173)
z
d’ott a1 =1, ag =1, et g = 1. Ainsi 'Eq. (A.172) devient

_ g (LOfs L O (A.174)

(Vf)u= or ert r atpew 0z

ce qui est bien la méme relation que (A.177). Pour plus de détails, voir [34].

A.13.2 Coordonnées cylindriques

A.13.2.1 Divergence

diva=V-a= %% (ra,) + 1%’ aaa; (A.175)

A.13.2.2 Gradient
grad f = Vf=(Vf), & +(Vf), & +(V[). e (A.176)
VI, =G (V=g (VH.=F aam)

A.13.2.3 Rotationnel

rota=V xa=(Vxa), e +(Vxa), e+ (Vxa), e (A.178)
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10a, Oa,
(VX =5 B

da, aaz
(V x a)“’ 9z  Or

10 1 Oa,

(V Xa)z = ;E(Tag;)—;a—w

A.13.2.4 Laplacien d’une fonction scalaire

A.13.2.5 Laplacien d’un vecteur

Div(Grada) = V?a = (V2a)rér + (V2a)¢€¢ + (VQa)Zéz

r2 dp 12

9 9 2 Oa, ay

(V a)w VZa, + 2 8—(,0 2
(V2a)z =Via,

A.13.2.6 Composantes de (a-V)b

(Gradb)-a=((a-V)b), e+ ((a-V)b), e+ ((a-V)b), -e

ob,  a, Ob, 0b,  ayb,

((a.v)b)T:araer?@ +azaz r

_Ob, a,db,  Ob,  agb,
((a~V)b) a’”ar+ r 5<p+ Z@er r
ob.  ap b, ob,

(a-V)b), =a,

or + r Op +azg

A.13.2.7 Divergence d’un tenseur

~

DivI =V -T=(V-T),8& +(V-T),8+(V-T),8&.

z

(A.179)

(A.180)

(A.181)

(A.182)

(A.183)

(A.184)

(A.185)

(A.186)

(A.187)

(A.188)
(A.189)

(A.190)

(A.191)
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10 10T, 0T, Ty,
(V-T), = ror (rTpr) + Oy 0z r

10 10T,, 0T., T,
(v T)W Cror (rTry) Oy 0z r
(V-T). = r or (rT,2) + Oy 0z

A.13.3 Coordonnées sphériques

A.13.3.1 Divergence

1 0 . 1 Oay,
rsind 00 (ag sin ) +

10
diva=V.a=—— (ra, e
va a= 2o (rFar) + rsinf Oy

A.13.3.2 Gradient
grad f =V f=(Vf). e +(Vf)es+(Vf),es

vn. =%,

_Lof _ 1 of
77‘89, (Vf)gp*

rsin98_<p

A.13.3.3 Rotationnel

rota=V xa=(Vxa). e +(Vxa)e+(Vxa),es

1 0 . 1 Oag
(Vxa), = rsin @ 00 (apsin6) - rsinf Oy
1 Oa, 10
(Vxa), = rsinf Jp Cror (ray)

10 1 da,
(Vxa), =15 ) = 59

A.13.3.4 Laplacien d’une fonction scalaire

Vif =

102 G of n 1 9%f
00

-2 Y sing?L g/
r Or? (rf)+ 2sing 90 \™ r2 sin? 0 Op?

A.13.3.5 Laplacien d’un vecteur

Div(Grada) = V%a = (V2a)T87- + (VQa)eég + (V23)¢€¢

(A.192)
(A.193)

(A.194)

(A.195)

(A.196)

(A.197)

(A.198)

(A.199)
(A.200)

(A.201)

(A.202)

(A.203)
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2a, 2 Jag  2agctgl 2 Oay,

2 2
= —_——— = = — —* A.
(v a)T Vi r2  r2 96 r2 r2sinf Op (4.204)
9 2 aar ag 2cosf Oay,
_ _ ¢ A2
(V a)‘9 Vias + 5 r2 00  r2sin2f r2sinZ0 Oy (4.203)
9 ayp 2 Oa, 2cosf Oay
= — —_—— A2
(V a) Viag r2gin%0 + r2sinf Ay + r2sin? 6 Op (4.206)
A.13.3.6 Composantes de (a-V)b
(Gradb)-a=((a-V)b),.-e.+((a-V)b), e + ((a-V) b)d> €y (A.207)
ob,  ag Ob, a, Ob.  agby + ayby
—a, 20 — A2
(@-V)b), =a or + r 00 + rsinf dp r (A-208)
Obg ag 8b9 Qyp Oby agb, a@b@ ctg 6
. b), =a,— -— — A2
((a-V)b)y=a or T r 00 + rsing dp + r r (4.209)
ob ag Ob a, Oby, ayb. a,bsctgl
. b) =a—2 + <=2 £ £ £ A.21
(a-V) )‘/’ oo + r 00 Jrrsmé’ Oy ,t r + r ( 0)
A.13.3.7 Divergence d’un tenseur
DivT:V~T:(V-T)T€T+(V~T)9€9+(V~T)¢€¢ (A.211)
10 1 0 1 0T Too + T
T), = —— (rT T o L A.212
(V- T), r2 Or ( TT) o sng 7sin 6 00 (Tor sin ) + rsinf Oy r ( )
1 0 1 0 1 0T, Ty, Ty,,ctgh
-T), = =—— (2T T 4 — TP D (A21
(V-T), r2 Or (T Te) + 7sin 6 00 (Too sin0) + rsinf Oy + r r ( 3)
10 0 1 0T T T, ctg
-T) === (2T T e, e TP 0T (A214
(v )*" r2 Or ( T(’D) T sno rsin @ 00 (Top sin0) + rsinf  Jy * r r ( )

A.13.4 Equation de continuité

A.13.4.1 Coordonnées cylindriques

avr 1 avzp avz U’I‘ _
ar +;a—gﬁ+ 92 +7—0 (A.215)

A.13.4.2 Coordonnées sphériques

ov, 1 Ovg 1 v, L 20, . vg ctg 6

or ' r oo * rsinf Oy r =0 (4.216)
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A.13.5 Equation de Navier-Stokes

A.13.5.1 Coordonnées cylindriques

ot

0

or

O0vy
ot

10
(;E(T%)) +
m [1 02
+ 3) LQ dpOr

ov,
or
10p

p 0z

(rvg) + 2 97
ov,

vy OV
ot

Yo vz | Ov:
r Op Y2782

L0 (.0v=] |
Tar

T [; or
(rup.) +

2
+(e+3) [% 8387’

Ur

1 0%v,
N r2 Op?
1 821)90
r 820p

1 8%v,
r2 0p2 12 Qp

1 0vy,
<;8—w> "

1 821)@
r2 Q2
1 621)(/,

n 0%v,
0z2

ANNEXE A. COMPLEMENTS

2 Ov,

n 02v,
0z2

0%v,
oroz ] e

(A.217)

2 Ov,

2 n ?v,
r2 Oy 072
1 9%v,

+ r &paz] e

(A.218)

0%v,

022

] + f- (A.219)
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A.13.5.2 Coordonnées sphériques

ov, n ov, L e
ot " or T 00

19p n 1 0? (ron) + 1 9%v, 1 9%v,
———=tv|-= (rv,) + =
p Or r Or? r2 902 r2sin? 6 Op?

vy OV,

vy Ovp U?P + vg
rsinf dp

r

ctg 6 Ov,.
r2 00
v,  2vu,  2ctgd

1290 r2sind dp 2 12 }

Her D) o (G ) + g G

S0 o \rag " Sme))

(A.220)
Ovg , , OV  Veve , vy Oug
Or  0r0f rsinf dp r r
1 Op 182( )+1a2u@ 1
et AT el il
rp Op rorz VT2 g2

VrUg U?@ ctg 6

821)9

ctg 6 vy
r2sin? 0 Op?

r2 00

+3%7 2cosl 8&7 Vg
r2 00

r2sin’@ 0¢  r2sin?6

N1 & 0 1a[(1 89,
+(e+5) [r3 aoor 00 vosinf)

256 \ 590
10 1 Ov,
+ﬁ%<sm9%)]+ﬁ’
Ovy O0vy

Ovp o, e W00 Uy OV Vv,
ot or r 00  rsinf Oy r r
1 Op 1 02 1 8%, 1 0?vy,

T rpsind dyp + V{;W (rvg) + r2 962 + r2gin? 0 Op?
2cosf Ovg

(A.221)

Ve, Ctg 0
+9¢>g

ctg 6 v,
2 90
2 Ov, Ve
r2sinf ¢ | r2sin0 dp  r2sin’ ®
1 92 1 9? ,
+ (€ + g) |:T3 sin 6 Opor (rFer) + (rsin0)2 9l (ve sinf)
1 d%v,,

* rsn0)? aw] fe

(A.222)
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