Philippe Bouillard

Introduction (1)

» Résistance des matériaux ou
M écanique des structures

» Objet de la mécanique des structures
- concept de dimensionnement




le dimensionnement vu par le papa de Calvin ...

COMMENT ON CONNAIT LE
POIDS MAXIMAL.,

ON FAIT PASSER DES CA-

MIONS DE PLUS EN PUUIS

LOURDS JUSQU' A CE QUE
GA CASSE.

PUIS ON PESE LE
DERNIER CAMION ET
ON RECONSTRUIT
LE PONT-

i Calvin and Hobbes

approche purement expé&imentale ...

essal de chargement
avant mise en service

(80 camions
= 1300 tonnes!)

Pont de Normandie
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Introduction (1)

» Résistance des matériaux ou
M écanique des structures

» Objet de la mécanique des structures
- concept de dimensionnement

 Lesoutils de lamécanique des structures
— lois de lamécanique (cf. cours MMC)
— caractérisation expérimental e des matériaux

Introduction (2)

« MAIS...
— hypotheses smplificatrices
—art del’ingénieur

» champ d’ application trés vaste
— constructions (génie civil ou béatiments)
— mécanigue (machines, moteurs, avions)
— chimie (réservoirs, chaudieres)
— électricité (cables, pylones, centrales)
— physique (physique du solide)

— matériaux (physique des matériaux)




batiments ...

J. von Spreckelsen, La Grande Arche de la Défense, Paris, 1982-89

http://www.bouygues.fr

ouvragesd'art ...

Pont sur le Tage, Lisboa




constructions mécaniques ...

Flux de contrainte dans arbre mécanique

A. H. Burr, Mechanical analysis and Design

réservoirs ...




silos...




panneaux solaires...

biomécanique ...

Y.C. Fung, Biomechanics, Springer-Verlag, New York, 1990




 Etude
— delarésistance,
— delarigidite,
— desinstabilités.

Introduction (3)

larésistance ...

e - 7 {0




larigidité...

ES

E. Beaudoin & M. Lods, Ecole en pleine air a Suresnes, 1932-35

P. Gossel & G. Leuthaiiser, L’ architecture au X X*™ siécle, Taschen, 1991

lesinstabilités ...

Casa Grande Ruins, Hohokam village, Arizona, USA, 12¢me siecle




Introduction (3)

 Etude
— delarésistance,
—delarigidite,
— desinstabilités.

» Deux aspects
— lavérification,
— |le dimensionnement.

Veérification des structures

* étant donné un piece dont les dimensions sont
fixées, quel est le degré de securité structurale ?

— quelles sont les actions ?

— quelles sont les caractéristiques matérielles ?




Dimensionnement des structures

étant donné un degré de securité exige, quelles
sont les dimensions optimales a donner a une
piece ?

— avant-projet

— vérification

— itération

C’ est une démarche de conception

Plan du cours (1)

* Introduction
— rappels de mécanique des milieux continus
— notion de sécurité structurale
— actions sur les structures
— appuis et liaisons
— éléments structuraux

— lapoutre




Plan du cours (2)

o lere partie: anayse élastique
— traction et compression
— flexion smple
— flexion cisaillante
— flexion gauche
— flexion composée
— introduction alatorsion
— calcul des déplacements
— introduction aux systemes hyperstatiques

Plan du cours (3)

« 2éme partie : analyse limite
— propriétés mécaniques des matériaux
— traction plastique
— flexion plane plastique
— charge limite de structures hyperstatiques

e 3eme partie: instabilités
— flambement de piéeces longues
— instabilités énergétiques




Références bibliographiques

» Ouvrage de référence principal
— F. Frey, Analyse des structures et milieux continus. Vol.2:
mécanique des structures, Presses polytechniques et
universitaires romandes, Lausanne, 1994

o Systeme d’ axes et convention de signe

— C. Massonnet & S. Cescotto, Mécanique des matériaux,
De Boeck Université, Bruxelles, 1992

» Autres ouvrages (exemples)

— A. H. Burr, Mechanical analysis and design, Elsevier,
Amsterdam, 1984

— G. M. Seed, Strength of materials, Saxe-Coburg
publications, Edinburgh, 2000

Renseignements pratiques

Localisation : Service des Milieux Continus,
Bét C, 87 Av. Buyl, 4éme étage

Serveur Web : http://www.ulb.ac.be/smc
e-mail : philippe.bouillard@ulb.ac.be
Notes de cours

Modalités d’ examen




L’ examen n'est pas
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un jeu de hasard

ni un test de connaissances

L’ examen est |’ occasion de démontrer vos
compétences.

2 - Securité structurale




Rappel s de mécanique des milieux continus

Notion de contraintes

L ois fondamentales et équations d’ équilibre
Notion de déformations

L ois de comportement
Probleme généra del’ élasticité
Théoremes des travaux virtuels

Notion de contraintes

facette dA




Notion de déformations
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Notion de déformations

Oy=-0x=0p

Déformation angulaire Gy 18y
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Lol de Hooke
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G Modéle étastique linéaire
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Loi de Hooke + effet de Poisson

Notion de sécurité structurale

» Définition
— toute structure doit étre congue de maniere a
résister, avec une mar ge appropriée, al’ ensemble
des sollicitations prévues durant les périodes de
montage et d ' exploitation b duréedevie

» Conception

— conception, calculs, exécution et entretien doivent
garantir une securité convenable des structures
contre lors mise hors service.




Securité structurale : incertitudes (1)

e sollicitations en service << sollicitations de ruine

» coefficients de sécurité = réserve + incertitudes

— actions : intensité, durée, statique-dynamique, point
d application, ...

— dispersion des propriétés mecaniques :
défauts, contraintes internes, ...

— modification des propriétés mécaniques avec le temps :
vieillissement, corrosion, ...

Securité structurale : incertitudes (2)

— modification des propriétés mécaniques avec le
temps : vieillissement, corrosion, ...

— imprécisions sur les dimensions :
tolérances de mise en cauvre, ...

— incertitudes sur lamodélisation :
hypotheses simplificatrices, calculs approcheés, ...

— malfagons diverses

» seule méthode valable ...
|” expérience grandeur reelle




Conception déterministe de la securité

» Coefficient de sécurité global

— S(gQmax N service) P ruine
— définition non satisfai sante

» Méthode des contraintes admissibles
— hypothese de linéarisation (geéomeétrique et materielle)
0S max €N SEVICe = Sine
— le critere de dimensionnement devient
Smax €N service £ Snindg
— exemple : acier courant

Conception semi-probabiliste

 Notion probabiliste de la sécurité

— historique : CEB 1953, CECM 1978,
aujourd’ hui Eurocodes tous matériaux

— Vise a une sécurité mieux définie
« lavérification des contraintes admissibles ne suffit pas
* tenir compte des incertitudes de maniére probabiliste

* attention alatransposition des regles

— exemple du treillis articul é




Etats limites

o Définition
— état dans lequel une structure n’ est plus apte aremplir
lafonction alaquelle elle est destinée

« Etats limites ultimes (ou deruine) - ELU
— ruine, effondrement, structure hors d’ usage
« Etatslimites de service (d utilisation) - ELS

— structure inutilisable, dangereuse mais r écupérable

Etats limites ultimes (ELU)

* rupture : contrainte excessive,
matériau déficient, boulons

 perted équilibre global
* instabilités

* rupture par fatigue

* rupturefragile

* déplacements excessifs




Etats limites de service (ELS)

structure trop déformable

déplacements |ocalement excessifs

vibrations exagérées

fissuration excessive

dégradations

Calculs aux états limites

 but : maintenir la probabilité d ' atteindre
un état limite inférieur a une certaine
valeur

Etat limite | En service En coursde
montage

ELU 10° 410*
ELS 5102

* approche semi-probabiliste




ELX : valeurs caracteristiques

Notations: indice k

les résistances caractéristiques
(propriétés mecaniques au sens large)

les actions caractéristiques

lavaleur caractéristique a une probabilité fixée
pour que les valeurs effectives soient

— supérieures pour les résistances
— inférieures pour les actions

ELXx : valeurs de calcul

Notations: indice dimou d

autres facteurs d’ incertitude : coefficients de
pondération

— facteurs de résistance (£1)

— facteurs de charge
(31 s défavorable, £1 s favorable)

condition de sécurité:
Sd £ Raim




Actions sur les structures

e statique - dynamique

* charges permanentes (poids propre)
 charges d exploitation (foule, neige, vent, ...)
 actionsindirectes (T, tassements, fluage ...)

* actions dynamiques (vent, machines, ...)

* actions exceptionnelles (chocs, séismes, ...)

équilibre global ...




action du vent : effets statiques ...

» dépend de lagéométrie, de ladirection, ...
e actions statigues (pressions, dépressions)

‘h

G / 9 = Cuq,

actions du vent :
effets dynamiques ...




echauffement

—
actions indirectes : _

effets de température ...

rafroidissement

actions exceptionnelles : séismes...




3 - Appuis et liaisons

Appuis et modélisation

appuis usuels:

— appui adilatation (rouleaux)
— articulation

— encastrement

Isostaticité des appuis
réactions de liaison

modélisation : schéma statique




appui a dilatation
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articulation

articulation ...




articulation ...

Plan

Espace

encastrement




encastrement ...

Al ErEtE a AecEWTIF (P prtes e 0 aiures e,

»v

réactions de liaison 2D

Rouleau Articulation Encastrement
M, 0
x, u
Grandeur u#0 |v=0|0#0 |u=0|v=0]|0+#0 |u=0]v=0|0=0
cinématique
Grandeur A, =04, +£0\M=0[A4,#0(A4, #0/M =04, #0(A4,#0|M#0
statique

" Appuis usuels (cas plan).
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Structures composees (liaisons)

définitions

organes deliaison

force deliaison

analyse des structures composees




liaisons

Etude d’une structure composée: (a) donnée; (b) extériorisation des seules réactions; (c) dislocation extériorisant les forces de

liaison et les réactions.

organes de liaison ...

(assemblage Gangnail)




organesdeliaison ...

Eléments structur aux

 Lesstructures peuvent étre (grossierement) classéesen :
— solides 3D : aucune simplification
— coques (minces ou épaisses) : N, + T, + My,
— plaques (minces ou épaisses) : T, + M,
— membranes (états plans, état axisymétrique) : N,
— poutres ou arcs (minces ou €paisses) : N, + T, + M, + ...
— barres: N, uniquement

— cables: N, > 0 uniquement




, _ h
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flexion i d 1 effet membranaire +
+cisallement === U/ flexion + cisaillement
B\74

les coques peuvent étre planes !

structures en barres ...

Pont de chemin de fer sur le Forth, Edimbourg, Ecosse, 1890

2,5 km, portée 521 m




Structures en poutres ..
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Max Berg, Jahrunderthal a Breslau, 1911-13

P. Gossel & G. Leuthaiiser, L’ architecture au XX®™ siécle, Taschen, 1991

structures en plagues ...
ny

P. Schneider-Es eben, Garage a Dusseldorf, 1949-50

P. Gossel & G. Leuthaiiser, L’ architecture au XX*™ siécle, Taschen, 1991




structures en Coques ...

arch. E. Saarinen & eng. F. Severud, Université de Yale, 1953-59

P. Gossel & G. Leuthaiiser, L’ architecture au XX*™ siécle, Taschen, 1991

4 - La poutre




La poutre ;. géométrie

engendré par une figure plane A de sorte que

— le centre C parcoure une ligne donnée (axe ou fibre
moyenne)

— A reste constamment normal a cette ligne

— lesdimensions de A restent petites devant lalongueur

la section A varie de maniére lente et progressive
s |"axe est droit, la poutre est dite prismatique

principe de la coupe : section droite

La poutre ;. géométrie

section droite

— e mm —— e
o R i —
- — —_=n

Géométrie d’une poutre.




La poutre : nature des forces internes

Coupe S dans une poutre AB b liaisons

Résultantes internes : 3 (2D) ou 6 (3D)

Orientation des axes et des résultantes

EffortsinternesN, T, M

Conventions de signe

forces internes -sollicitations




schéma statique

conventions de signe

e N> 04 traction
« M > 049 fibrestendues versle bas
» T >0 lorsque la partie droite descend

GQJL.“‘)




définition des sollicitations (2D)

Effortstranchants T, = Qt ydA

M oments fl échissants

Effort normal N = Qs xdA
T, =t oA
MZ=QsXydA My=Qs (ZdA

Moment detorsion | M, =M = Q(t Y- thz)dA

Poutres prismatiques planes

| sostaticité - hyperstaticité

Principe de superposition

Relation Moment fléchissant-Effort tranchant
Exemple : poutre uniformément chargee

Exemple : poutre a charge concentree




| sostaticité - hyperstaticité

Y

Extérieurement 1 1 H H
(appuis)

Intérieurement I H I H
(poutre)

Globalement 1 H H H
(structure)

. Isostaticité (I) et hyperstaticité (H).des poutres (cas plan).

Relation M-T

équilibre de trandlation vertical

Y T - T+q(x)dx+T+dT =0
A L ar a0
4 dx

équilibre de rotation vertical
dx
2
dM
& =

-M-dM =0

M +Tdx - q(x)dx

T




Déformée des poutres planes

» déformee ou ligne élastique

e quelques regles simples
—pointd'inflexionb M =0
— les angles sont conservés aux noauds rigides
— respecter les conditions cinématiques

— la portée d' une poutre ne varie pas

exemple : portique




Les cas de sollicitations

N T, T, M,
10 0 0 O
0O 0 0 O
0 0 0 O
10 10 0 O
0 1010 O
0 0 0 10

M, M,
0 0
0 0
0 *0
0 0
10 10
0 0

dénomination
tractionsimple
flexionpure
flexionsimple
flexioncomposée
flexionoblique
torsion

5 - Traction et compression (simples)




Traction et compression (simples)

* définition
] e * iv x
e
| P
3 | aire A ]
- :_!- —'_I;\;.'-

Sollicitation & I"effort normal

Traction et compression

« méthode inverse
— on postule le tenseur des contraintes

— on véifie les équations d équilibre
— et les équations de compatibilité (1)
 postulons

s 05

t i =¢C : avec s constant
e0 Og




Traction et compression

« équations d’ equilibre en volume

satisfaites avec f;=0

* équations d’ équilibre en surface

sLA=NL | estenéquilibreavecN
» calcul des déformations évanouissantes
Br 0 0 9
a; :g 0 US/E 0 :
§0 0 -Usps

Traction et compression (simples)

* eguations de compatibilité

dijkd pqrﬂjqakr =0

est satisfait puisque a; est constant

o calcul du champ de déplacement

S

e, =1
X
u= Ex +A(CL))

Uvax = EA

NL




Securité des pieces tendues (comprimees)

» méthode des contraintes admissibles (déterministe)
- ‘S ‘ £s adm

» méthode des états limites
—ELU  |54/£S4nm

—ELS Ug| £ Ugipy

« ATTENTION : compression b flambement !!!

Securité : exemple

barre en acier soumise a N uniquement

méthode des contraintes admissibles

N S
- S:XESadmzie

méthode des états limites
—ELU: |Ng=giNP s, :g;I\IESdim

valeurs usuelles (acier) :
— | Sqm =Se®0r=g=15

ccl : securitéidentique dansles 2 cas




Dimensionnement

N
S =—
A
A est lemodule derésistance en traction/compression
NL
u=—
EA

EA est le module derigidité en traction/compression

Prise en compte du poids propre

 poidslinéique p=r gA ,
e effort normal N=P+px I *l

s _P+px

X A i- '”_/::f:‘;'?1 q . .
e Sécurité déterministe

_ S« ES agm




Poutre d’ égale résistance

s (A +dA)=sA +rgAdx
sdA =r gAdx
dA _ 94
A s

A=A, expgaElrgo

Poutre composée de 2 matériaux

2: A, By _1: Ay, By collé ?
o2
AT iy y v st
&1 . ‘1*::_'_—_1_-?‘."’* -
I N i
Section Coupe Vue

@ )

Pidce composce de deux matéria et soumise  traction.

1 équation d' équilibre
N=N;+N,=A,S+A.S,

* 1 condition cinématique nécessaire




Poutre composée de 2 matériaux

« condition cinématique e;=€,

(%2]
-

S,

N
EA, EA,
Np=N— =P g, =N 2Rz
EA, +EA, EA, +EA,
S 1= mets 5 = &
Ay A,
NL
u =
EA +EA,

= m

1 E2
N2

Poutre composée de n matériaux




Pieces composées acier-béeton

» application de pieces composée de 2 matériaux

 adhérence béton-acier suffisante - calcul élastique

(a)

®) ©

@

©)

®

Coupes de pieces composées acier-béton ; (a)-(d) colonnes : (a) poutre laminée enrobée (protection contre
I’incendie), (b) béton armé (armatures longitudinales), (c) et (d) tubes remplis de béton ; (e)-(f) tirants : (e) tirant avec
armatures passives ou barres de précontrainte, (f) tirant avec cible de précontrainte sous gaine.

Pieces composées acier-béeton

uivalence

_E, coefficientd’é&
" E, rapportéal acier
E S
s,=—23s, =ns, b s, =-2
a Eb b b b n
N=S,A, +5,A, =5 A, + 3200
N:sa?a+%9=saﬂa
ng
N S, NL
S,== Sp,=—" U= —
A, n E.A,




Principe de la précontrainte

e un matériau atteint salimite de résistance,

» 'autrepasb $ réserve derésistance

o exemples

— précontrainte de compression : béton, boulons HR

— précontrainte de traction : cables, ressorts

Pieces a fils adhérents (prétension)




Prétension : modélisation

L/2 (initial) ]

i

Mécanique de la précontrainte par fil adhérent
(1: zone de mise en compression uniforme, illustrant le principe de Saint-Venant).

Observations de Saint-Venant

—

. gI h X % .

I I
CQL—\/\'%\_

Principe de Saint-Venant,




Observations de Saint-Venant

¢ 0N montre par expérience et par calculs
— ‘aune distance de I’ extrémité égale ala plus
grande dimension transversale de lapiece, la
répartition des contraintes normales sur une
section droite est pratiquement uniforme’

* vra pour toute perturbation locale

— par I'introduction de force (force concentreée,
appui, cordon de soudure, ancrage, ...)

— dans latransmission des efforts intérieurs
(variation de section, trou, jonctions, ...)

Principe de Saint-Venant

« Dans la section droite d’ une poutre, la
distribution de contraintes due a un systeme de
forces, appliquées a une certaine distance de cette
section, ne change pas si |’ on substitue a ces forces
un autre systeme, provoquant les mémes efforts
intérieurs ; seules changent, sur une longueur égale
a une a deux foisla plus grande dimension
transversale de la poutre, les contraintes locales
provoquées par I’introduction de forces. »




Sint-Venant : remarques

e contraintes et déformations ne dépendent donc
que des efforts intérieurs (sollicitations)

* ne permet pas d analyser les zones local ement

perturbées

« validité du principe de Saint-Venant
— poutres massives
— pas poutres a parois minces ni poutres en treillis

o étape 2
=(2)

o étape4d
#(4)

Prétension ;: modélisation

N,=P N},=0
S azﬂ S,=0
Aa
NII PEaAa _ PEbAb
? EaAa + EbAb ° EaAa + EbAb
a a b n




Prétension ;: modélisation

 superposition

Ng — Nla+Nlla NO - NIIb

, .. ) SfS\):S'af|_S'|a ngsnb
o ¢dtat de sollicitat Corrrreroe

e état d’ autocontrainte

N3 +Np =0

Prétension ;: modélisation

 application d’ une force extérieure Q

s =P P,Q
Aa Aa Aa
s,=- P+ Q
NA, nA,

leur résistance




Pieces a fil s sous gaine (post-tension)

I
1 1E7e -3
i |3
| e .
i | - [— - -_ i
_I, il g |"_H'
o e ey ==
=~ <
1:cd 171 |
LI 1 | 1

Post-tension ;: modélisation

 effort detraction al’ étape 2

No=P NQ=-P
s0=" go=_P
L A
-appllcatlor)rd—unea‘béﬁeee)@eﬂeu?eég
=P - PL O
A, A, A, nA,




Propriétés de la préecontrainte

E\a>>AaD P>>Q.:P etP>>9
A, A A, A

laforce extérieure modifie peu la précontrainte

a a a

pertes : stabilité dans le temps

— béton+ 15 % b acier atres haute résistance

Effets thermiques

barre homogene, température initiale T,

a = coefficient de dilation thermique (1/°C)

— Qe = Apgon = 1.210°/°C

éévation uniforme de température DT=T,-T,

dilatation thermique

e, =aDT




Effets thermiques

o structure libre de se dilater, pas de contraintes

« s dilatation empéchée (structure hyperstatique)

FAa

(a)

®

©

1X hyperstatique

uys, =aLDT

N = EAaDT

e +e, =0 P aDT+Séh:0 b s, =-EaDT

Tubes ou anneaux

* définition : poutre d axe circonférentiel
« chargement radial P symétrie de révolution

@

()

Anneau




Anneaux : modélisation

 équation d' équilibre

/2
- 2N+2(§ grsinada =-2N+2gr=0

N=qr
 dimensions section droite << épai sseur

_ar
Sq @cst—K

2
e :Sﬂ:lb u, :eqr:CIr
E EA EA

q

Tubes libres de se déformer longitudinal ement

« Sit£1r/10 e

_pr

S
T

Tube libre de se dilater axialement.

(formule des chaudiéres)

* déplacement longitudinal (effet de Poisson)

e, =-ue, P uZ:-ueqL:-uE




Récipient sous pression

(T

Récipient cylindrique sous pression interne

T dolulrsul 1e1ulniu F=pr<p

 contrainte longitudinale dans I’ anneau

= F :E::L

S, =—— S

Récipient sous pression

z et g sont les directions principales

- pEs, £0Q0ets, <<s,

état de plan de contraintes

— permet le cacul de g; et y,

Saint-Venant

e vra " matériaux




Tubes longitudinalement indéformables

* contrainte circonférentielle
— cf. récipient sous pression

« contrainte longitudinale
— état plan de déformation (e,=0)
— matériau éastique isotrope

S, =US,

Tralllisarticulés

 définition

— ensemble de barres assembl ées les unes aux autres
par aleurs extrémités articulées

— noaud = points de rencontre des barres

» schéma statique
— articulations parfaites
— axes concourants
— actions aux noeuds




Treillis plans

YAVAVANIRVAVAVAR G =S
DX KKKDI

I |

®)

©

T

Treillis plans: (a) fermes; (b) poutres en treillis en V, en V avec montants, en losange, en K, en croix de St-André; (c) poutre
en treillis en N (s: membrure supéricure; i: membrure inférieure; d: diagonale; m: montant).

Treillis spatiaux

©

Treillis spatiaux: (a) poutre; (b) mit; (c) coupole.




Geométrie
o triangle = cellule de base du treillis

e tralliscarré est instable

Condition nécessaire d’ isostaticité

e 2D:b+r=2n (3D:b+r=3n)
e b=#barres, r = # réactions, # noauds

e attention aux mécanismesinternes!!!

Treillis rigide et mécanisme.




Equilibre aux ncauds

— isoler un noaud en coupant les barres qui y abouti ssent
— extérioriser les efforts normaux et les efforts extérieurs
— écrire les équations d' équilibre

NG S
@) (b) ©

Equilibre ’'un nceud: (a) coupe autour d’un nceud; (b) schéma du neeud isolé; (c) polygone des forces (fermé).

Coupe de Ritter

* principe de lacoupe b équilibre des fragments

 coupe de Ritter
— calculer lesréactions
— coupe idéale : coupe 3 barres, 1 seule inconnue

‘Q
NB
—
A ﬁ‘ B
- Ny
1’4» Ny
N2H

(©)

Treillis 4 résoudre par coupes: (a) coupes; (b) fragment de droite isolé par la coupe S,; (c) fragment de gauche résultant de S,




Coupe de Ritter : exemple

effort danslabarre 1

hN; -cQ-4cQ=0pP N;=5cQ/h

S N

A e

Coupe simple S, et fragment de droite isolé.

Coupe de Ritter : exemple

effort danslabarre 2

S,
{

N
T 9 y -
' J_, st
Ng

A

K

Coupe simple S, et fragment de droite isolé.




Quelgues noauds particuliers

. 1 ' 2 ¥ \
2 \/i_ 12
1// ~ A d
3
» \ » * e 3\
Géométrie .
Barres Barres 1 et 2 Barres alignées
alignées alignées deux a deux
Propriété N, =N, N, =0 N, =N, N, =N,
N, =0 N, =0 N,=N,

Neeuds particuliers.

Barres a effort nul

Barres a effort nul.




* pompe

[llustration des pieces tendues

(a) Oil-field pumping unit with crank at 2:30 o’clock position. (b) Bottom view
of output shaft of gear reducer.

e treillisarticulés

engins de levage

Illustration des pieces tendues

ponts métalliques




Illustration des pieces tendues

* ponts suspendus

Illustration des pieces tendues

* ponts haubanés




Illustration des pieces tendues

» buttons et tirants

T
""""""

o :

I N
s

Ll ]
bl %

-
e 1
R
o e
3 ;
- L T |
= -l

Illustration des pieces tendues

 effet thermique
dans les chaussées

il
1

=

I8
Il

o




[llustration de la formule des chaudiéres

e contraintes circonférentielles dans les vaines

stres:

strain

and zero-stress state were «x =0,
then at 100 mmHg: stress

0-C0

6 - Flexion pure




Flexion pure

 définition : flexion pure ou circulaire
— poutre soumise aM constant
—T=dM/dx b T=0()

CA B E c D F
c',‘*’ Kn , _ @? a“ e il b

o i D i
(LT e BT IR

(a) (b) Qa

Flexion pure (M constant) et fiexion simple (M variable).

Hypothese de Bernoulli

* hypothese cinématique
« les sections planes restent planes »

v H
! K
L o
\ A A
s K
¥ &

La poutre fléchie de R. Hooke (De Potentia Restitutiva, 1678).




Bernoulli : mise en éguations

] S l
7 x ds _ s
T > = ds — =
a:-):_o ¥ g -y Ry
e Gun— |
ds
WW—rs5 e, =—
= Y S
R
Y E |axeneutre -y
= e =
= R
= y
=
17

R, est le rayon de courbure

Méthode inverse

* supposons le matériau éastique linéaire
(P s,=Ee)

* postulons e Ey o9
Gi=¢ Ry =
0 O0p

 eéquations d’ équilibre de translation en volume
— ﬂjt i +fi =0 &atisfaitesavecfizo

* équations de compatibilité satisfaites
—car t;; linéaire




Equilibre de trandation en surface

équations d' équilibre de trandation en surface

E
Ry

N:QstA:— deAzo

or. | QYEA = YoA

N=0Pb y=0enG!

Ty=QthdA=0 Tz:thszzo

Equilibre de rotation en surface

équations d’ équilibre de rotation en surface

E . y2dA = - E
Ry Ry
|, = moment d’inertie (géomeétrique) autour de I’ axe z (m?)
£
yz
Ry

z

M, :stydA:-

_ A _E . _
M, =Q- stdA—RyQysz—

l,, = produit d’inertie

M, =Qlt,,y-t,,zdA=0
X Q(XZ Xy)d




Flexion plane

. My =0
— flexion dans |e plan Oxz uniguement
. IyZ =0

— axes principaux d’inertie

Calcul des contraintes

o calcul du rayon de courbure 1__M
R, El,
 calcul delacontrainte normale
Ey My

s, =Ee, =-

I:> Sx:T

(éguation de Navier)
« s =0eny=0:déinition del’ axe neutre

y




Sécurité des pieces flechies
contraintes extrémal es aux fibres extrémales

— I\/Iysup/inf

X
I

—|S

(équation d’ équarrissage)

méthode des contraintes admissibles (déterministe)

_ Mysup/inf
S suptinf = L

+/-
£S am

z

méthode des états limites
— ELU S gsuprint ES;Fd/r;1 & ELS
ATTENTION : fibrescomprimées b déeversement !!!

Dimensionnement

Y suprint

| /Y supiint €St € Modul e de résistance en flexion

1_ M

R, El,

Elz est le module derigidité en flexion




Forme rationnelle

My L .
. sX:I— minimiser s, P maximiser |,
z
. . N 2 . .
e or, maximiser I, |l;=QYdA| b maximisery
* profil idéa
I ﬁadﬂg A
28 2g 2 i
_‘__._1‘__ —{h
o 0 _ah 4l
ysup/qu 2

—_—

h=2/3

Rendement geométrigque

he : I/ysup/mf
I/)/sup/mf th
////
h»1/2 h=1/3

09




Remarques (1/3)

o limitations du profil en |
— progres du laminage
— encombrement transversal des sections
— largeur efficace
— résistance au cisaillement
— corrosion

o facilité de mise en cauvre du profil rectangulaire
— matériaux peu onéreux (bois, béton)

Remarques (2/3)

 position de |’ axe neutre
— sections dissymétriques
— S 4m €gaux en traction/compression b section symeétrique
— S gmdifférents b calcul delasection optimale

» axefort - axe faible d’ une poutre fléchie

 aucun axe de symétrie : attention alaflexion gauche

» Bernoulli : valable méme si non homogéne transversal
(BA, boais, fibres)




Remarques (3/3)

déformation transversale :
effet de Poisson

Déformation de la section droite due au coefficient de Poisson
(1: axe de la poutre ; 2 : axe neutre; 3 : surface neutre).

Moments d’ inertie geométriques

 lathéorie delaflexion fait apparaitre des moments
d inertie géométriques

(analogie des moments d’ inertie du mouvement du solide plan mais ne pas confondre)

— — 2 - — ;2 \
ly =1.=qQY dA I, =1y, =¥ dA |yZ:Qysz

* |;; est untenseur d'ordre 2 (et en ales propriétés!)




Moments d’ inertie des figures planes

« moment d’inertie par rapport aux axesx ety

I = Qysz l, = Q(ZdA (toujours > 0)

 produit d'inertie

« moment d'inertie polaire

Iy = (\)XydA (nul si axe de symétrie)

b= dA | =1+l

Moment d’inertie d’ un rectangle

2n oo o _bh?
bease:(y dA:O/ bdy:?
A 0

Calcul du moment d’inertie d’

I xcentral — O/

% bh3
dA = ¢y’bdy ==
\ 12

2




Formule de Huygens/Seiner

— 2
l, =1, +b%A
— 2
l, =1, +a’A
iy = lioye +aDA

- Théoréme des axes paralléles.

|, et I, sont donc minimaux au centre

Calcul par déecomposition

 décomposition en somme algébrique

N . Autre décomposition de la section en
Section en I, somme de trois rectangles. P




Axes principaux d’inertie

« momentsd'inertiel, et |,
extrémaux
* produit d'inertie |, nul
— s un axe (au moins) de symétrie
 détermination des axes
principaux par loi de
changement d’ axes
(cercle de Mohr)

Axes principaux centraux du profilé Z8.

Poutres composees de 2 matériaux

Ba:& i:_ M"' Sazﬂ szsia1
n RV Ea|a Ia n

@ 3 ® © @

Flexion plane d’une poutre faite de deux matériaux (plan de flexion vertical) :
(a) section droite (1: dalle de béton; 2 : profilé en acier; 3 : plan de flexion); (b) plan des dilatations (élévation) ;
(c) plans des contraintes (€lévation) ; (d) section droite équivalente en flexion (4 : acier équivalent ;
G : centre géométrique de la section tout acier).




Effets thermiques

 un gradient de température fait apparaitre une
déformation de flexion

Illustrations des poutres flechies

« flexion des poutres de construction




I1lustrations des poutres fléchies

* revétements routiers sous poids des essieux

COMPrasson _ ]

% g0l ou plate-forme support

I1lustrations des poutres fléchies

o flexion d’un arbre mécanique

i




I1lustrations des poutres fléchies

* augmenter |,

ralsonnement intuitif

I1lustrations des poutres fléchies

» transmission des efforts de flexion




I1lustrations des poutres fléchies

411;?5 o -
negar S TN
=

7 - Flexion simple (cisaillement)




Flexion ssimple

e M1 0etT!O

e lardation |s.="Y | restevaablecar

IZ

— |’ effort tranchant perturbe peu les contraintes normales

— lacourbure est également peu sensible al’ effort tranchant

 |"effort tranchant est la résultante des contraintes de

cisaillement T, = Qt <y dA

Calcul des contraintes de cisaillement

* théorie de JourawskKi

« calcul del’ effort rasant car réciprociteé des
contraintes tangentiellest,, =t,,

largeur b lF
A

[\

[

]
}
@ ®)

" Mise en évidence des efforts rasants.




Effort rasant

comparons les assemblages de sections carréesax a

1] (2] (3]
sections @ et @ section ©
a* a(2a)’ .

l,=2— l,=

2=%0 25705 © est 4x plusrigide

3 2
l, _,a l, _al(2a) © est 2x plus résistant
Ymax 6 Ymex 6

Calcul del’ effort rasant

Equation d’ équilibre de trand ation horizontal

ATVdS=0
(en |’ absence de forces de volume f,=0) Q'

QTX<' S+ Q,T§X>ds+ QupeTX<”>ds+ Qa TiMds=0




Calcul del’ effort rasant

L 3 Y \
S?il;r:;tiq[s x(X + dX) -S xX]dS"' Qupet w3 AX =0  tangentielle en su

N T(-%) N T(X) h (n) h (n)
QTX ds+ Q.Tx ds+ Q)upeTX ds szTx dsSzx0

=0, pas deforce
rface

fix upe effort rasant

L IIs X _
Q X dS+ QBt wdl =0

Calcul del’ effort rasant

M
Supposonsque Sy = sz

Or, T
dM:TyD ﬂsley

N dx > |,

Dot St dr=- Y qydS
QB nxov T IZ Qy

(hypothese de Bernoulli)

z

-
QBt wdl = - i @ moment statique de S
z

valeur @__Tys(é)
moyenne o, 0




Théorie de Jourawski

* récapitulation des hypothéses simplificatrices
—f,=0
— pas de force de surface tangentielle
— poutre prismatique
— Bernoulli

— calcul de la contrainte moyenne

Cas particulier

» danslecasou AB est paralléle a Oz




Centre geométrigue et moment statique

 coordonnées du centre geométrique

X :Q(dA yc:deA
c C\?A QIA

ou apparaissent les

moments statiques

Centre géométrique C(x,,y.) d’une figure plane.

Sc=QVdA | |S, = ¢ydA

Moment statique

 coordonnées du centre geométrique deviennent

=S
A

Sy
X, =2
cT A Ye

¢ conseguences

— le moment statique de A par rapport a un axe passant par
le centre géométrique est nul

— le moment statique d'une surface d’aire S est égal au
produit del’aire S par la distance de son centre
géomeétrique al’ axe




Autres contraintes dues a Ty

e contrainte normale Sy

s )=~ e

o, toujours négligeable

* contrainte tangentiellet,,

113x +ﬂth +ﬂtxz
x Ty 1z

+f,=0

e montre que ﬂ.tnz ne dépend pasdez P que

t., estlinéareenz

Sections massives

e moment i 2 .
oment statique 5bydy-b&h 2o
. a olah
&)= b5~ V=8, yB—ayG

e calcul des contraintes b

fx :Laj_ yzg h G = = —_——
Y2l §4 p
3T,

max _ =
T, y Ty @ o

LN




Structures a parois minces

e Laformule de JourawskKi
C oo TS

Xxn »txn_ | @
. |

donne une bonne précision
pour les parois minces

e flux de cisaillement

effort rasant (N/m)

Section a parois minces ouverte

 Poutre prismatique at variable

TA9a iabl
rxn:-< S(&) jrariatle ‘

I\t

constant

z

t,, max. lorsque S/t max.

®)

Poutre 2 paroi mince et a section ouverte : (a) vue; (b) section droite; ¢ = £(s)
(et non pas t = t(z, s) : poutre prismatique !)




Sectionen U

b aF
. —
KR EE =
i l tmaxr l
i | I T
= F j;—_ff
1 ——
| e

Sectionen U

e contraintes dansles ailes

o S h
= tds=st—
S&) Qvtas 5

T,h
XZ 2|Z
S T,tb*h  resultante

) 4, aileinférieure




 contraintes dans |’ ame

Sectionen U

3 ﬂ 0(; 2+y— orrectiong
&) 2 W82 & 2 =¥ Rregligesblegy
Ty€lan® 0 bihu
Y Izéz 4 5 2tw3
Y 8, 2.t,
_Tya®,h’  bth®d
w |z§ 12 2 B
Sectionen U
e inertieen flexion
tW3 bth2< 3>
: négligeable
e conclusion:

R =T,

* solution approchée

-
—-_ Y
Y A
w




Section en |

 contraintes tangentielles dans |’ ame
t

[

tWm »7y
A, gl |
t max boo—
[
= |

Facteurs de concentration de contraintes

| :.'-

2] .|'|' L




Facteurs de concentration de contraintes

sous effort normal

S
K = max
! %nom
S nom = 4%d2

Facteurs de concentration de contraintes

sous moment fléchissant

K :Smax
t Snom

S nom = 32%d3




Section a parois minces fermee

* poutres tubulaires ou caissons

* lathéorie de Jourawski ne s applique pas
aisément car on ne dispose plus d’' un endroit
ou leflux de cisaillement a une valeur connue

apriori

Dé&formation due a I’ effort tranchant

* |"hypothese de Bernoulli pas rigoureusement satisfaite

E Y-o
2(1+u)

1
gxyzatxy avec G =

—_———— ——

t,, pasuniforme "
o |
les sections gauchissent i
— l
hypothése de Bernoulli t
généralisé




7 - Flexion simple (cisaillement)

Flexion simple

e M1 0etT!O

e lardation |s.="Y | restevaablecar

IZ

— |’ effort tranchant perturbe peu les contraintes normales

— lacourbure est également peu sensible al’ effort tranchant

 |"effort tranchant est la résultante des contraintes de

cisaillement T, = Qt <y dA




Calcul des contraintes de cisaillement

* théorie de JourawskKi

« calcul del’ effort rasant car réciprociteé des
contraintes tangentiellest,, =t,,

largeur b lF
A

@ - ®)

" Mise en évidence des efforts rasants.

Effort rasant

comparons les assemblages de sections carréesax a

(1] (2] (3
sections @ et @ section ©
4 3 ..
© est 4x plusri
Iz =22 Iz = A(%9) plusrigide
12 12
3 2 © est 2x plus résistant
3 T _a(ay P




Calcul del’ effort rasant

Equation d’ équilibre de trandlation horizontal
(en I’ absence de forces de volume f,=0)

QTdS=0

QTX<' S+ Q,T§X>ds+ QupeT)E”)dS+ Qa TiMds=0

Calcul del’ effort rasant

poutre
prismatique

QT X)dS+QT<X)dS+Q) T{"ds Q, T{MdS*0

=0, pas deforce

[s X +dx)- s x]dS+Q t «d/dx =0 tangentielleen su

‘“Sdeds G0
Q nx
fix effort rasant

\ﬂsx
Qﬂx

dS+

QL =0

rface




Calcul del’ effort rasant

M
Supposonsque Sy = sz (hypothése de Bernoulli)

or, dM s, T

= b
ax Y x|,

).t déZ-B‘ ds
QB nx IzQy

-
QBt Wl =- moment statique de S
z

valeur @_ T, 53
moyenne B /

D'ou,

Théorie de Jourawski

* récapitulation des hypothéses simplificatrices
-f,=0
— pas de force de surface tangentielle
— poutre prismatique
— Bernoulli

— calcul de la contrainte moyenne




Cas particulier

» danslecasou AB est parallée a Oz

Centre geométrigue et moment statique

 coordonnées du centre geométrique

A ) ydA
Xczq(A Ye = C}IA

ou apparaissent les

moments statiques

Centre géométrique C(x,,y.) d’une figure plane.

S =QVdA | |S, = ¢ydA




Moment statique

 coordonnées du centre geométrique deviennent

=S
A

Sy
X, =2
cT A Ye

¢ conseguences

— le moment statique de A par rapport a un axe passant par
le centre géométrique est nul

— le moment statique d'une surface d’aire S est égal au
produit del’aire S par la distance de son centre
géomeétrique al’ axe

Autres contraintes dues a Ty

e contrainte normale Sy

qT, (&)
sy(y)=- byT toujours négligeable
y

* contrainte tangentiellet,,

+fx =0

a_

e montre que| Tt= |ne dépend pasdez P que
t , estlinéareenz




Sections massives

* moment statique

S(c"51)=gzbydy=

bah? .0
264 V2
4]

o é] 61@ 6 o
=bc-- y+-coty==
S4) ¢ Yk, TY==4Yo
e calcul des contraintes b
er :Laj_ yzg h G = = —_—
2,847 5
o =§& v RO R A¢2
Yo 2A

Structures a parois minces

» Laformule de Jourawski
Sa)
I, (D
donne une bonne précision
pour les parois minces

=- Y

Xn

r

Xn »t

e flux de cisaillement

effort rasant (N/m)




Section a parois minces ouverte

 Poutre prismatique at variable
_ [TyS(a) \variable
ot

z

constant

t,, max. lorsque S/t max.

®)

Poutre 2 paroi mince et a section ouverte : (a) vue; (b) section droite; ¢ = £(s)
(et non pas t = t(z, s) : poutre prismatique !)

Sectionen U




Sectionen U

e contraintes dansles ailes

o] \S h
= tds=st—
S(a)=gytds )

e contraintes dans|’ame

T, h
XZ 2|Z
£ = babt T, th*h résultante
) 4, aileinférieure
Sectionen U

sa)

xy

max
ty

T, é1ah?
, 2k
Tyh

8l

T, a,

it

2 g

_@'Ft @_ Mg_'_ orrection Q
y% 2 ggfégngeaueﬁ

2

20 bthU

P 2twu

, T,bth
Ta,

bth2
2 B




e inertieen flexion

Sectionen U

tW h3 bth2< 3>
négligeable

e conclusion :
R, =T,
* solution approchée
t = L
Xy AW

Section en |

 contraintes tangentielles dans |’ ame

th

>

tWm » L EI ! 1
e |

max




Facteurs de concentration de contraintes

Facteurs de concentration de contraintes

i sous effort normal

et Ktzsm%
l&jﬂ:ﬁ\;\ S nom
'II'II"-\%.‘:_:{:—”. Snom —4%d2




Facteurs de concentration de contraintes

sous moment fléchissant

il Ky = > ma/
|i'.i','g S nom

| III'. ".:'.:}"-

RN S = SZW

[ s nom 3

HANNE pd
« U

Section a parois minces fermee

* poutres tubulaires ou caissons

* lathéorie de Jourawski ne s applique pas
aisément car on ne dispose plus d’' un endroit
ou leflux de cisaillement a une valeur connue

apriori




Dé&formation due a I’ effort tranchant

* |"hypothese de Bernoulli pas rigoureusement satisfaite

E Yoo
2(1+u)

1
gxyzatxy avec G=

—_——————

t,, pasuniforme max |
s ;

|es sections gauchissent | o
]
|
v

. B

hypothese de Bernoulli
généralisé

Assemblages

 définition : jonction de 2 (ou +) piéces
* moyens d’ assemblage :

— boulons — anneaux

— clous —goujons

— cordons de soudure — clavettes
—colles —rivets

— chevilles — axes




Assemblages

« assemblages longitudinaux
— section droite monolithique

 assemblages transversaux (joints)

prolongement d’ une poutre suivant son axe

e noauds
— solidarisent 2 (ou +) piéces dont les axes n’ ont pas la

méme direction

Joints

}
, i
I X | &
'HEA 300 | HEB 300 &/
r

2
===
” fadl KN

T !
+ 4+ l
+H++ !
bt 4
I

[ —

= @ ®)

3 o e
ad T~

Joints ; (a) acier (joint soudé et joint boulonné) ; (b) bois (joint par entures collées).




Articulations

—
L | |
' L (@
Articulations : (a) acier ; (b) béton.
Assemblages
 Objectifs

— réaliser latransmission
» desforces (actions, réactions d’ appui)
o deseffortsintérieurs (N, T, M)
* des contraintes
— étre
* techniquement simple
* peu encombrant
« facile aréaliser et a entretenir
* durable dansle temps




Calcul des assemblages

« analyse théoriquement trés complexe
 essaisen laboratoires E.L.U.

 assemblages standardises

« cisaillement direct et rupture des assemblages

» calcul des assemblages longitudinaux

Cisaillement direct

N h
@ ‘ﬁﬁ vy TN\
h aie A ©

N = === =
®) «-f::@; = S %

— ne peut étre modélisé par une poutre | QtmdA =F

— lanotion d ' effort intérieur n’a pas de sens (Saint-V enant)

— pas état de cisaillement pur




Cisaillement direct : calculs pratiques

h aie A ©
N = ==d =
® «-f::@; = 3
N=F Exemple d’un assemblage cisaillé.

F
tm:XEtadm

— t gm €St déterminé par des essais

)

Cisaillement direct de divers assemblages dans le(s) plan(s) hh :
(a) rivets en simple et double cisaillement; (b) boulon ou axe; {(c) téle coupée 2 la cisaille ; (d) cordons de soudure ;
(e) assemblage en bois (1 : clavette ou cl€); (f) goupille (1 : axe; 2: cylindre) ; (g) embr2vement ; (h) pidces collées.




Assemblages longitudinaux

« calcul duflux decisaillementf =T S/,

o ! (A1) ¢,

%;;H

2 (A2) o

z

—

Assemblages longitudinaux

2 rangées, espacement s

Kad! g;m
1
@y
o
<

oL

~+
o

N[O S




Assemblages longitudinaux

1 (A1)
|

T R = -[_S-L
H Izl
b
a4 S =Ay;
-~ »
H }_ |.; ooooooo ._I F = B
e ‘
h-r

8 - Flexion gauche (obligue)




Flexion gauche (oblique)

e définition
M, + M,
(T,+T,)

Convention de signe

» M, positif si fibrestendues du cotéy >0
M, positif si fibres tendues du c6t€z > 0
* T, positif s partie de droite descend (y > 0)

T, positif si partie de droite descend (z > 0)




Flexion oblique (axes principaux)

* superposition M, =- M cosa etM,=M sna

M, <0
= —_ f S + =
M,>0 \z ’
() (b) ©
Superposition des contraintes en flexion oblique : (a) My et My ; (b) o,
©om, i Doy =om, + oM, (1:axe neutre n-n).
M
s, =Mz y+—2z
o I
P4 y
s,=0
M cosa Msna _
- + z=0
B l,
! y
z= yl—tga

4




Flexion gauche (axes quel conques)

* superposition dans n’importe quels axes
—masl,* 0

* contraintes tangentielles :
théorie de Jourawski généralisee

. =- T,8a.2) T,54.y)

R A P

9O - Flexion composée




Flexion composée

e définition

Flexion composée.

 superpositionN + M

Exemple : mur de soutenement

@ ® N ©

Mur de souténement : (a) coupe (1: terrain; 2 : mur; 3 : base; 4 : fondation) ; (b) charges
(5 : diagramme de la poussée des terres ; 6 : poids); (c) tranche
(vue en plan d’une coupe horizontale ; le mur est admis trs long dans la direction d-d).




Flexion composée

_ _N_ M,
SX_SN+SM_K+|—y
z , X .
TRV . S
Ej_yﬂi _”"I wr‘ -
=R - -

ou ou

Superposition des contraintes normales en flexion composée.

N

position de |’ axe neutre Yo =

> |

N
M

Noyau central

» sollicitation équivalente par effort normal excentré
M,=Ne

 position de |’ axe neutre

* noyau central : position limite du changement de
signede s danslasection




Section rectangulaire

77,

4
L h
. g

Y
i 7
B
B b
Tiers central d’une section rectangulaire.

y Sl
0772
| _bh3
212
A =bh
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Exemple : cheminee




service

Exemple: 7
béton précontraint £

Foh-y

Matériaux sans résistance a traction

pas de résistance diagramme | N=R =~ _M
en traction equwei? M=Re, ~ N

J px L
[h
b

© @

Résistance d’une section fissurée 2 la compression excentrée : (a) €lévation avec effort normal excentré ;
(b) diagramme des contraintes, matériau non fissuré ; (c) diagramme des contraintes, matériau fissuré ;
(d) zone comprimée (hachurée) de la section droite.

R=baSme =pgcSmap g = 2N
2 2 3bc




Exemple : contreforts

N ® bordcompriméA
c® 0

Le poids G du contrefort 1 s’oppose au moment de la poussée @ de I’arc-boutant 2.

Flexion composée oblique

' A@g’
o




Noyau central

* |’axe neutre a pour éguation

N
N+jy+&zzo
Al l,
* ladistance de E 1
. - A
al axe neutre vaut | @ 5 ¥
2,0 %0
 remarque glzB oy

~SE® G,gete,® 0P d® ¥ P 5, =N/A

Noyau central : sections simples

1
4 il
A:prz;lz%;d:retd: A

HEB 500

(a)

Noyau central de quelques sections droites :
(a) rectangle ; (b) cercle; (c) couronne ; (d) section en I (HEB 500).




Torsion uniforme

 définition
— torsion uniforme (pure, de Saint-V enant)
|\/|X = constante
— gauchissement libre (non entrave)

— seules contraintest,, t,
— arbre cylindrique : symétrie de révolution
* |les sections planes restent planes

* lesangles au centre sont conservés

Torsion libre vs. entravée

Semelle inférieure z Semelle supérieure




Torsion d’un arbre cylindrique

les génératrices 5
_ deviennent hdlicoidales cosa =1- &+
dz
' cosa »1
. dx
dx'= » dXx
cosa
\ . e, »0
centre detorsio ~

Torsion d’un arbre cylindrique (1 : section origine). S x 2 0

Torsion d’un arbre cylindrique

* cinématique

Cinématique en torsion (section circulaire).

abcd devienta’b’'c’'d’
=abc’'d’
cc'=dd'=rdq, dqg,

) =
cc':dd':grqug o =1




Lol constitutive

* état de cisaillement pur
— t,, =G gq(loi de Hooke)
* P loi constitutive en torsion

_ 99
tg = Grd—xx
o géenéralisation
_ 190 .
M, = GJ& J = constante de torsion (m?#)

Poutres a section circulaire

répartition linéaire d
Uy = Gro(;(X

MX:QtrqrdA
=G

dq X q 2 d A
dx

Contraintes tangentielles 7 d’une section

circulaire (1 : 7 agissant sur la section droite ; dq
2: 7 agissant longitudinalement = G —‘
entre les fibres, par réciprocité). dX \
t — M,R inertie polaire
max
I, pR4/2




Poutres a section circulaire

» applicable aux sections circulaires

— pleines
OU Creuses (59
ol ¢ A
Fupiie pa 1Orsicn Jas un skitnau mide

&

1) Citirasntes principules ;
| i <" i orime (phoso A Hermog)

Essal detorsion

» angle detorsion total %

q =9 Ml 22M, L
* dx GJ_ pGR*

e essal detorsion

G 2M,L

_ pg,R*
» coefficient de Poisson

E

G=2(1+u)

P u




Sécurité des pieces tordues

e matériaux ductiles

t

S :
e = T; (cf. Von Mises)

— critéere déterministe

- E.L.U.

t £1,, = am

V3

\/éd £tdim

Sécurité des pieces tordues

* matériaux fragiles

— critére déterministe

- E.L.U.

t
t £t 4, =Y
" g

td £t udim




Autres sections

* pas de solution analytique b solution approchée
* sections dliptiques

— solution de Saint-Venant
4

401,

avec |1,=(@+0?) | et |A=pab

J»

 analogie hydrodynamique

Sections massives

* section rectangulaire v
b t max :t A = abéz
S
Tmax | A ‘
B [
to = MX I
® " bbc? —t

Contraintes tangentielles de torsion dans une section rectangulaire.

a,b,g :fct(%)

J

1
g




Section ouverte a parois minces

» analogie de lamembrane

Tt Ly
M Lmﬁg*’“ dg, bt?
— _
* l - ®) z o P M X - G d X ?
Al i X
=1 AT . 3M
Ll i t _ X
4 ﬂ“ max btz
1

(@) ©

Torsion d’une poutre 2 section rectangulaire mince : (a) section droite et lignes de cisaillement ;
(b) coupe ss de la membrane ; (c) diagramme des contraintes 2 travers I’épaisseur .

Section ouverte a parois minces

remarques
— id. solution section massive avec b/c ® ¥
— bonne approximation lorsque b/t 3 10

— concentration de contraintes dans les angles rentrants
* b congés de raccordement

« P Jaugmente




Section fermée a parois minces

« analogie de |I" hydrodynamique

t
@ d]V/Ix=§tdF ®  dM=2rdF

Circulation des contraintes tangentielles de torsion : (a) section ouverte ; (b) section fermée.

M ;ermé >>M guvert

Forme rationnelle des sections droites

o sections fermées
« augmenter |’ aire sectorielle
* risque d’instabilités
— prévoir des diaphragmes ou des raidisseurs

! t

l [ — — T A
CJ R4
S
@ (b)

Déplacement de la section droite : (a) sans diaphragme, d’ou distorsion;
(b) avec diaphragme (en treillis), d’od rotation en bloc.




Synthese calcul éastique des poutres

 pour chaque cas de sollicitation, identifiez les
critéeresde
— résistance : contraintes, module de résistance
— déformabilité : déplacements, module derigidité

* et lesrisques d’instabilité

11 - Calcul des déeplacements




Calcul des déplacements

e motivation

— Etats Limites de Service (ELS)
* limiter la déformabilité (les déplacements) des structures
* souvent, critere plus exigeant que celui de résistance

— structures hyperstatiques

* détermination des inconnues hyperstatiques

Déformée due a la flexion

flexion simple plane

» axeinitialement rectiligne, actions perpendiculaires
o petits déplacements (linéarisation géomeétrique)

o effetsdeM et de T dissociés

 on cherchel’ équation de ladéformée de |’ axe

= ligne élastique




e Ona:

e Or,

Ligne élastique

i:- M
R, El,

1 = Y’ » V"
R, (1+ y'z)%Oy'\
po M

El

linéarisation
géométrique

Fleche et rotation

tg2q <<1,tgq »q , cosq » 1

Déplacements en flexion (M seul) ] (a) déformée d’ensemble (1 : axe en configuration initiale ; 2 : défor-

mée) ; (b) déformée de I’élément AB -

dx+u+du=u+dscosqg »u+dxb du»0

_dy, 1

“dx R

_dg

dx




Equations différentielles des poutres fléchies

Bl

Ely'=-M
(Ely')=-T carT= ‘1:\;'
Eyy=a crq=-
Cas particulier : El constant
ya=9 1 &

on différentielle du
dre

Conditions aux limites

conditions sur y

— fleche imposée (appuis)

conditions sur y¢

— rotation imposée (encastrement)

conditions sur y?

— moment fléchissant impose (extrémité libre)

conditions sur y ¢2

— effort tranchant impose (extrémité libre)




Conditions aux limites

M=0b y¢=0
T=0b y#=0

9 d
y=0 p o
M=0p y¢=0

Yg = VY4
y=0 y§=v¢
q=0b y¢=0

Intégration directe

Déformées cubiques ; inflexion ; discontinuité de la courbure (AB’ et B/C : arcs de cubique ;
D' : point d’inflexion ; B’ : point de discontinuité).




Intégration directe

Y| v(z)

~UL vz

Déformée par intégration et conditions aux limites (E'T = cste).

Intégration directe

 avantage
— on trouve y(X) en tout point
* inconvénient
— en genéral, on cherchey et g en quelques points

— ® trouver une méthode de calcul plus adaptée




» casdelaflexion pure

Remarques (1)

—M=csteb y2=0bP y est une parabole

— 1/R=-M/EI P vy est un cercle

— | approximation vient de

1

R

y"

y (1+ y'z)%

»y"

— valable uniquement si les deplacements sont petits

 grands déplacements

Remarques (2)

— le principe de superposition n’ est plus valable

— les sollicitations dépendent de la configuration

déformée




Théoreme des travaux virtuels

o T.V.:forcesreéelles- déplacementsvirtuels

e T.V.: forcesvirtuelles - déplacementsréels

Of udv +@T'i(”) UdS=Q)t 4 aaV

"4, Tt enéquilibre

Intégrales de Mohr

e choisir lesforces et les contraintes virtuelles en

| équilibre en placant une force unitaire dans le
sens du déplacement cherché

Neudv +yT ™M uds=1d
Q | | Q | |

» d = déplacement cherché




Contribution de M

=0 El 5

MyMy
O—

MM(

Qysz)d

i
MM’

1

Contribution de N

ﬁd
EA

Lok

Z 392

fT

Z

9‘1’

~




Contributionde T

Q ij aljd

J'STS
O_ dv
b GIb

C = facteur de correction

Intégrale de Mohr

NNl l

Pl

moment fléchissant d
aux actions réelles

En générdl,

moment fléchissant d0 a une force
unitaire placée au point ou I’ on
cherche le déplacement dans la
direction et le sens de celui-ci

d=

aMM'g MM,
El g

X
1
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2-2
Wl T
My 4 Layem Jouy + Moy
1 1 1+a
3 NIH‘ *3 NZ”J t Hl"l
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3
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1 . iy 2ibwmy + g Ly, Leno
b, MM, B
< ] T Lebyy Si:a<b;Kab(l-a) e
d\/l X \A 5 Siia>biK=a(l-b)
bs 2,
/g E‘_ b(3 - b b Brar S 2
- v¥2 - b
g 23=b) ywy FLEDM + BNy | T My _‘T—L“l"a
K: Pour K, voir ci-dessus
by si:a<p 2 mn
L a2 L -ni MY
h Lo onty, (G- Loty s
1-30-102,, [T
Y a2 . 3 ooMMy
J1am?, Si:a>b
)
2 MM
Slz-a-3fy B2
n 1 1+2-22 8
N +a-a
N | gy 3 M+ Moy TN MY
HE )
N 1 1 3-3a4 1
MM T2 (Mg + o)y oMM Y
i ;
1. 1 1easa
— MM T2 (M) + MM, i énlnq

Exemple

IERRREREE

| o fléche en A
_Lla? _aot
i) El4 2 S8El

M¢

rotation en A
Lia?_ o
ElI3 2 6El




Exemple

¢ [N/m]

11l
ASS ._._[;_.__, :
|

M(z) 'l||“|“|||||:‘:H|“I||“““w

|
v(z) ’\I\—L——/ 03

73 Umax

Déformée d’une poutre simple uniformément chargée (EI = cste)

L1+l oL s ol
Ymax = 5 3 8 4 384 El

Effets thermiques
 élévation uniforme de température
— DT = Topes - Tavant
« gradient thermique (constant) e, =aDT
— DT'/h —
e, =—a—
h
] ___ -DT#2 ___
h2| DT = —
vz % % DT¢2




Effets thermiques

« contribution du gradient thermique

e contributio

rme

N 1 — \N'
Qt jaydV = %aDTdV

= (pDTNdx
14

Intégrale de Mohr

MM’ T
d = 3 ™M + AN i + aa X
= EA U‘

(‘3‘1 (%\/I dx+(§1DTN dx
4




Effet de |’ effort tranchant

dv

I
[5 ﬂ
I
-
Sta
e
|
VDEL_

(@) ®) ©)

Déformation d’une tranche dx d’une poutre 2 section rectangulaire sous I’effet de I’effort tranchant :
(a) diagramme 7 ; (b) gauchissement des sections ; (c) angle de glissement moyen.

g=c_— aire réduite
GA
A
_T B=—
" GB ¢

Effet de T : équation différentielle

e Lacontribution additionnelle due a
T est donnée par

y¢: CLD ydt: Ldl
« Laligne éasti de

y@:-M_ Ci
El GA




Effet de T . exemple

* poutre isostatique sur 2 appuis, charge g uniforme

_5af. _ L
Y =3gaEm YT Caeal
5 gL h?0
=Y HYr TGl 2557
Y=Yu i 384E|§Pi L2 5

* section rectangulaire en acier

C%:%f'% u=03E,=26

h1=i|3 y—T»Z,S% —-p Y1 _
L 10 vy L y

Effet de T : airesréduites

Section droite
(effort

JEIEIRE,

tranchant V, i
v ! Tube A_ A,
carré 2
5 27 5 1 -
Aire réduite B 6'4 §§A EA EA ~ Aw 0,8 Aw




Gauchissement entraveé

* résultats valables si la poutre est libre de gauchir

e OK s T varie continlment

F* — T T

La console est soumise 2 une charge verticale
répartie paraboliquement sur 1’extrémité libre.
L'échelle des déplacements est exagérée d’un
facteur 250 (dessin du post-processeur du pro-
gramme d’éléments finis SAFE, Prof. J. Jirou-
sek, LSC, EPFL).

Déformée d’une console 2 section rectangulaire, en tenant compte de 1’effort tranchant.
A cause de I’encastrement, le gauchissement varie, bien que I’effort tranchant soit constant.

Intro aux systemes hyper statiques

o illustration sur un systeme 1x hyperstatique

RRTTRERY - |
X‘.L.;C‘M*' L_x_’; C\m+ "
() ©)
flechedue a 2
q da :th qL
0 fléecheduea X, T 2 8
¢ (a) (b) dAa =- XaL

* (b) = superposition charge répartie + réaction




12 -
Propriétés mécaniques des matériaux
et modeles non linéaires

Propriétés mecaniques des matériaux

e motivation
— modélisation macroscopique
— données nécessaires au dimensionnement

— conditions rédlles vs. conditions de |aboratoire




Propriétés mecaniques des matériaux

e essals
- de traction/compression
- de torsion (cf. chapitre sur latorsion)
- defatigue
- de dureté (pour mémoire)
- de résilience (effet de latempérature)

— essal de fluage

Conditions des essais

e grandeurs mesuréest;, a;, t, T

e matériaux isotropes et homogenes

» atempérature ambiante (sauf si effet de T)

» phénomeénes indépendants du temps
(sauf fatigue, fluage, relaxation, recouvrance)

 essals statiques (sauf fatigue)




Essai de traction (compression)

e essal purement unidimensionnel

— résultat considéré valable pour laflexion des poutres
 conditionsdel’

— sections planes restent planes

— distribution uniforme des contraintes et déformations

Essal de traction




Essal de traction

Essal de traction




Essal de traction

Essal de traction




Essal de traction

Matériaux ductiles : acier doux

limite de rupture

entraction

-4

RG

e

limite d’ élasticité ol !

7 o |
!
]
5
1
| i allongement
i ! i N
- m3 / alarupture
(3
Ee=ae/Er ~4‘O%

NN D WN -

: droite de Hooke

: palier d’étirage

: déchargement €lastique
: zone de I’écrouissage

: rupture

: zone élastique

: zone plastique




Matériaux ductiles : aluminium

: droite de Hooke

: palier d’étirage

: déchargement €lastique
: zone de I’écrouissage

: rupture

: zone €lastique

: zone plastique

NN D W -

g
. . y £ « es s 6 1t 7 -l
limite d’ élasticité 3 ;
conventionnelle o1 -—mt-op =B e
; G 5
a0.2% 2 . /
( ) @ 1 ‘(0’2)/// i
@ L l/ /}3 }
.. / / [
limitede yi / |
. C ,
proportionnalité o g | e
l l 0,2% ~10%

contrainte nominale
N
s =—
A
A = section

initiale

Sriction

€

27 % (acier @x)

contrainte vraie

s(l::E
Ad

Ac¢= section réelle




Bandes de Luders

| I | &
I ol
Lizs ligres de Lidders trabivsons bn prisesce des pl fo gt i sl ] bl
par s ph o ot (B en peolissamd f: £ TR o
hooes MSR, LI de Lidy
Materi fragil

o exemples: verre, béton, fonte

limite de rupture .

en traction 3

Up hl

limite de rupture
en compression




Essal de compression

Essal de compression




Essai brésilien

Essal de fatigue

e définition
— décroissance de la résistance du matériau aux
actions variables (cycliques) avec le temps
 courbes d’ endurance (de Wohler)

— grande dispersion dans les résultats

* limite de fatigue conventionnelle




Essai de fatigue : courbe de Wohler

Ao (0u omax)

e o e

omax -

Omin|

' 6 106 a8
() ® 1-10 2-10 3-10

Fatigue : (a) sollicitation pulsatoire ; (b) courbe de fatigue ou de Wohler.

pour lesmétaux : S » 0,375 + 77 (MPa)

Rupture par fatigue

¢ amorcage
— présence de défauts b concentration de contraintes
* propagation
— vitesse de propagation
* rupture

— faciés de rupture typique




Effets de la température

* rupturefragile

— derésilience

— température de transition ductile-fragile (TTDF)
* variation des propriétés mécaniques

— les propriétés mécaniques diminuent avec T

— protection contre les incendies

Essai derésilience

o rupture d’ une éprouvette sous |’ action d’ un mouton

— énergie nécessaire alarupture | W =mg(h, - h)

Epo Etw

Schéma de mou t n pendulaire Charpy.

513




Essai derésilience

 température de transition ductile-fragile (TTDF)

rupture fragile d’ un matériau
ductile possible s smultanément :
* présence d’'un défaut

« sollicitation par traction

* basse température

Fragilité et température de transition.

Variation des propriétés

a¢, e (kNfcm?) E (kN/cm?)

60 t- 20000

40
+15 000

20

- 10000
T(C)

() S
0 200 400 600

Caractéristiques mécaniques de I'acier doux 2 différentes températures T
— protection contre lesincendies : la norme définit RF = ladurée de
résistance au feu (1h, 2h, ...)

— protection des structures métalliques par flocage, enrobage, ...




Effets différes

* fluage
— accroissement de déformation d’ une piece
soumise a des forces constantes

* relaxation

— diminution des contraintes dans une piéce
soumise a une déformation constante

* fecouvrance
— récupeération apres fluage des propriétés initiales

Fluage

 essal de fluage sur métal a haute température
 éprouvette de traction soumise a contrainte -

€ D
z 3( /)

2(£ = cste)

dilatation instantanée
(élastique)

A

Eel 1

Courbe type de fluage (1 : fluage primaire ; 2 : fluage secondaire ; 3 : fluage tertiaire).

e_

VXX =g =




Fluage

* contrainte appligquée reste modérée (» service)
» P alongement total se stabilise g,

103
1,0 ——foo
4 (N/mmz)
0,51 151 l—:—’—E
t (jours)
28
t (jours)
0 T T
028 200 400

Fluage d’une éprouvette de béton comprimée
(@ = 15 N/mm? appliqué 2 28 jours).

Rupture par fluage

e essal de courte durée

enveloppe /S
deo c
rupture par fluage

€el




Relaxation

» essai aallongement constant

dt

\

12

Courbe de relaxation

Recouvrance

fluage

el}

Eel

o

|+ 1 recouvrance Erec,00
el :
# - | Eper,00
i :
1

AL ;

St

Phénomene de recouvrance (apres fluage).




Model es mathématiques des matériaux

* |ois constitutives

» modé es unidimensionnels indépendants du temps
— modéles élastiques
» modéle élastique linéaire
» modéle élastique non linéaire
» modéele élastique parfaitement plastique
» modeél e élastopl astique a écrouissage

Modeles dastiques
o o
/a 7
1
s =Ee \é s =s(e) \E
loi de Hooke 1D caoutchouc

travaux virtuels




Model es élastoplastiques

I T
i / 1

62'

(@) ®

Modzles plastiques sans écrouissage : (a) modele élastique parfaitement plastique ;
(b) modele rigide parfaitement plastique.

s =Ee sie£ee:SeE (Hooke)
S =S, se>e, (chargement)
s-st=E(e-ed se<e, (déchargement)

matériaux a palier plastique important (acier) et calculs plastiques

Model e avec écrouissage

o )

a
Eyf . ==
TA ——————A - B(El,a',)
. ~7 /i, - 95 [ module tangent
P‘--l 1 : / Op
/AE': /
T
i/ E l'sa / module sécant
S T € €
(6] E‘A 14
s =Ee ss £sp (Hooke)
S =Se Sis >syp, (chargement)
~ ~bh—Cla AN A~ A (AAAL Ara AnaAnd)




Modéles non linéaires

hypothése de linéarité matérielle abandonnée
les relations du type

NL 1 _ M _ _ My
u=—,;, —=-— ;8 =—=
EA'R, E |

ne sont plus valables !
mais les modeles plus réalistes ...

Criteres rhéologiques

motivation
— jusgu’ a présent, tout 1D. qu’ arrive-t-il en 2D ?3D ?

critere de Tresca

critere de von Mises

critere de la courbe intrinseque

— pour mémoire




Lol de Hooke

on se base sur le modéle élastique linéaire isotrope

Q; :;l_:-[(l"'u)t ij - udit kk]

exzé[sx'u(sy"'sz)] gxyz%
eyzé[sy'u(sz"'sx)] gyzz%
ez:é[sz-u(sxwy)] gxzz%

Criterede Tresca

— bandes de Luders : plastification par glissement
— contrainte tangentielle maximale

S-S _Se
2 2

contrainte de . _

comparaison S =SS =Se

— exemple : poutre en flexion plane

s =s?+4%=s,




Critere de von Mises

équation du

cylindre (Si-sy)f+sy-sy)f+u-s)=22

R % 1
critere s :7\/(S| sy Hsy s+l -s) =s.

V2

Critere de von Mises . exemples

— cisaillement pur

t:te:f/:ﬁg:O,S??se

— poutre en flexion plane
s =Vs?+3?%=s,

— comparaison et expériences




13 - Traction plastique

Traction plastique

* rappel : dimensionnement éastique

— milieu continu

*

— linéarité géométrique $S max =Se

— linéarité matérielle : loi de Hooke
 objection : loi de Hooke

— néglige I’ adaptation éastoplastique

— quel est le degré réel de sécurité ?




Théorie de la plasticité

— milieu continu

— model e élastoplastique parfaitement plastique
— déchargement éastique

— on cherche lacharge limite (de ruine)

o (+/-)

e A — __B
Hooke |
oo Ee /

Traction plastique
 piece homogene
Ny ° N,=As,

* piece composeée de 2 matériaux
— condition cinématique (Bernoulli) reste valable

&=6




Traction plastique 2 matériaux

mat.1  mat. 2 Oel mat. 1

B,

L
L__—, e | | B2 mat.2

N

-

J=

i N, =

(a) €élastique e N e A 1S el

€lasto-
(b) plastique Ne < N < Ny
(c) plastique Ny —

1 Ny =AsSgtASe

plastique
@ (ruine) Nyt

Etat Effort normal Diagrammes Diagrammes

des € des o

Courbe force-déplacement

N
Ny - @__
Nc 1 - ’ -
non linéaire
3 -
Ue:'lL a'elﬂL u—

By E,

Courbe allongement-effort normal (piece composée ; 1 : état élastique ; 2 : état élasto-plastique ;
3 : état plastique




Bénéfice di a la plasticité

— dépend des matériaux et des sections

— $aussi ungainda al’ hyperstaticité

—exemple: Acier A; et Aluminium A,, A;=A,, n=3 et S4=S,
— dimensionnement éastique

_ A, 4 4
Al_Al+?_§Alp Ne_gAlSel Galn
— dimensionnement plastique Ny -15
Ny =ASqtAS o =2A5 o Ne

Propriétés importantes

o isostaticité de la charge limite

— lacharge limite est statiquement déterminée
» conception delaruine- ELU

« contraintes résiduelles et dilatations permanentes




Srsd,2:Se2' ~

Std1 =S %

3
AS g1+ AS 12 =0

autocontrainte

Contraintes résiduelles

Orsd,2 - -

Orsd,1 -—

pl

A1, P
—— déchargement élastique
matériau 1

B 2

‘_\

déchargement élastique
matériau 2
€

le matériau 2 ne peut pas

reprendre saforme
initiale car $ €,

Contraintes résiduelles

* une structure ne se comporte plastiquement qu’ a

sa premiéere mise en charge, aprés quoi elle se

comporte élastiquement grace aux contraintes

résiduelles produites par la déformation

plastique initiale




14 - Flexion plastique plane

Flexion plastique plane

» matériau éastique parfaitement plastique
— critéres de dimensionnement
— moment plastique
— rotule plastique
 hypothéses
— pasinfluencede N et T, M constant

— Bernoulli




Sections doublement symétriques

Etat: élastique élasto-plastique plastique (ruine)
.€e

Ee
fﬂeﬂ e |
i 4 !
I I [}
Dilatations A : / |
! {
| ]

| I
Oe | i
i I _F
E Ye E 3?
: Yn
, F
S;C(:il t:n Contraintes  (a) (b) © )

Dimensionnement éastique

« M £ M_(rappel)
— moment élastique maximal

M. = 2 Se
— courbure éastiq Y max
1 M
7:y e e
R, *° E,




Dimensionnement élastoplastique

e M(EMEM o
— lesfibres supérieures et inférieures plastifient
simultanément
— equation d’ équilibre de trandation (N = 0)
QdA =0
P |’axe neutre est donc toujours au centre de gravité
— ladistance y, (voir figure) est donné par
e

Ye=—%
y

Charge ultime

* le moment ultime est donné par

My = stdA
:seQ\y\dA

=2 e(\)/2‘)/‘(1'6\

moment statique de la demi-section Z module plastique (m?)




Section rectangulaire

 section de largeur b et de hauteur h
— module de résistance éastique

e
—modulederd Yma 6

hh bh? bh?
SA/2)=b-~=—— b Mp ==,-Se

— gain (f 24 8

M
j =-P=15

e

Flexion plastique plane : profil ideal

 on dispose de 3 critéres

I/ Ysuprint
— rendement éastique (rappel)| h =(—T
© I /ysup/inf th
— rendement plastique | h, = =—
M pl th Zy,
— facteur de forme .M,
] = M,

* mesure laréserve de résistance en flexion




Flexion plastique plane : profil ideal

TOE® Y

h=2/3

h»1/2 h=1/3 h=1/4 h=1/6
h,»0.76 | h;»0.64  h,=05 h,;»042 h,=0.33
j =115 j =127 j =15 j =17 j =2

N

j n'estpasleseul critére!

Déchargement

* patonsdeM . £EM £M,

—lorsd’un déchargement, il subsiste une courbure
permanente et des contraintes résiduelles

Odec,max
5

wn
g
I
1+
(‘D‘O-(?nﬂag
(0]
o<
3
3
(K B B )




Sections a un seul axe de symétrie

< Oe e Oe Oe

»—-F7 =z - =" Ao
|ymaxé ,A Az A22>
o :71 ) fb) ”* © * @
éastique éasto- plastique
plastique

la position de I’ axe neutre est donné par QS dA=0P s (A,-A)

Axe neutre plastique

Axe neutre plastique (p-p) d’une section 2 un seul axe de symétrie.

— |’axe neutre plastique divise la section en 2 aires égales

— le moment plastique est donné directement par

A
=§(y1+y2)




Pieces composees

* |’axe neutre se détermine par I’ éguation

(‘idA:O

souvent résolue par ta&tonnements

Loi moment-courbure

* relation a chague instant entre moment et courbure

* on préfere un diagramme non dimensionnel

M/M,enfonctiondeyly .
I M
M.=_2 —_"e
* Y <7,




Section rectangulaire

élastique  plastique
h
_ N
N WG
e — ——p—
P e
i m T
b 3
Etat élastique
c MEM,
— courbure élastique v
Y TE,
M _ - Ely
M -Ely.
M_y
Me Ve




Etat élastoplastique

* M(EMEM,

— le moment élastoplastique peut étre calculé aisément par
calcul desrésultantes et bras de levier (voir figure)

bh?&e 4 .
M= sbg2 ye§;+ye-+ S DYem Ve M=se él 3aeyhez;
ah? 0
M=s b 2 )f?f; M:Mplg gg\ego
2 g
Etat élastoplastique

* Or, al’ état éastique (Bernoulli)

Ve = Ce avece, =y e;lorsqueM =M,
y




Etat plastique

Lois moment-courbure pour sections droites

% A 2,37
2 Va ® 2,00
4P < i I I D ¥
/4 @ 1,70 ]
G S 1,50 plastique
. T O 1,27
H My
éastique ! o M.
t \ sections
|
oL | e_¥
12 \ 10 Ee - 1/12

élastoplastique




Flexion plastique plane

 notion de rotule plastique

— courbe moment-courbure
la poutre a un comportement élastique parfaitement
plastique : ellereste dastique jusqu’al’instant ou le
moment plastique M, est atteint, puis elle fléchit
plastiquement & moment constant.

— pasde plastification duea T ou aN

— localisation des déformations (de la courbure)

Rotule plastique

Q Q
l[\ CyD B ® ;%: T :pr

localisation de courbure dans CD modele simplifié

AC et DB restent élastiques localisation de courbure en E
poutre quasi-articuléeen E’




Rotule plastique

rotule est un terme abusif car larotation n’est pas libre

Charge limite des structures hyper statiques

q
@ I
A

1

poutre bi-encastrée 2x hyperstatique

L (en fait 3)
| aL? chargetotale: Q=qL
® ATT“\ ¢ A 1qu2 mome?ltélastiqu(im:ximal
e~ &

A
Mmax_MA_MB_ ]e-2

charge limite élastique

M
=10~
Qe 1




Charge limite des structures hyper statiques

q
@
A L 1

®)

M C AfﬂB
a1

les moments d’ encastrement
oL provoquent I’ apparition
v} de deux rotules plastiques :
L la poutre est isostatique.

Les moments d’ encastrement

valent donc au maximum

N
Mmax_MA_MB_%

Charge limite des structures hyper statiques

q
@ I
A L 1

®)

©

S on continue a augmenter q,

b o
S U{eTm>

il apparait une troisieme
rotule plastique.
al? La poutre est isostatique et on a
;[ \ gL’ 2
o % - oM,
My / 8

charge limite plastique

_16Mp
% T

mécanisme de ruine




Gain dd a I’ hyperstaticité

* réserve de résistance des structures hyperstatiques

Qpl — 16 M pl

Q. 12M,

e

gain d0 alaredistribution entre

|es sections

Q!

Qlim

aQe -

] —12 M. /L
dastique _ 1 )

Qe

Courbe charge-fleche

16 My /L

12 My /L

—

\ plastique
\

Mp;Lz
32EI

My L?
12E1

éasto-
3 plastique
.
ot rester faible

par hypothese




15 - Instabilités

|nstabilités

* laconception de structures exige aujourd’ hui
— économie
— légeéreté
— matériaux a haute résistance

* réduction progressive des sections résistantes

* contraintes en service importantes




Types d'instabilités

 danger d'instabilité dans toute structure comprimeée
— flambement (compression pure)
— déversement (flexion)
— voilement (torsion)
» phénomenes d’instabilité
— locaux (barres detreillis, voilement, ...)

— globaux (flambement d’ ensemble, ...)

seul flambement
éudiéicc. @——

flambement flambement flambement
plan par torsion spatial




Instabilités locales : exemple

voilement de |’ ame mince
d’ une poutre en acier.
effet del’ effort tranchant

Instabilitées globales : exemple

flambement d’ ensemble
de lamembrure

i supérieure des poutres en
treillisd un pont de
chemin defer

| (Russie, vers 1890)




Flambement des poutres

 flambement par divergence

la poutre se dérobe a I’ effort normal de
compression en fléchissant transver salement

— le phénomene est non linéaire
— il doit exister uneflexion initiale

— exemples : courbureinitiale, excentrement de
I’ effort normal ...

Hypotheses de modélisation

* une étude rigoureuse nécessite la prise en compte
— des non linéarités géométriques
(grands déplacements)
— des non linéarités matérielles
* icl, on postule
— grands déplacements mais rotations modérées

— linéarité matérielle (loi de Hooke)




Courbureinitiale

» Lapoutre est |égérement courbe

tgq, = yo ho‘<<l P 190, =do ; SINGy =q, ; COSC, =1
' yo(z) N B
F_A z7 — L@fga;_\g__b‘ N =Fcosg, » F
v | M= et
~ [T e T :
MW Gl T =Fsinqg, » Fq,
TRACTION COMPRESSION flexion composée M+N
Fb courbure™ b M ™ Fb courbure- b M - princi pe de superposition ?
Sabilité de la divergence
Flambement stable Flambement instable
Q’
Q

A){;<AY2<AY1 A)é>A)§>Ayl




Autres causes de flexion initiale

Excentrement de la charge Charges axiaes et transversale
Q' (=) (=) o
Al e F /)Yf' T~ F
F_§ T F A Q ! £
e ler T e
Dans Q : Mj;, = Fe Dans Q : My, = Qz/2

Dans ' : M = F(e + Y) > My, Dans Q' : M = Qz/2 + FY> My,

Exemples d' application :
ressorts, étuis alunettes ... phénomeéne non linéaire :
il faut se placer dans la configuration déformée

Théories non linéaires du flambement

« actions des forces sur la configuration défor mée
P le principe de superposition n’ est plus valable

 souvent, le flambement se produit alors que la
structure est peu déformee

P hypothése des rotations modérées (2¢M ordre)
* |leflambement est accentué par la plasticité
— phénomene non pris en compteici




Modélisation du flambement

. . 1 1] équation
rotations modérées R =y i non linkaire |
|
- 1_ M i M(y}F....)
flexionplane| = =- " o) @:_@;
R E yey El
M=M(y,F,...) T _
,0 équation arésoudre

Poutre droite comprimeée excentriguement

- [ -
| had - \L.Le X
¥,
M =Fle+y)
3




Poutre droite comprimeée excentriguement

y¢+EF|(e+y)

y =C,;sinkx + C, coskx - e

SGEH+SPENH

=0 ¢€quation deladéformée
posans k2=F/El

2, — 4
y®+ky = +__|Equation de Helmholtz non homogene
EDP 2éme ordre a coeff. constants

conditions aux limites

Poutre droite comprimeée excentriguement

équation de la déformée
(paslinéaireen F!)

(formule de la sécante)

y_e(a;ecoskx 19
- kL/) =+
GooskL )
KL .6
a= =y, =efeec— - 12
ymax yO eg 2 2
kL

F=0pP k=0P sec?:lb a=0

DF, = DF, = DF, b Da, < Da, < Da,

latangente a pour éguation

a=Fe_——
8El

s on augmente la charge,
le flambement est divergent




Poutre droite comprimeée excentriguement

2 o
a=Fel | flechelinéairedeM = Fe
F 8EI
Fer 53//] j )
Y7 es Fe
<ep<e M =
) e costk%’
\coskI':OSsikL:p+np

2 2 2
p %El N

Fo = L2 charge critique indépendante de e!

Poutre comprimée avec courbure initiale




Poutre comprimée avec courbure initiale

yo(x)=a,s nPX  colrbureinitide

Equation de Helmholtz non homogéne

DX ol
y@+ kzy =- kzaosnri_ “T EDP 2¢me ordre & coeff. constants

y(0)=0
y(L)=0

conditions aux limites

% /F
y=— 20— G smpr a= y/2 . /C’ méme F,,
P k2|_2 -1 /:cr

Poutre comprimée avec courbure initiale

_ F ~ - Ve -
a_a()/:Cr fleche linaire |

F 1 3
Fer F | o /
iz o
{f N
[ '; \ (a) F’ "
\
Er = p‘iEf charge critique indépendante de &, !
autrescas : . CEr toujours indépendant de laflexion initiale
r = 2




Limitations des résultats obtenus

* hypothese des rotations modeérées

. grands déplacements =- ’
. linéaire )/ . (1+y¢z)% El

i 1

2 LY

rotations modérées

a
1 F
!

F > F, est théoriquement possible
pratiqguement les déplacements sont déjatrop grands

Flambement par bifurcation

F., est indépendant del *origine de laflexion
[ _
- initiale et de son importance

* il existe une charge critique méme si la poutre est
parfaitement rectiligne, libre de toute force
transversale et soumise a une force de compression
parfaitement centrée

 flambement eulérien par bifurcation




Flambement par bifurcation

point de bifurcatio
= coexistence de
2 situations d’ équilibre

instable\ ——

compression et flexion initiale

F

e=0 —»c/'\ol
a#0
neutre ou indifférent

compression
pure

le flambement par bifurcation est un cas limite (poutre parfaite)
il n’existe pas mais donne une bonne approximation de F,

Théoried Euler

]

w

|

F

—

y Y

M=Fy
y&+k?y =0
équation de Helmholtz

'\L(W"‘

El=cste

y(x) est | "esquisse de la déformée
= mode de flambement
(dépend des conditions d’ appui)




Théoried Euler

y&+k’y =0

y =C,sinkx + C, coskx | solution générale

conditions aux limites

y(0)=0y, C,=0 b castrividy =0
y(L)=0) C,sinkL=0p kL =np

n?)2EH
F ={L T modes de flambement

Theorie d’ Euler : généralisation

 charge critique d Euler
p 2El

Lk

E =

cr

— proportionnel a El (module de rigidité en flexion)
—que | ?leplusfable!
— Ly =longueur de flambement (dépend des CL)

permet de trouver une approximation de la charge
critique quelles que soient les conditions d’ appui




Longueur de flambement

» esguisser le premier mode (respect des appuis!)

F F| F
A g
~ S
N 5 g =
% X o
3 X
3 S
F F F

Elancement

e nombre sans dimensions

_F _P°El_ PE »
Sa = x T A12 ar2 . > LYA
A Al ALKI dancement |1 < =—X

 quantifie lasensibilité au flambement

O£ <20:risquefaible 50£1 <80: risquefort
20£1 <50: risque moyen 80 £1 : risque extréme




Validité dela théorie d' Euler

 hypothese de linéarité matérielle (loi de Hooke)

» vaables
p°E . . y
S« = £S, | (limite de proportionnalité)
4 er \\
/ \
o \\ , courbe d’Euler
—————————— ——— o= TE
i A2
@ "i (b) A
- [E
s
Autres formes d’instabilité
flambement déversement
cloguage voilement







Flambement des pieces industrielles

 imperfections = défauts inévitables
— imperfections géométriques
* poutres pas rectilignes
« forces toujours |égérement excentrées
* dimensions réelles différent des dimensions nominales
— imperfections matérielles
* contraintes résiduelles
* matériau hétérogene

| mper fections geométriques

(@) ®) (c) @

Imperfections géqmétriques de la section : (a) excentricité des tubes ; (b) tolérances de laminage ;
(c) retrait des soudures ; (d) position des armatures du béton armé.




Contraintes résiduelles

Contraintes normales résiduelles apras laminage dans un HEA 200
(contraintes 2 la ligne moyenne, rabattues dans le plan de la section).

Dispersion des caractéristiques

®

IPE200 HEA 200 HEM 200
oem= 31,5 26,8 22,4  kN/cm? ©

Imperfections des caractéristiques mécaniques : (a) dispersion de la limite d’élasticité sur un profilé
HEA 200 (Fe 360); (b) moyenne de la limite d’€lasticité dans divers profilés (Fe 360) ;
(c) variation du module de Young longitudinal dans Ia section d’un tronc.




| mportance des imperfections

* rOle décisif desimperfections
—(...) géométriques® flambement par divergence
—(...) matérielles® affaiblissement de larésistance
 |eflambement atoujourslieu par divergence

— lacharge critique d’ Euler est néanmoins utilisee dans les
méthodes de dimensionnement




