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MOUVEMENTS A FORCE CENTRALE
FONCTION DE LA DISTANCE

Plan (cliquer sur le titre pour accéder au paragraphe)
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Dans un référentiel (R) galiléen, on considére un point M soumis a une force :

IT I; = F(r LT
R)A . r " u,
F M F(r) > 0 : force répulsive
F(r) < O : force attractive
0
1. Propriétés générales.

Un mouvement a force centrale est aussi un mouvement a accélération centrale. Les propriétés
cinématiques ont donc été vues en Il.

e La trajectoire est plane.

Dans le plan Oxy, on repere M - —
par ses coordonnées polaires (r, 6). F=F() e,
* Le mouvement obéit a la loi des aires :
(o]
2 0 =C , ou d_S = l C
dt 2
Rem. : la loi des aires correspond a la conservation du moment cinétique :
- — _ [O N —
dO(O) MOF=0 o(0) =mr® 8 z = cste
dt
 Formules de Binet
EC=%mv2=%mc §J2+ : E
O Ung
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F(r) = ma, = - mc?u? —lsz D D
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En dynamique, on peut rajouter la propriété suivante :

« F=- grad E, dérive d’une énergie potentielle E,(r) telle que :

dE
d—r": -F(r) O Eo(r) = - [ F(r) dr

Le systeme est donc conservatif : E,, = cste

L’étude du mouvement se fait, en général, (sauf en 7.2) en coordonnées polaires.

On peut s’intéresser aux lois r(t), 6(t) et r(6) (équation polaire de la trajectoire).

« Détermination de r(t) et 6(t)

On peut utiliser la RFD ou la conservation de I'’énergie mécanique :

- - B;o OZH
e F=ma O F(r)=mDr-r6 0
O O

o]
e =C

(o]
En éliminant 6, on obtient une équation différentielle sur r(t) (pas toujours simple a résoudre !).

1 2 0?f]
e E,=csteE, [ E,= = m +r28 2+ Ey(r)
2 H ]

o \
La encore, I’élimination de 6 conduit & une intégrale 1°® de I’énergie de la variable r(t).

« Détermination de I’équation polaire de la trajectoire r(8) :

Il est alors judicieux d’utiliser les formules de Binet :

d?u
— 2 .2
F(r) = - mc“u E.H?E
Ep(r) + 1 me? g.lz + BU_UBZH: Eo
2 H de g E
On obtient ainsi une équation différentielle sur u(f) = %
r

Rem. : Ep et C sont données par les conditions initiales, ou les valeurs de r et v en un point
donné de la trajectoire (par exemple pour une planéte du systéme solaire).
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1. Cas d’une force F= - k oM, k = cste.

Alors : F(r) = Fkr
Ep() % kr? + cste

I1.1. Cas ou k = 0 : force attractive.
En projection sur (;< ,;/), la RFD donne :

00

m X = - kx

, soit :
(o]0)

my = - ky

[e]0)

X+ w' x=0 K

H 2

1S|0‘b__

[e]0) 2 m

y+wy=0

Il s’agit de I'oscillateur harmonique bidimensionnel :
x(t) = A cos (a + ¢)
y(t) = B cos (u + )

La trajectoire est une ellipse de centre 0, décrite selon la loi des aires.

4

@ -v=n/2)

= BEeal-

Pour ¢ — ¢ = 0 (M), cette ellipse se réduit a une droite.

11.2. Cas ou k < O : force répulsive.

On a cette fois :
(o]0)

X-w’Xx=0 o,
oo 2
y-w'y=0
Donc : {x(t) = A ch (wt + ¢)
y(t) = B ch (ut + )
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La trajectoire est donc une branche d’hyperbole de centre 0, décrite selon la loi des aires :

Ay
©—w=n/2)

244

\

\4
X

. = k —
I1l. Cas d’une force newtonienne » F= - —e,
r
F(r) = - k k > 0 : attraction
2
r k < 0O : répulsion
k
Ep(r) = - — + cste
r
EXx. : - Force gravitationnelle.

- Mm —
F=-9 2 e,
om)
k = + g Mm > O (attraction)
- Force coulombienne. €,
F = a9 > eT (dans le vide)
4M gqr
@)
Donc k=- 99
41 g,

qq' = 0 : force répulsive
qq’ < O : force attractive

I11.1. Equation polaire de la trajectoire.
On peut utiliser une méthode dynamique et la 2° formule de Binet :

K 2 2 2 d?u
F(r)=- — =-ku"=-mc°u +—
o r2 EJ de?

On en déduit I'équation différentielle sur u(8), linéaire du 2° ordre a coefficients constants :

d?u
4+ u=
de? mc

2
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La solution est : u=Acos (06— 6y +
mc

En posant 6 = 0 - By (rotation d’axe), et en prenant A > O (ce qui est toujours possible par un
choix adéquat de 6,), on a donc :
1

r@) =

+ Acos©

mc

Il s’agit de I'’équation polaire d’'une conigue, dont le centre des forces O est un foyer.

I11.2. Cas de la force répulsive : k < 0.

7

On peut alors écrire :

r(e") = 5
-1+AE%ECOSG'
2
b= me” _ 4
Soit : rey=—P
-l1+ecos® e=Ap=>0

p est le parametre de la conique, e son excentricité.

Si e < 1, r serait négative, ce qui est exclu. Donc e > 1 et la trajectoire est une branche
d’hyperbole (la branche la plus « éloignée » du centre des forces).

1
cos 0= —
y (1 e
3
- k_;
%/sz-r—ze,
| A~ [}
: c (M o
S\;
2 s ss' c FF'
(p=—=a(e“"-1):a=— ;e=—;c=—)
2 a 2

111.3. Cas de la force attractive : k > O.
On écrit cette fois :
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o o= mc?
Soit : r@)= ———— -
®) l1+ecos® K
e=Ap

On ne peut cette fois, a priori, déterminer la nature de la conique.
Montrons gu’elle ne dépend que de I’énergie initiale Eg du point M :
E(t) = Eo = cste = Ec + Ep

On calcule E¢ grace a la 1% formule de Binet.

EC:lmc2 @JZ+Ed_ugH Bd_u:ﬂa
2 nde O ode  de'g
u U
Avec u(e'):ﬂ
P
d—u=—gsine'
de’ P
2
g Ec=lmc (1 +e*+2ecosH)
2 p?
Et : Ep(r)=-5=-ku=-5(1+ecose')
r p
Comme mc? = kp, on tire :
Eo=%E(1+e2+2ecose')—5(1+ecose')
p
Soit : Eo = 1k (e*-1)
2p

On voit donc que la nature de la conique dépend du signe de I'énergie.

e SiEg>0:e>1,

et la trajectoire est une branche
d’hyperbole (la branche décrite
est alors la plus proche

du centre des forces).
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« SiE,=0,e=1,

la trajectoire est une parabole.

p ] P
r= —— ; Mmin = SF = —
1+cos 6 mn 2
e SiEy<0,e<1,
la trajectoire est une ellipse
(et un cercle poure =0, Eg = - L).
2p
b? 2 AP c FF
=—=a(@-e , a=— ; e=— ; Cc= —
P a ( ) 2 a 2
min=rr =a (1l —e) Mmax = ra = a(l + e)
(P périhélie ; A aphélie)
(o] (o]
Rem.:C=r’8 =rxr0 =rV, (cste des aires)
Donc, aux points P et A : 1rpVp = rpVa
Ainsi : Va=Vmin €t  Vp= Vpax , Aavec:
Vinax rha _1+e
Vmin I l-e

111.4. Cas de la trajectoire elliptique k>0
Eo<O

A partir de la donnée de Ep et de C, on cherche a déterminer les caractéristiques de I'ellipse : a,
b et la période T.

« Demi-grandaxe: p=a(1l-e¢€?
Or : Eozlh(ez—l) , donc ;
2 p
__ Kk
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amc?

+ Demi-petit axe : b?=ap = ”

Soit : b? = -

« Période : on utilise la loi des aires

((:ij_f _ % CO S=nab= % cT (aire balayée pendant une période)

Ainsi - T2_4I'I2a2b2 _4anatp _4n?a*m
' c? c? k

Donc : T=2N

On obtient ainsi la généralisation de la 3° loi Képler : T? est proportionnelle & a°.

k>0
I111.5. Cas de la trajectoire circulaire Eo <O
e=0
Alors : r=ro=cste , donc:
k
Ep = - — = cste
lo
k
Or : E, = - —— = cste
21,
k . . .
Donc : Ec=E,—-Er=-E, = ET = cste : le mouvement circulaire est uniforme.
To

o o
Rem. : la loi des aires r>0 = C donne aussi immédiatement ce résultat : r = ry = cste, donc 8 = cste.

1
De plus : Ec = > mvy?
k
On a donc : Vo =
mrg
20Mr mry°
On retrouve alors : T= O = 2n 0
Vo k

Rem. : tous ces résultats peuvent aussi étre retrouvés par application de la RFD, dans le
référentiel d’étude galiléen, en projection sur la base du triedre de Frenet.
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