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2.4 Analyse statique des mécanismes a chaines fermées
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2.4.1 OBJECTIFS
Déterminer le degré d' hyperstaticité du mécanisme.
Préciser les inconnues hyperstati ques.
Modifier, si nécessaire, le mécanisme afin de le rendre isostatique.
2.4.2 PRINCIPE FONDAMENTAL
Chaque liaison normalisée est considérée comme parfaite.
Les éléments de réduction, dans le repére local R (A, X,Y,Z), du torseur
d'inter-efforts associé alaliaison L ; sont :
{Sj - Sl}A = %(ji M
N

%J’i ji
ec

oood

av

E R(S, - S)=X;X+Y,y+Z,2
0
%\](A'Si - S)=LX+M;y+N;z
On applique le Principe Fondamental de la Statique a chacun des n
solides de la chaine simple.
S {3 - Sl}A désigne le torseur de toutes les actions extérieures agissant
sur le solide S;, on peut écrire:

oopn] (S -Sj.=0 ©
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soit
R(S, - S)=0 )
IE3)
0i O[1,n]
M(A,S, - S)=0 ©)
JEA]
2.4.3 METHODE DE RESOLUTION
24.3.1 Projection de (2) et (3) sur R (A,X,,Yo,Z0)

On obtient un systeme (E) de 6n équations scalaires a N parametres
statiques inconnus avec :

n+y n+y

Ns:Znsi :Z(G_nci)
n+y

Ns=6(n+y)_chi :6(n+y)_Nc

soit

2432 Rang statique
Le rang statique r, est le nombre d’ éguations indépendantes du systeme
(E). On abiensir ry<6n.

On peut démontrer que m = 6n — r et donc que :

Le systéme (E) s écrit alors : (A)(X) = (B)

~

ou

(X) désigne un vecteur unicolonne contenant rg inconnues d’ inter-efforts.

(B) désigne un vecteur unicolonne contenant N —r, parametres
statiques a fixer et les parametres donnés.
(A) designeune matrice (r,r,) de coefficients géométriques du mecanisme.

2.4.4 DEGRE D’HYPERSTATICITE D'UN
MECANISME

2441 Définition
On appelle degré d’ hyperstaticité d’'un mécanisme, noté h, le nombre de
paramétres d’'inter-efforts a fixer pour déterminer les r, inconnues d'inter-

efforts restantes.
h=N -r,

24.4.2 Détermination rapide deh
Une détermination globale de h est nécessaire si on veut connaitre
rapidement la nature isostatique d'un mécanisme.

On adonc h=6(n+y)-N_-r,
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soit h=6(n+y)-N,—(6n—-m)
d ol lh=m+6y-N,
24.4.3 Signification de h
h=0 N, =r, L e mécanisme est isostatique

Toutes lesinconnues d’ inter-efforts sont déterminables.

Le fonctionnement correct de ce mécanisme ne nécessite
aucune condition géomeétrique particuliere.

h>0 | N;=r,+h L e mécanisme est hyperstatique d’ordre h.

[l faut fixer h inconnues d'inter-efforts afin de déterminer lesr,
inconnues restantes.

Le fonctionnement correct de ce mécanisme nécessite h
conditions géométriques a respecter.

2.4.5 COMMENT TRAITER L'HYPERSTATISME

2451 M odification du mécanisme réel en conservant
le modéle d’analyse

e On annule h inconnues d’inter-efforts n’appartenant ni aux liaisons d’entrée ni aux
liaisons de sortie. Il reste a résoudre un systéme de r, équations a ry inconnues d'inter-
efforts.

* On accroit la mobilité interne du mécanisme en augmentant le nombre de solides du
mécanisme réel.

2452 Conservation du mécanismeréel en modifiant
le modéle d’analyse

* On rajoute h équations de comportement en modélisant les solides comme
déformables élastiquement et les liaisons rigides et sans jeu.

 On rajoute h équations de compatibilité géométrique en modélisant les solides
comme indéformables et en tenant compte du jeu réel danslesliaisons.
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ETUDE DES CHAINES FERMEES

2.4.6 EXEMPLE TRAITE : MALAXEUR-MELANGEUR
24.6.1 Liaisons entre solides
Lo : Pivot d'axe (A,Y,) (entrée)
Ls, : Pivot d'axe (C,Z,)
Lo : Pivot glissant d axe (D, Z,) (sortie)
L, : Pivot glissant d’ axe (B, Y,)
2.4.6.2 Paramétrage
AB=RZ, CB=-Ay,
DA =—dy, CD =ly, - hz,
X1 Xo X X1
71 Z
Bo1 2 B12 z
Yo=Y1 Yi=y2
ys AYy2 3 4Yo
3 X3
022 X2 A Xo
Z3=2Z> Z3=27
24.6.3 Torseursstatiques associés aux liaisons
X Lo O X L, O
{ )} _ |:1Y01 01 0 { } _ 0 21 21
T &-Ska=0Ya 00 UG -Syg=00 00
01 NO1ERO 21 N21HQ0
{T < } _ %32 L32 E { )} _ %03 LOS
S -S)yc=0Ve MpO T (S -Skp=0Ye Mg

. 0

4
4
[l
R,

Ho o

M O E B 0 0 B
fredc-s)g=0 Mo {Tet-s)y=00 o4
Do o Nealir,
2464 Application du P.F.S
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L'isolement de S, permet d'écrire :

{T(So—’sl)}B+{T(Sz*Sle{T(eXt~S})820

soit
0 RS ~8)*R(S, - S)+R(ex - §)=0
0
MBS, - S)+M(B,S, - S)+M(B,ext - §) =0
avec
M(B.S, ~ S)=M(A,S, - §)+BADR(S, - S))
d’ ou
Loy [-RsSNGy [Xy
M(B,S, - S,)=| 0 + 0 O|Yy
No, [~RcosBy (Zy
soit

0 Ly +RYy cos8y, 0
M(B,S, ~ S,) = (RZy, SinBy, — RX g, €08,
H Ng —RYySnby %o

Finalement, on obtient le systéme d’ éguations suivant :

@ E Xo1 + X =0
(2 0 You =0
€) % Zo + Zy =0
(4 0 La + L, + RY,c0s0, =
(5) [RZ,,sinB, - RXyc0s0, + M o =
(6) E N + N =0

L'isolement de S, permet d'écrire:

R U)o (N CRES o
soit
3 RS, - S)*RE; - 8,)=0

0
4M(CS, - S)+M(CS; - S,) =0

Calcul de M(C,S, - S,)=M(B,S, - S,)+CBOR(S, - S,)
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_ L21 0 X21
M(CS, -S)=| 0 +-A0l O
N21 0 ZZl
soit
L, —AZ, 0
M(CS, -S)=g 0 g
B\|21 +)\X21 QQO
Finalement, on obtient le systéme d’ équations suivant :
(7 X, + Xy =0
® B Y3 =0
(9) %_ ZZl Z32 0
10) T La Ly + AZy 0
1y 0 M, =0
12 E‘ N2 AXy =0

L'isolement de S, permet d'écrire:

s -stedtE-shefTEc-g)c=0

soit

0 R(S -~ S)-R(S; - S;) +R(ext - ;) =0

OO

E’\W(C'So -~ S)-M(CS, -~ S,)+M(C,ext ~ S,)=0

Calcul deM(C,S, - S;) =M(D,S, — S,) +CD OR(S, - S,)

Lo |-1SinBg [Xgs
M(C,S, -~ S;)=| 0 +|lcosB, O|Y
N g -h 0

ad Loy +Ygg

M(C.S, ~ S)) =1 ~hX s

0
O
' 0
AN = 1Y g5 SinBy; —1X 45 COSO, ng
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Finalement, on obtient le systéme d’ éguations suivant :

a3 E ~Xa + Xoz =0
24) 0O ~Ya + Yos =0
(15) % -Zy + Z o =0
(16) O ~Lla + Los +hYy, +1Z,,c0s6, =0
(17) D - M 32 + - hx 03 + IZext Sn 903 = O
(18) E— 1Yo SINOy; — X, €080, +Ng, + N =
Lebilan est le suivant :
Inconnues d’ inter-efforts nty
N, =% ng =18
1=1
Mobilité du mécanisme m=N,-r. =1
Rang statique ry=6n-m=17
Degré dhyperstaticité h=Ng-r, =1

Le systeme d’ équations est le suivant:

@ X o + Xa =0
(2 Yo =0
©) Zy 21 =0
(4) Loy + Lo + RY ¢, 0S8y, =0
(5 RZ,snB, - RX y, cos0y,; =-M
(6) N + N - =0
(7) - X + Xz =0
) Ya =0
C) - Zy + Zs =0
(10) - Loy +AZy L =0
a1 M, =0
12) - N ~AXy =0
13 - X3 Xoz =0
(14) - Y + Yos =
(15) - Zyp =Ly
(16) - Ly, + Lgs +hY g =-1Z, cosBy
@7 - M, - hX 4 =-1Z,, SinB
(18) =Y, SiNBy,; - IX,, CoSOy, + N ==Ng
Apres résolution on obtient :
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Yo = Yz = Yg = 0
M, = 0
Zy = Iy = 2y = ~ Loy
N
Xg = =X Xgg = =X et
01 32 03 21 ICOSeog
AN
Ny = - =
[ cosO,
M s = —1Z,,SnB
Il reste un systeme de 3 équations indépendantes (4), (10) et (16) avec les
4 inconnues suivantes: Ly, , Ly, L4, Log-
soit
E Loy Ly =0
O —Ly+lsyp=-AZy
H‘ La + Loz =124, cosOy,
L e mécanisme est donc hyperstatique d’ordre h=1.
24.6.5 Comment rendre ce mécanisme isostatique ?
On peut annuler 1 inconnue d'inter-effort (Lgy ou L,y ou Ly ou Lgg) afin
de déterminer les 3 inconnues restantes en modifiant les liaisons du
mécanisme.
Par exemple, posons L4,=0
Il vient: Loy =Ly =-AZ,,
Loz =—Zoe (A +1c0sB;)
soit
X 00O
s -shombve Mol ae v@ 70
T S -S)yc=0 M0 aveCM _
7. 0 *
Modification n°1
{T S, - 52)}0 = %Ysz M32E Liaison sphérique adoigt (C,X,2)
7. 0
L1 : Pivot d'axe (A,Y,)
L, : Liaison sphérique adoigt (C, X, 2)
Lg : Pivot glissant d’axe (D, Z;)
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L, : Pivot glissant d’axe (B,Y) |

Calcul du degré d’ hyperstaticité

Inconnues cinématiques N, = Z Ng =7
Mobilité du mécanisme m=1 m=0 m=1
Degré d hyperstaticité h=m+6-N.=0

M odification n°2

X3 00
{T S; - Sz)}c = %YSZ 0% Liaison rotule de centre C
7 O

L1 : Pivot d'axe (A,Y,)

L5 : Linéairerotule de centre C
L : Pivot glissant d’axe (D, Z;)
L, : Pivot glissant d’axe (B,Y)

Calcul du degré d’ hyperstaticité

n+l

Inconnues cinématiques N, = Z n, =8
Mobilité du mécanisme m=1 m=1 m=2
Degré d’ hyperstaticité h=m+6-N.=0

Comment s affranchir del"hyper statisme ?

On modélise le solide 2 comme déformable éastiqguement (les liaisons étant toujours SUppPOSEes sans jeu)
c'est-a-dire:

Ly =kag,

avec k: coefficient derigidité(m.N.rd™)

as angle derotation autour de X, de L, (rd)
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On suppose lesliaisons avec jeu (les solides ne sont plus parfaits mais présentent des défauts géométriques)
c'est-a-dire:

3 3
Zai = Zai/m
1= 1=

avec of défaut angulaire du solide S autour de Xo
a,,,, débattement angulaire delaliaison Lj;.; autour de X

2.5 Synthése: Ce qu’il faut absolument savoir

Point de vue Cinématique Statique
Inconnues ny sl
NC:ZnCi NS:an =6(n+1)_Nc
1= 1=
Equations E. =6y E, =6n
Equations indépendantes r. <6y rs<6n
ou rang du systéme.
Mobilité / Hyperstaticité m=N,-r, h=Ng-r,
Dégradation du systéme h=6-r, m=6n-rg
d'équations
Calcul de h par laformule h=m+6y-N,
de mobilite h=m-6n+N,
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