Sciences Indusrielles

) Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)
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Sciences Indusrielles

‘ Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)
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Sciences Indusrielles

‘ Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

TRANSFORMEE DE LAPLACE. CALCUL SYMBOLIQUE. MODELE
TRANSFERT.,

1.1 Définitions.

1.1.1 FONCTION CAUSALE
On appelle ainsi une fonction u(t) pour laquelle: u(r) =0 ; Oz <0.
Dans la suite du document, nous utiliserons exclusivement des fonctions causales.

1.1.2 FONCTION ECHELON UNITE (OU FONCTION DE HEAVISIDE)

u(t)ll
e [O¢<0;u()=0

e O¢>0;u)=1 ot

Remarque:

Dans ce qui suit on ne sintéressera pas a la fonction sin(wt) , par exemple, mais a la fonction causale
sin(wt).u(t) :

sin(wt) uw =0, Ot<O0 et sn(wt) uy =sin(wt), Ot 0

1.1.3 TRANSFORMEE DE LAPLACE MONOLATERALE (OU CLASSIQUE)

On appelle transformée de Laplace L. mono latérale (si elle existe) d'une fonction f() causale, lafonction :

LLA0]=F(p)= [ Tty ™ dt
avec lavariable pcomplexe, p=o+iw

Remarques:

On n'exposera pas les conditions d'existence de la transformée, remarquons seulement que :

» ft) doit étre d'ordre exponentiel, c'est a dire majorable al'infini par des exponentielles.

- a L [fo] =Fp-= I:f(t) e dt correspond un nombre réel o, appelé abscisse de convergence de f,

tel que:
Tlm Plan complexe
L [fo] = Fp existe s Re(p) = 0 > a,, Jon ‘ exgence
L [fo] = Fp n'existe passi Re(p) =0 < g, ol T Re
|
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Sciences Indusrielles

Cours (1° partie)

Automatique : Transformée de Laplace

« Lacorrespondance entre ft) et F(p) est biunivoque.

R_-R
t- fo

C _C
p- Fp

Fonctions réelles avariable réelle

Fonctions complexes a variable complexe

Domaine temporel

L rf(t)

Domaine de Laplace

i

«F

L Y F(p)]

1.2 Calcul destransforméesusudlles.

1.2.1 ECHELON UNITE

up=0, O0¢r<O0

un=1, O¢r>0

+00

L [uw]=Fp = Io e dt

o]

0 ¢ [ -
L [u] =< D:mn%e E—nmE—
D p H)" t—00 p t-0

L [uo] =1
p

1.2.2 RAMPE UNITAIRE

fy =t uw

L [fo]=Fp= J'Ow e’ dt

En intégrant par partie

U=t
d_V:e_pt
dt
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Sciences Indusrielles

) Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

fo dﬂdt = I U— dt + J’w d—Uth
0" dr 0" o*
O 7m0 o
D‘te O = Fp +I,—l e ” dt
o P70y ° p
. d o1 O
|Im%~te E—O= Fp) +glze”’g
oo p P s
0 - 0= Fp - —
p
F(p) =
1.2.3 IMPULSION PHYSIQUE (OU CRENEAU) DE SURFACE UNITE
f(o:ti std]0t[, fo =0 s tO[0 1] fo,
A 1
; .
1 1 /Alrezl
L [fo] =Fp = IO ) tile’p‘ dt -
o b
0 t
10e?d 1 ‘p‘1+1E '
=—Oo—0 = = 10— e
to PLh tLOpP P LU= F(p)- + %
1

1.2.4 VI.2.4 IMPULSION DE DIRAC UNITAIRE

ot

On définit I'impulsion de Dirac unitaire en faisant .
tendre t; vers O dans le créneau unitaire. Cela revient a
générer une amplitude infinie pendant un temps nul, ce qui ne
correspond évidemment & aucun signal physique réel, mais

cette fonction peut étre utile dans I'analyse théorique du 0
comportement temporel d'un systéme. L [50] =

Remarque: si pour piloter un systeme automatique, lors du calcul par le modele, on
démontre qu’il est nécessaire d’envoyer un Dirac, il sera nécessaire de modifier [’automatisme (le
schéma bloc). Un Dirac est impossible a réaliser avec précision.

- e‘P’1 E
ph

L [o0] :!‘E%

n

. L X X
Avec le développement limité: ¢* = 1 + m +..+ / +...
n!
Page 5 Jacques ATACHE — Jean-Marc CHEREAU 0 EduKlub S.A.

Tous droits de l'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la
consultation individuelle et privée sont interdites.



Sciences Indusrielles

) Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

L [&g] = lim g—( —m)%
4-0 ph
L [d0] =1
Remarque:
o(t)

Soit lafonction: g, =0s t<O0

d;
g =+ s 0<t<t g, 1
Loy 4

g,= 1 s t>t

adors'échelon unité u(7) = lim g,
-0

d.
et I'impulsion de Dirac unitaire d(¢) = lim jt’l

t-0"

Ains I'impulsion de Dirac unitaire apparait comme la dérivée de |'échelon unité.

1.2.5 FONCTION EXPONENTIELLE

f@)=e"" u(r) f(
L(f(t))=ij e e’ dt i
+oo 0
D_ -(p+a)r|]
L¢F0)=F——0 .
Op*a Ly F(p)=
1 pta
Lf@)=F(p)=——
pta

1.2.6 FONCTION SINUS

foh
£(6) = sin(ey) (1)

L(f(t)):J’: sin(cyt). e dt 0

Ly@)=F(p)=

2
+oo p

01 - O ) =
Lf(¢)) =T —cos(at). e’ ] —[. —cos(wyt). e"'dt
0 W Lo+ J:) Wy

Wy
+

2

L’intégrale restante peut a son tour étre calculée par parties :

+0o

_1_pH]1. g p o ,p,H
L(f(t))—E Eé%l):an(wot).e % +EL sin(wyt). e dté
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Sciences Indusrielles

) Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

Lo@))=+-P 52 Lyw)D
Wy Wy W 0
L{¢(0)=F(p) =%

1.2.7 TABLEAU DES TRANSFORMEES USUELLES

Cetableau fait partie des connaissances indispensables

Domaine temporel Domaine de Laplace
1 (2) est une fonction causale
=0 O0¢<0
10 ' L (1) =F(p)
pour O¢>0 f(@)=
1
) =1 F(p) =5
1
@)=t F(p) :?
o= ot
pta
£ (6) =sin(ay) Flp) =%
p*t+ay’
£ () = cos(ayt) Fp) =2
P+’
f(#) =™ sin(wyt) F(p)=—
(p+a) +ay’
() =e™ cos(wyt) F(p)=— (p+a)
(p+af +a’®
o -0 K
— _ F =
fiy=K-e T WL
wp =Wyt 2
f(l):ﬁe ¢ sin(w,?) F(p):p2+2;£op+a)02 avec & <1
avec W, = 1-&2
1 —tITy -tlT, :—1
J0= T,-T, (e e ) F) (r.p +1r,p +1)
f(B)e™ F(s+a)
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Sciences Indusrielles

‘ Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

1.2.7.1 Remarquesimportantes
On remarquera que la forme mathématique de f(t) est liée aux pbles de F(p) c'est a dire aux valeurs de p
pour lesquelles le dénominateur de F(p) sannule.

D'une part :
. aunpodleréd (p= -a) correspond une fonction exponentielle,
. aune paire de polesimaginaires purs ( p = i w) une fonction harmonique,
. a une paire de pbles complexes conjugués ( p = - a = i w) une fonction harmonique multipliée

par une exponentielle,

d'autre part :
. a un pdle de partie réelle négative correspond une exponentielle amortie ( ou une fonction
harmonique multipliée par exponentielle amortie),
. a un podle de partie réelle positive correspond une exponentielle amplifiée ( ou une fonction

harmonique multipliée par exponentielle amplifiée).

1.3 Propriétés de la transformée de Laplace
1.3.1 SUPERPOSITION LINEAIRE

1.3.1.1 Additivité
Si f@) et gt ont des transformées de Laplace alors :
L [fo+ogol =L [for+L [gw

1.3.1.2 proportionnalité
Si f(t) aune transformée de Laplace et A est une constante alors :

L [Afo] = AL [fo]

1.3.2 DERIVATION
Si fi aunetransformée de Laplace alors:

1.3.2.1 ordrel

recherche de latransformée de Laplace : L E’ﬂéz J’m Ve dt
dt ©

En intégrant par partie:

d_U = @ d_V :—p.e-pt
dt dt dt
V:e'pt U:f(t)
ﬁdU—th S J’fd—Uth
0" dt 0 dt 0" dt

pe|® - L w0
[ﬁt) e pt]0+ :J:)+— P ﬁt) e P dt+L %;()E
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Sciences Indusrielles

) Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

. -pt) _ o _ o0 —pt Dif(f)lj
im (7 ¢) = £0") = = pff e arl 320

L s O

0 - f(0")=-pL[s] +L 0, B

on obtient : | L g%gﬂv L[fw]- /0" )= p.F(p)- f(0")

1.3.2.1.1Notion de point d’ étude un systéme automatisé ou conditions de
Heaviside
Dif(t) |:|_ + oy + 4 . o
L eyl L [fi] - /(0" ) = p.F(p)= f(0" ), Intéressant si f{0")=0.

Pour ce faire, il sera nécessaire de faire un changement de variable autour un point dit d’ éude (ou
d équilibre pour les systémes automati ses)
Par exemple : pour un moteur a courant continu, piloté en tension de schéma fonctionnel :

U(t) Q(t)
—> Motewr ——>

lacourbe réelle fournit par les constructeurs est de laforme :

AUt enValt S

N
O = \\
U1=20Volt . . ?,\ ,ﬁ(eﬁ
N

M ‘
U0=10 Volt | (f)
- >

| ‘ Q) ens”
—>
(J0=600 tr/min (01=1500 tr/min
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Sciences Indusrielles

) Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

Leslois de comportement du moteur se modélisent al’ aide des éguations :
U(t) : Tension d entrée
dil(t) E(t) : Tension aux bornes du moteur

U@)-e()=L——= 7 RI(2) Q(¢) : fréquence de rotation du rotor

- I(t) : courant dans I’ induit
E(r) = KeQ(1) 90) Cm(t) : couple moteur

! Cr(t) : couple récepteur

Cm(t)=Cr() = f Q@) =J— = dt f; Coefficient de frottement visqueux dans laliaison
Cm(t) = Kt.I(¢) pivot. o
R : résistance de I"'induit
L : inductance de I’induit
Le point d’ étude a pour coordonnées: M O{e0 S CMg ;g Ug; W) cro}

On pose le changement de variable suivant, ceci pour étudier les variation de comportement du moteur
autour du point d’ équilibre Mo,

changement de variable L es équations deviennent :
Alinstantt :
Ul =ult) +uq u(t) +ug — e(t) —eg = LD 4 Rie) + R,
E(t) =e(t) +e, t
Q(f) = wl(t) + w, e(t) + ey = Ke.w(t) + Ke.w,
Cm(t) =cm(t) +cmy em(t) +emg —cr(t) —cry = dw(t) + f.o(t) + .o
I1(t) =i(z) + i,
Crt) = er(r) + em(t) +cemg = Kti(t) + K i
() = er() +ero al’instant t,=0:
avec o
u(0) =0;¢(0) =0;i(0) =0 eg = Ke.twy
@(0) = 0;¢em(0) = 0;cr(0) =0 cmg =cry = f .y
=K.,
L es équations autour du poi nt d’équilibre My :
u(t) —e(t) = LdiT(tt) +RI(r) em(t) - cr(z) = S0 d“’(’) ()
e(t) = Ke.w(t) em(t) = Kti(t)
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Sciences Indusrielles

) Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

Appliguons latransformée de Laplace :

u(t) —e(t) = LdiT(;) +Ri(7)

U(p) - E(p) = (Lp + R)I(p)
e(r) = Ke.ot) L E(p) = KeQ(p)
dw(t) > Cm(p) =Cr(p) = (Jp + 1) Q(p)
em(t) —cr(t) = JJ—=+ f.(t) Les conditions Cm(p) = Kt.1(p)
initiales sont
em(t) = Kt.i(t) donc nulles.

Attention ala convention de notation :

u(t)
Lettre minuscule et u(r) est L u(p)
un infiniment petit du — L ettre majuscule et p est
premier ordre en général, et ) un complexe
nul pour t=0 Transformée de Laplace

1.3.2.2 ordre2

e, U
Cdculons LE20=p(p L[] - fio')) - HH
2 H Oar O+

dt

LR 2 L] - HH
0. B p? L{fw] -pfor) - S Oy

Avec les conditionsinitidles: f(0")=0 ; B@H =0
Odr Lg*
LMD p? L[f(t)]
Ha® H
1323 ordren
n-1
Avec |es conditionsiinitiales: f(0*) =0 ; HH =0 ... : @d ﬁ”g =0

Ddt + n-1

L gjﬂg »" L[]

1.3.3 INTEGRATION

Si f» aune transformée de Laplace. Soit g(t)ZJj fw du dors dft(t) =1(@)

On admettra que g(t) a une transformée de Laplace, ains
Di go_

Ly » L[g0] - er0™)
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Sciences Indusrielles

‘ Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

/ 1 o
L fwduZ= = L[w] + 80
p p
Avec la condition initiale go*) =0

t 1
LY /() dugs > L [1]

1.3.4 DERIVATION ET INTEGRATION PRATIQUE DANS LE DOMAINE DE LAPLACE.
Si les conditionsinitiales sont nulles ( condition de Heaviside)

 Dériver dansle domaine temporel revient amultiplier par p dans le domaine de Laplace.

L’intérét est clair, remplacer les équations différentielles par des équations al gébriques, cette méthode est a
d?x(t) ., dx(1)
Cd? o dr
chercher la solution sous la forme: x(f) =e™ou r est une constante réelle ou complexe. L’ équation

rapprocher de la méthode qui consiste, lorsque I’on part de |’ équation : a +b +ex(t)=0 a

ar? +br+c =0 est appelée I’ équation caractéristique relative a I’ équation différentielle.
« Intégrer dans le domaine temporel revient adiviser par p dans le domaine de Laplace.

1.3.5 THEOREME DE LA VALEUR FINALE
On admettra que : (La démonstration n’est pas au programme de C.P.G.E.)
lim fip = Iirrg)p Fp)
pa

t - 00

Ou F(p) est latransformée de Laplace de f{2).
Si les limites envisagées existent, pour les fonctions qui nous préoccuperont si tous les poles de p
F() ont leur partie réelle négative et non nulle.

(Enclair, et en langage automatique : lafonction f(t), (par abus de langage F(p)) est stable.
1.3.6 THEOREME DE LA VALEUR INITIALE
On admettra que : (La démonstration n’est pas au programme de C.P.G.E.)
lim f = limp Fp)
t-0" po®
Ou F(p) est latransformée de Laplace de f{2).
Si les limites envisagées existent, pour les fonctions qui nous préoccuperont si tous les poles de p
F) ont leur partie réelle négative et non nulle.
1.3.7 THEOREME DU RETARD
Si fm aune transformée de Laplace Fp).
Sait gty une fonction déduite de f» en lui faisant subir un décalage temporel ou un retard T

g)=/@-1)
f g

0 { 0 T t
par transformée de Laplace, on obtient : L [f1z—1)] = J;m F(t-T)e dt
Et en posant le changement devariable: T =¢-1 et dT =d¢ ; il vient:
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Sciences Indusrielles

) Automatique : Transformée de Laplace
Cours (1°" partie)

L[ft-]= fo " A(T).e P g
L[ft-o]=e" J‘O " F(T)e P g

dou:

L[ -o]=e" L s
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