CHAPITRE 10 ETUDE DE CAS

ll Chute libre verticale

mmssm 1. Mouvement de chute libre

@ C’est le mouvement d'un objet soumis uniquement a son poids.

s ). Expression de I'accélération

@ En se placant dans un référentiel terrestre, supposé galiléen et en consi-
dérant un solide soumis a son seul poids P, d’apres la deuxiéme loi de
Newton, on a :

> -> -> e
m.a.= P=m.g, soit|a,=g|(1).
® L'accélération du centre d’'inertie du solide est égale au champ de pesan-
teur. Elle ne dépend ni de la masse du solide ni de sa vitesse initiale, c’est-

a-dire de la maniére dont il est lancé.

mmm 3. Chute libre sans vitesse initiale

> >
® Choisissons un repere orthonormé (O; i, j,k) dont l'axe vertical est
orienté vers le haut et dont 'origine O est la position initiale. L'origine des
dates est choisie a I'instant ou le solide est laché.

® Le champ de pesanteur étant considéré comme uniforme (identique en
tout point de la région considérée) dans le repere choisi, on pose les condi-
tions initiales suivantes :

x0=0 Vox=0
Py >

OG(tZO) yo=0 et V(t:()) Vop=0

Z():O Voz= 0
. 0 NS x=0
Comme g0, on a d’apres (1): @ {a,=y=0

0 az:é:_g

Par intégrations successives du vecteur accélération et en tenant compte
des conditions initiales, on obtient :

VX:)ZZO x=0

> . —

v vy:y:O et OG |y=0
v,=z=—gt Z=%gl’2

® Le centre d’inertie G d’un solide en chute libre, abandonné sans vitesse
initiale, est animé d’un mouvement :
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— rectiligne vertical (car x =0 ety =0);
> 5
- uniformément accéléré (Car a-v=(-g)(-gt)=g*.t>0 ou t>0> .

@ La valeur de la vitesse croit d'une facon linéaire avec la durée de la chute :
@

La hauteur de la chute est liée a la durée par la relation : |h = |z| = % 2.2 (3).

En éliminant t entre les relations (2) et (3), nous obtenons la relation

caractérisant une chute libre : .

b} . .

Exenwle 4 apylication
( 7 r \
Pour mesurer la profondeur /7 d'un puits, on laisse tomber du haut du puits une
pierre de masse m = 2 kg, sans vitesse initiale.
On mesure la durée qui sépare le lacher de la pierre et la perception du son émis
lors de son impact sur I'eau : At = 1,5 s. Données : le son se propage dans l'air a
la vitesse : vy = 340 m.s~! ; on prendra § = 10 N.kg~1.
Quelle est la profondeur du puits ?

Oorrgé comimentt

Indication : il faut du temps a la pierre pour atteindre le fond, et il faut du temps au
son de l'impact pour remonter jusqu’a I’expérimentateur.

Soit Aty, la durée nécessaire pour que la pierre atteigne le fond du puits.

Soit h, la profondeur du puits : h = % g (Atl) 2, soit: A= /: (1).

Soit Atp, la durée nécessaire pour que le son remonte : Aty = V_s (2).

La durée totale de I'expérience est : At = Aty + Afp, soit Af = v@ + vﬁs 3).
On pose X = /h, avec X positif, ce qui donne dans la relation (3) :

At vg= vy /% X+ X%et par suite X%+ (vs ,“fg) X—=Atvg=0 (4).

On résout cette équation du second degré : A= v 244 At vs=25160.

L'équation (4) a deux solutions : I'une positive X et I'autre négative X».
C’est la solution positive qui permet de trouver h :

h=X?2= _[_ (VS ‘/%2) +_/Z 2 AN :h= [_ (34OX /1202) ' m]z

~ 10,8 m.
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n Chute verticale avec frottement

mmmm 1. Les forces en présence

® Un objet qui tombe dans I'atmosphere est soumis a trois forces :
- son poids P, vertical, vers le bas, de valeur P = mg (constante pour un
champ de pesanteur uniforme) ;

— la poussée d’Archimede P4 due a l'air, verticale, vers le haut, de valeur
(constante au cours du temps) égale au poids du volume d’air déplacé.
Py=my.g=p.V.g ou Vreprésente le volume de I'objet et p représente la
masse volumique de 1'air ;

—une force de frottement fluide f verticale, de sens opposé au mouvement
et dont la valeur croit avec la vitesse d'une facon linéaire.

s 2. Application de la deuxiéme loi de Newton
a un mouvement de chute verticale

On se place dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

® Le systeme étudié est un solide laché, a t = 0, sans_)vit_e}sse_}initiale, d'un
point O origine du repere et soumis aux trois forces P,P,etf.

® Appliquons au systeme étudié la 2¢ loi de Newton :
> — o >

P+Py+f=m.a.| (4

® Au _f)ur et a mesure de la chute, la vitesse augmente et l'intensité de la
force f augmente contrairement aux deux autres forces.}’our une certaine
vitesse appelée vitesse limite v, , 'intensité de la force f atteint un maxi-
mum tel que : f=P + Py.

> > — N .
On a alors f=- <P+ PA), d’ott ag=0 : le mouvement est alors uniforme.

s 3. Equation différentielle du mouvement

® Ces forces étant verticales, elles n’ont chacune qu’une composante ver-
ticale :
Pz=-m.g; Paz =+ mair.g; [7=— Az

® On en déduit, d’apres (4), que l'accélération n’a qu'une composante ver-
ticale telle que :

’m.az =— AVz + Mair.g — m.g‘ (5).
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® D’apres la définition de I'accélération et en posant : z
v=vz(<0), 0

ﬂ__iv_'_ matr_lg(6). r

dt =

D"
C’est I’équation différentielle du mouvement. <
P
Fig. 10-1

s 4. Résolution de I'équation différentielle
par la méthode d’Euler

® D’apres la notlon de dérivée, ccil ; —Ahmoﬁ‘t/, soit en premiere approxi-
mation : g‘t/ =~ pour At le plus petit possible.

e En apphquant cette relation a 1’équation (6), nous obtenons une suite
de valeurs de la vitesse a intervalles de temps réguliers At (c’est-a-dire aux
dates : 0, At, 2At, 3At...), a partir de vo = 0.

41 v0+(mn‘;” 1>-g At, soitavecv0=0,v1:<%—1>-g-At.

A partir de v, on peut établir de la méme maniére les valeurs vz, v3 ...

Vi—=Vo=|—

@ Cette méthode numérique itérative permet de tracer point par point la
courbe représentative de la fonction v(t).

b} . .
Exenvple 4 application
( U r \
En utilisant la méthode d’Euler avec un pas de At = 0,5 s, trouver la vitesse limite
de la chute d’une balle de masse m = 500 g et de volume V = 1dm? lachée sans
vitesse initiale dans l'air de masse volumique p = 1,29 g.dm=3. On considere
g =10 N.kg L. Le coefficient de frottement vaut ici A = 0,5 N.s.m™1.

Dmgé comimentt
Indication : tracez v = f(t) : la courbe tend asymptomatiquement vers Vimite.

L'application du théoréme du centre d’inertie aboutit a I'équation différentielle:

m N .
dv __ A v+ ( W";" - 1) g, Ol My, est la masse du volume V d’air.

ar
- A v (m“" - 1) g

D’apres la méthode d’Euler, on obtient : v;; 1=
soit numériquement |V,~ +1=0,5vi - 4,99|.

At+v;,

Comme vy = 0, on peut trouver v;. Connaissant v1, on trouve v,...

v est négatif car I'axe vertical est orienté vers le haut et la balle descend.

On calcule les valeurs v; pour pour différents instants #;. A partir de t5 5, la valeur
de la vitesse est constante: Vijmite = —9,97 m.s™1. )




CHAPITRE 10 ETUDE DE CAS

nMouvement plan d'un projectile
dans un champ de pesanteur uniforme

s 1. Equations horaires paramétriques

@ Nous reprenons l’étude du solide soumis a son seul poids, mais avec une
vitesse initiale non nulle. En se placant dans un référentiel terrestre sup-

posé galiléen, d’apres la deuxiéme loi de Newton, on a:
- o> - =
m.ag=P=m.g, soit l[ag=4|.

> o> o
@ Choisissons un repere orthonormé (O ; i, j, k) tel que la position initiile
soit sur l'axe Oz et le vecteur vitesse initial soit dans le plan vertical (O ;i, k).
Nous considérons les conditions initiales :
0 Vox=1 V(.COS O
— >
OG(t=0)10 et v(t=0)iv,=0

) Voz =+ Vy.Sin o
R 0 R a,=X=0
Comme les coordonnées de ¢ sont: 10 ,ona: aia,=y=0
-8 a;=7=-g

® Par intégrations successives de l'accélération et en tenant compte des
conditions initiales, on a :

S Vy=X=+V(.COS O N X=+vg.coso.t 7)
v(d)qvy=y=0 et  OG(y=0 ®)
v,=72=—g.t+vg.sin o z:—%g.tzﬂ/o.sin o.t+zg (9)

® Quelle que soit la date t, on a y = 0 : la trajectoire est donc décrite dans
le plan (Ox, Oz).

s . Equation de la trajectoire

X

VoCos ot -

En injectant cette relation dans (9), on en déduit
I'équation de la trajectoire :
z:—lL(x)zwtan o(x)+2zo| (10).

2
2 ¢ cos? o

® D’apres (7),ona:t=

® La trajectoire est plane et parabolique.

182
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s 3. Fléche de la trajectoire

® La fleche est l'altitude maximale h atteinte par le mobile, c’est-a-dire
I'ordonnée zs du sommet S. En ce point, la tangente a la trajectoire et donc

le vecteur vitesse sont horizontaux, d’ot :
. . Vo.sino
v, (8)=—gts+vo sina=0, soit t;= 072.
.2 .
N Vo .sin“ao . Vo.sino
@ D'apres (9), onaalors:h:Z(S):—%.g.0T+vo.smoc.OT+zo,

2 .
_vg .sina

soit |h 25

+2Zy

E)(eW\,ﬂe A app location

Un joueur de tennis tente de lober son adversaire situé a 7 metres de lui. Il
frappe la balle a_l)ors que celle-ci se trouve a 36 cm du sol. La balle part avec un
vecteur vitesse y incliné d'un angle o = 40° par rapport au sol. On négligera les

frottements avec l'air. La balle est assimilée a son centre d’inertie G et on
démontre que le mouvement de celui-ci, dans un repere (Ox, Oz) semblable a la

4 )

. . Py ? 1 .2 . 2
figure 10-2, est donné par : OG (f) =+ vocos ot i+ (- 78 t“+vosinat+zo|k (E).
1. Le sommet S de la trajectoire étant atteint au niveau de l’adversaire, en
déduire la valeur de la vitesse initiale vy.

2. En sautant, 'adversaire peut atteindre avec sa raquette une hauteur maxi-
male de 2,70 m. Peut-il intercepter la balle ?

ﬁrrrrgg comment?
1. Indication : le sommet S de la trajectoire est a la verticale de I'adversaire (xs = 7 m).
Au sommet de la trajectoire, a la date f;, la vitesse est horizontale :

v, =—gts+Vvo sina:O,soittS:%.
2 . 2 .
Or d’apres (E) : x;=(vpcos o) ts= Vo cos;sm c_% 521;2‘1 ,

R
soit:vo=/?gxs . AN:vo= [2%98%X7 118m.s!.
sin 2o t/ sin (2 x 40)

2. Indication : : pour que 'adversaire intercepte la balle, il faut que z; < 2,70 m.
D’apres (E), 'ordonnée du sommet S de la trajectoire est :
2.
hzz(&):—%gtsz+vosinocts+zo , soit : h:%
11,8%.sin” 40
2x9,8

Les conditions initiales sont telles que I'adversaire ne peut donc pas intercepter
la balle.

\L J/

Z .

AN :h= + 0,36 = 3,30 m.
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n Le mouvement des planétes :
les trois lois de Képler

Le mouvement des planetes s’étudie dans le repere héliocentrique dont
I'origine est le centre d’inertie du Soleil et dont les trois axes sont dirigés
vers trois « étoiles fixes ». Il est considéré comme galiléen.

s 1. Premiére loi de Képler

® Dans un repere héliocentrique, les centres des planétes décrivent des
ellipses dont le centre du Soleil est 1'un des foyers.

@ La figure 10-3 vous montre 'ellipse de foyers S (centre du Soleil) et F3
décrite par le centre de la planete P.

s 2. Deuxiéme loi de Képler (loi des aires)

® Le rayon Planete-Soleil « balaie » 2a
des aires proportionnelles aux
durées mises pour les « balayer ».
On remarque, figure 10-3, que les
aires Aj, Ay et Az sont « balayées »
par le rayon PS pendant la méme
durée : elles sont donc égales.

On en déduit, intuitivement, que 4;
les arcs parcourus sont tels que : by [
b > 06> 3. Fig. 10-3

® La planeéte a donc sa plus grande vitesse, sur son orbite, aux alentours du
point A qui est le plus proche du Soleil ; au contraire, la vitesse la plus
faible est atteinte en A’, point le plus éloigné du Soleil.

® Si on assimile l'orbite planétaire a un cercle de centre O, on en déduit

que la planéte se déplace a vitesse constante : le mouvement est alors
considéré comme circulaire uniforme.

s 3. Troisiéme loi de Képler

® Le carré de la période de révolution est proportionnel au cube du grand
axe de 'orbite.
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e T étant la période (temps nécessaire pour effectuer une révolution sur
l'orbite) et 2a = AA’ le grand axe, on écrit :
T?=ka)® ou T—3 = Cste.
a

® Cette constante k” est la méme pour toutes les planetes du systeme
solaire, ce qui a des applications importantes en astronomie.
Pour deux planetes P et P’ du systéme solaire, on peut écrire :

T2 1% oo (T3

?—? , soit a —H(T,> .
Cela permet de déterminer la valeur de a’ et donc la trajectoire de la pla-
nete P'.

GMW\,J?L(: A app location

Vénus gravite autour du Soleil sur une orbite considérée comme circulaire.

La distance r, de la planete Vénus au Soleil est de 0,72 u.a.

En vous appuyant sur les données suivantes, calculer sa période T, de révolu-
tion dans le référentiel héliocentrique.

Données : période de révolution de la Terre autour du Soleil : Tt = 365,25 jours ;
distance Terre-Soleil : rr = 1 u.a. = 149,6.10° km.

7

Owgé comimentt
Indication : sachez que le demi-grand axe (a) d’une trajectoire elliptique équivaut au
rayon (r) d’une trajectoire circulaire.

La troisieme loi de Képler, appliquée a une planéte de trajectoire circulaire, per-

met d’écrire : T2
=k

r
k étant une constante identique pour toutes les planetes du systéme solaire, on

en déduit :T2 2 3 , . 3
—gr—g,soitT‘,: ~%.Tr et par suite TV:(r—") .Tr
oo rr T

Remarque : pour I'application numeérique, il est inutile de convertir les distances en
unités du systéme international puisqu’il s’agit d’en faire le rapport (grandeur sans
dimension). On laissera donc ces distances en unité astronomique.

3
AN: Ty = (@) 365,25 ~ 224,54 jours.
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ﬂ Le mouvement des satellites

s 1. Force de gravitation

@ Dans un repere géocentrique sup-

posé galiléen, un satellite subit une 0 (M) 8 >
force de gravitation de la part de la T F  Sm)
Terre : Terre
>
> >
F=—G. MTZ'm,i (12) Fig. 10-4
r

ou G =6,67.10"11 S.I.

N

® En assimilant la force de gravitation a une force_) de pesanteur et le
champ de gravitation au champ de pesanteur, ona: F=m.g.
G.Mr >

13).
il (13)

On en déduit, d’apres (12) : }:—

s 2. Satellite a trajectoire circulaire
R . . > > ) -> > N -> >
® D’apres la deuxieme loi de Newton, F = m.a, soit m.g = m.a, d’ou a .

® Nous admettrons que le centre de la trajectoire d’un satellite en orbite
circulaire est confondu avec le centre de la Terre.

2 > D\ 4.2
® Dans la base de Frénet (y, 57) liée au
. > s
satellite (i, vecteur unitaire tangent
en S a la trajectoire et dans le sens du
-> . .
mouvement ; p, vecteur unitaire .
N . . e 4z

orthogonal a y et orienté vers l'inté-
rieur de la Concay)ité),_) les coordon-
nées des vecteurs F et a sont :

_dv
F=0 =0 4=qr

f?) ! d’ou Z e (14). Or, on démontre que : Z dg (15)
F,=m.g an=g an:%

avec da;, accélération tangentielle et a,, accélération normale.
dv
dt
constante : un satellite a trajectoire circulaire a un mouvement uniforme.
Remarque : I'accélération étant radiale centripete, on démontre que la trajectoire

d’un satellite est située dans un plan passant par le centre O de la Terre.

On en déduit que : a;=—===0. La valeur de la vitesse du satellite est donc
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mmmm 3. Calcul de la vitesse d'un satellite

a trajectoire circulaire
2 N — . IG.M
® Comme a, =g, on a VT =g, douv=,/g.r.Soit: |v= [T T
@ La vitesse du satellite n’est fonction que de sa distance au centre de la
Terre, c’est-a-dire de son altitude.

s 4. Calcul de la période de révolution d’un satellite
a trajectoire circulaire

® La période de révolution correspond a la durée d'un tour, soit :
_2nr _ [ r  _ r3 i T2 472
T=% —anv, GM7 =2n /G.MT . On en déduit : 3G M

2
® Le rapport T—3 est donc constant et indépendant de la masse du satellite :
r

il ne dépend que de la masse responsable de l'attraction gravitationnelle
(3¢ loi de Képler).

EX&WL& A app lucatim

Le développement des télécommunications nécessite la présence de satellites-
relais immobiles par rapport a la Terre, appelés satellites géostationnaires.

4 )

Quelle est I'altitude d’un tel satellite ?

Orfrrgé comimentt

Indication : la période de révolution T d’un tel satellite est égale a la période de rota-
tion de la Terre sur elle-méme, soit T = 86 164 s (1 jour sidéral).

Par définition du champ, d’aprés (13), on pose :

g= . ]:IT , soit go = Gk};/[T etdoncG.Mr=gp. R% , avec Rt rayon de la Terre.
r
T

D’apres la 3¢ loi de Képler et en posant r = Ry + h ou h est l'altitude du satellite,
on en déduit :

T? _ _4n®> __4n?
Rr+m? G-Mr g0 R]

RZ
Tz.go.—TZ

3
— Ry =35 880 km.
4

.Onadonc: h=

\L J/






