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FONCTIONS DE TRANSFERT — FILTRAGE

Plan (Cliguer sur le titre pour accéder au paragraphe)
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l. Fonction de transfert.

Soit un circuit linéaire en régime sinusoidal forcé. Nous étudierons désormais ce
circuit sous I'ceil de la « commande » : on lui applique une « grandeur d’entrée » Xg(t)
(tension ou courant en électronique), et on s’intéresse a une « grandeur de sortie » ys(t)

(tension ou courant également en électronique).

Systéme
linéaire
xe(®) ys(®)

« Entrée » « Sortie »

On peut alors définir un systeme linéaire d’ordre n par un systeme tel que la

relation xg/ys soit une équation différentielle linéaire d’'ordre n a coefficients constants.

On montre alors que le 2° membre de I'équation peut se mettre sous forme d’une

combinaison linéaire de xg et de ses dérivées successives jusqu’a un ordre m :

(o] (o]
anys® + .. +a;ys +a ys =bo xg + by Xe + ... + by xg™
1.1. Définition : I'’équation différentielle ci-dessus peut s’écrire en notation
complexe :
Q) ? _ y (m)
anys '+ ..+a;ygtaYs=Dbg xg +by Xe + ..+ by X
Soit :

ys (a0 +a (&) + .. a, (i) = xg (o + by (&) + ... b (&)™)

On passe alors :

. Ys by +by(jo) +...+b,, ()™
H (o) = == 22— M
Xe  ap ta(ju) +... ta,(jw)
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H (Jw) est appelée fonction de transfert du systéme linéaire, puisque yg et xg sont

proportionnels, en RSF :

H (jw)
X_E y_S:HX

Rem. : on représente en général un systéme
quadrupéble :

lindaire en RSF sous forme d’un

On peut alors définir 4 fonctions de transferts :

§

US . . . . .
U: : « amplification » en tension (sans dimension)
e
IS . . . .
< I: : « amplification » en courant (sans dimension)
U, L
I= : « transimpédance » (en Q)
e
IS .
\U: : « transadmittance » (en S)

|

On notera de plus gu'une fonction de transfert n'est pas une grandeur intrinseque au
quadripdle, mais dépend de sa « charge ».

Ex. : U o

C

*ﬂzzsz_; «avide» (silg=0o0u R, - ®)
U 1+ jRCw
R
* H= Z sinon ,ounz= —~4Y
R+Z 1+jR,Cw

1.2. Lien H / équation différentielle.

On voit que H (Jw) est une fraction rationnelle d’ordre n en p = jw.
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*Les coefficients de H sont ceux de I'équation différentielle :
{1’er membre <-> dénominateur

2° membre <-> numérateur

On peut ainsi, inversement, « remonter » a I'’équation différentielle xg/ys a partir de la
fonction de transfert.

Ex O——TT H = o H(jo) = = = JRCw
Ye L Us Ue 1-LCw? +jRCw
C R —= e
O. O
- Us (1 + joRC+ (jw)® LC) = joRC U,
oo o o
= LC us+ RC us + us = RC ue

(et cette équation différentielle est alors valable, Ougz, méme non sinusoidale bien sar).
*En posant p = jw, les poles de H(p) vérifient : ag +a, p + ... + a, p" = 0.
Cette équation est I'’équation caractéristique associée a I’équation différentielle. Ainsi :

pi_, poles de H (p) = racines équation caractéristigue

Pour un SL passif, ou actif stable :

Re(Pi) <0

b
*Pour w=0: H (0) = H, =—%
0

est appelé transfert statique.

Sialors,pourt>0:xg=1:

(o)
an YS(n) +..+a Yg +ays=Dbo

b
O ys(t) = SGESSM + —2
—— @
- 0

On voit donc que :

Ho=H (@ =0)=Ilimys(t) sixg=1
t - + o

En électronique, la réponse a un échelon unité est appelée « réponse indicielle ». Donc :

transfert statique = réponse indicielle en régime permanent
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A Xc

*0On montre de méme (admis) que :

limH(pp) =ys (0 sixe =1
p -

Rem. : on aura toujours m < n, sinon :

H - o , donc Ys —» o , ce qui est
w — oo W —»

exclu pour X, borné et un systéme linéaire passif ou actif stable.

1.3. Intérétde H

Posons : Xe(t) = Xe \/Ecos (wt + ¢p) <-=> Xg = xe\/E ejmth)

Ys(t) = Vs \/ECOS (wt + ¢g) <-> Y, Y, \/E ej(mt+¢s)

Alors : ﬂ (j(o) = = = = = y_s e(¢S_¢E)
E Xe Xe

Si on pose : H (jo) = H () e*® | on voit que :

Y
HO=H (&) = &
Xe

ArgH = ¢ (w) = ¢5 - ¢ = déphasage sortie/entrée

Ainsi, la connaissance de H(jw) permet de connaitre parfaitement la sortie ys pour une

entrée xg donnée (son amplitude et sa phase a I'origine), pour toute valeur de w.
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1.4. Représentations de H = H(w) e/*®

*Diagrammes linéaires : on trace H(w) et ¢(w)

H ()

P> W » w

Inconvénient : en électronique, on couvre en général une large plage de fréquences (en
TP, avec du matériel de base, on peut couvrir la plage 100 Hz - 100 kHz), et ce mode de

représentation est donc peu pratique et peu utilisé.

*Diagramme de Bode : il s’agit d’utiliser une échelle logarithmique en abscisse (pour les

raisons invoquées ci-dessus).

On définit de plus :

Gge = 20 log H |, gain en décibels

. . U | . .
(uniquement si H = =2 ou H = -2 est sans dimension).

e Ie

Le diagramme de Bode est alors le tracé des 2 courbes :

Gas ¢

et

p log w p log w

Rem.: ¢ On trace en général un diagramme de Bode sur du papier « semi-

logarithmique » (avec une échelle logarithmique).

* log w - - :undiagramme de Bode ne « s’arréte pas » a log w= 0.

w-0

*SiH=H; ﬂz{GdB = Gygg + Gogs :
b= ¢+,

on peut alors sommer les deux diagrammes de Bode de H; et H, pour obtenir celui de H.

J Geg=0-H=1
Ge<0-=-H<1
Geg>0H=>1
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(H=10 = Ggs = 20
H=10% - Ggg = 40
|
[}
< !
H=10" = Gg = -20
H=102 - Ggg = -40

\

Il. Filtrage.

En électronique, un « filtre » est un systeme linéaire qui transmet (le plus
parfaitement possible) certaines fréquences et atténue (le plus possible) les autres.
Il est caractérisé par sa « bande passante », bande de fréquences (ou de

pulsations) transmise par le filtre : [w; , w,, ] ou Aw = w, - ®

e - W, €L W, sont les

« pulsations de coupure ».
AH

I1.1. Filtre passe-bas. Idéal
o

» w

Par convention, on définit la « bande passante & —3 dB », c’est-a-dire les pulsations de

coupure a —3 dB telles que :

H
H(w) = —72¢

N

< G(('Q:) = Gmax — 3 dB
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11.2. Filtre passe-haut.

HM """""""

I — 4

o
>

11.3. Filtre passe-bande :

HM """""""

Aw

11.4. Filtre « réjecteur de bande ».
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AH
Idéal
Hw
o > (A)
0] ooCl W,
AH
Réel
0 W, e,
([we, , w, ] estalors appelée bande « réjectée »).
111. Filtres du 1°" ordre.
I111.1. Forme canonique.
L'équation différentielle xg/ys est :
(o]
TYs ¥ ¥s=..
En notation complexe, on aura donc :
ys tw+ 1) = xg (..)
Pour I'étude fréquentielle, on préfére en général poser o, = 1 ; alors :
T
Y. - —_—_
Xe 1+jw/w,
111.2. Filtre passe-bas :
. H
H(jw) = ——>—— H(O) =0
1+jw/wy
H(x) =0
R o) 1 H0 =
Ex ¢ O = 1
Ue | Us 1+ jRCw Wy = RC
__C
o} O
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_H
V1 + 0?7 0y°

d(w) = - Arctan @
Wo

Alors : H(w) = (si Ho = 0)

Le diagramme de Bode peut se tracer point par point (expérimentalement ou a la

calculette). On peut en donner I'allure a partir du diagramme asymptotigue :

*Siw<<uy: H=Hgy: Gg =20 log Hy = cste
¢=0

*Sioo>>ooo:H:H0& : Ggg = 20 log Houy — 20 log w
W

b=-MN/2
Dans ce cas Gg (10 w) = Ggg (W) — 20 : on dit que l'asymptote est u ne droite de pente

—20 dB par décade (une décade de pulsation est I'intervalle [w, 10 w]).

On peut alors tracer le diagramme de Bode asymptotique, et I'allure du diagramme réel :
A Ggs

20 log Hg
—

-20 dB/décade

» log w

H . . . .
On remarque que H(w) = —2, donc wy = w. Le filtre idéal du 1°" ordre présenterait une

5

pente infinie : un filtre du 1° ordre est d’assez mauvaise qualité, mais trés simple a

réaliser.

AOd

0] (0

» log w
—_—
-Nn/2 p-——-------

Rem. :
*Sio<<w : H({w) = Ho OR

Donc ys(t) = Ho xg(t), Ot: le systéme réalise I'opération : « multiplication par une

constante ».
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H Yy
Jw Xg
Donc ys(t) = Ho oy [xe(t) dt

Le systéeme se comporte alors comme un intégrateur, ce qui est associé a I'asymtote —
20 dB/décade.
On peut rapprocher cette remarque du 2.2i) ou nous avons étudié la succession de
charges et décharges du condensateur dans un circuit (R, C) :

<< <-> T>>T1

W>>w <-> T>>1

111.3. Filtre passe-haut.

jw/ H(@©)=0
H(jow) = K 3271 % E ©)
1+jwwy OH () =K
0] K=1
Be: Uy w0 | ° % Us - o1
C 1+ jRCw 0 RC
R
0 O
K w/
Alors : H(w) = D9 (si K= 0)
Y1+ 0?7 0y°
¢ = MN/2 - Arctan @
Wo
. )
*Siw<<w: H(w) = K —
Wo
d=nN/2
K
Ggg =20 log — + 20 log w
Wo
(Droite de pente + 20 dB/décade)
*Siw>> Wy : CH((»):K : Gas = 20 log K
$=0
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D’ou le diagramme de Bode :

A Gas

20 log Ho[[~"=""""

+20 dB/décade

De méme :

o0

H(m‘) i AN
W = CQ:\/E

d
1
2

4

» log w

w<<w O H(@{o)=Kj—

0

Ys

K o]
O ys(r) = — Xe
Wo

L’asymptote & + 20 dB/décade traduit donc un comportement dérivateur du systéme

A
n/2

\

nva
¥

» log ®

IV. Filtres du 2° ordre.

IV.1. Forme canonique : I'équation différentielle xg/ys est :

oo o

Ys+ g Vst @' ¥s =
0

En notation complexe, on aura donc :

. W
o2 @) s =xe ()
[¢]
Ou encore, aprés division par w? :

o
I
% [l

(X = w/uy pulsation réduite)
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Rem. : si Qo < % les pbles de H(p) sont réels négatifs et peuvent étre notés : - w, - Wy.

On peut alors factoriser le dénominateur sous forme de 2 termes du 1°" ordre :

On peut noter que ww, = w2, donc en échelle logarithmique, wy, est au milieu de [w,

w»]. De plus, si Qg << 1 (systéme trés peu amorti) : w << wp.

; H =0 :H=H
IV.2. Filtre passe-bas. H= 5 ° X 0
1-x°+jx/Qq X -0 :H-O0
Ex. : * O CIAR 90 O
B U r T Us
T 1-LCw® +jRCw
O O
*Double cellule (RC) :
R R Q H= 2n2 ]2- :
Ug 701 1 O Ys 1-R?C?w* +3 jRCw
c___ c_— 1
T T (o = RC ; Qo =1/3)
o) o)
H
Ona: H= 0
Y- x2F + (crQof
FSix<<l(w<<uwy): H = Hg

GdB ==20 |Og Ho

|I
Nfe)

< Hoo
X w

*Six>>1 (W>>w) H=

Gas = 20 log Ho ay? — 40 log w
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On obtient ainsi une asymptote de pente —40 dB/décade, caractéristique du 2° ordre (le

filtre est de meilleur qualité qu’un 1°* ordre). Le diagramme de Bode (en gain) a I'allure

suivante :

20 log Hg A

_ ]

-40 dB/décade
L’étude faite en 4.5ii) montre que :

. 1 . ,
e Si Qo < —, le diagramme réel reste en-

V2

dessous des asymptotes (pas de résonance).

. 1 . <
* Si Qg > —, il est au-dessus (résonance).

2

Le phénomeéne de résonance est en général indésirable, pour un filtre passe-bas.

Rem. :
H o 1
*Pour w=uwpy (X = 1) : — = Qq, donc wy # w. en général (sauf pour Qo = — ..).
Ho V2
HO
*Pour Qg << 1: H=
. W . W
+j— +j—
% W, E% W, E
107< W

Ainsi, le diagramme asymptotique va présenter une asymptote intermédiaire, entre wy et
wp, a —20 dB/décade :
w<<w :H=Hg

H L
W <<w<<ou,:H=—2 (intégrateur)
j /oy
H
W>>0w : H=- 0 5
w? /0
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A Ggs

20 log Hg

1V.3. Filtre passe-bande. intégrateur
K i X
H= ! Qo — K
H R
tox +J/Qo 1+JQOB(—fH
X[
X=0:H=0
Ex.: * L |C| o
U O IR | ') Ug )
— - H = JRCw
R ~ 1-LCw® + jRCw

* « Pont de Wien » :

H =
c T 1-R%C%w?® +3jRCw
i

R
1 1 1
K= =; = — =
( 3 Qo 3 W RC)
O O
Ona: H= K
1
\/1 +Qu2hk - —Hz
0 X[
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*Six<<l(wW<<w): H:Q: Kw
Qo  wWpQo
K
Ggs = 20 log + 20 log w
OQO
(asymptote a + 20 dB/décade)
K
*Six>>1 (Ww>>w) : H= K _ Ko
Qo X w Qg
K
Ggs = 20 log “ _ 20 log w

0

(asymptote a —20 dB/décade)

De plus, pour w= uy : H = Hyax = K, et les 2 asymptotes se coupent en L
6]

L'allure du diagramme de Bode (en gain) dépend donc ici de la place de Qq par rapport a
1:

1% cas : Qo < 1 : on reste en-dessous des asymptotes :

A Ggp

20 log X

20 log I?O /:\
/E\\ 3 dB
[ “o >

-20

log w

+20

Dérivateur Intégrateur

Le filtre est alors « peu sélectif ».

2° cas : Qp > 1 : on es au-dessus des asymptotes, avec une résonance aigué si Qy >> 1

(filtre « trés sélectif »).
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» log w

+20
Dérivateur Intégrateur
KT %000
Rem. : Si Qo << 1, on a de méme : H = 0<0
o

Le diagramme présente alors une asymptote intermédiaire entre w, et w,, et est trés peu

sélectif.
A Ggs
2010g & |eoeeee,
QO /// : \\\
//// i \\\\
///// i \\\\\
g | N
=20 log K |------- ¥ 4 »
| ]
|
/ a i
. —— : 4 » log
Soit Aw la bande paw/éﬁu filtre @asse-bande dw 2° ordre. W _20
Montrons que :
W . . .
Aw= Q_o : Plus Qo est élevé, plus le filtre est « sélectif »
0
. < . _ (*)ci _ (*)02 P .
Les pulsations de coupure (réduites) x.,, = — et X, = —= Vérifient :
Wo Wo
Hoo = X - o k-t =4
V2 0 x0O
Aad Qo B( - EH =x1
O X0
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On obtient ainsi deux équations du 2° degré en x :

X. = - + —
‘L 2Q, 2
2 2Q, 2
O Ax:xcz-xleizA—
0 Wo
1V.4. Filtre passe-haut :
_ 2
H= K (=X X=0:H=0
1-x2+JXQO
X - o :I* — K
C
R
Ex u G || o O LU
Ze — || Zs
-LCw?
L H= - 2 .
1-LCw* + jRCw
o o)

Les filtres passe-haut sont moins utilisés en électronique. Le diagramme de Bode

s’obtient de maniére analogue au passe-bas :

V2

2

+ 40

Il»————————— -3

» log w
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Remarques finales sur les filtres

*Un filtre passif est constitué de R, L, C. Les bobines sont problématiques car
encombrantes et susceptibles de se coupler entre elles.

Un filtre actif sera alors uniquement composé de R, C et d’amplificateurs opérationnels
(seul élément actif au programme), ces derniers permettant de simuler une impédance
inductive a l'aide de R et C (cf 6.3i).

*0On peut prévoir a priori, sans calculs, le comportement d’un filtre a basses et hautes

fréquences. On utilise le fait que :

Cw
Lw- 0
Cw
L(,k) — 00
Exemples
R R o
i) Ug 70— L1 L ! Ox Us
( c__ cC__
©) O
w-0 Ue 7© O« Ug
-e o s
( Us = Ue
O e H=1
R R
W - U_ O LT L Usg U. =0
O
i) o — ICI °
Ye 0 [Filfre « pass %215 »
1
R C
1
O O
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w-0 e
O =
|
O O
R _
W - Ue o — o) US U_—O
H=0
(]
O O

O Filtre « passe-bande »
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