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CHAPITRE 1

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

1.1 Définition. Nous avons introduit au tome 1 les applications d’un ensemble
E dans un ensemble F. Aux tomes 2 et 3, nous avons étudié le cas ol £ est une
partie de ’ensemble R des nombres réels et o F est égal 4 R (ou & C); ce cas est
celui des fonctions d’une variable réelle & valeurs réelles (ou complexes).

En pratique, on rencontre souvent le cas oll ’ensemble E est une partie du
produit cartésien de deux ou trois ensembles. Lorsque E est une partie de R?, une
application f de E dans R (ou dans C) s’appelle fonction de deux variables. A tout
élément (x, y) de E, cette fonction associe un nombre réel (ou complexe) noté
f(x, y). De méme, lorsque E est une partie de R?, une application f de E dans R
(ou dans C) prend le nom de fonction de trois variables : 1a valeur qu’elle prend sur
un triplet (x, y, z) se note f'(x, ¥, z).

EXEMPLES

1. L’aire 4 d’un rectangle est le produit de la longueur b de la base par la
longueur / de la hauteur; c’est donc une fonction des deux variables b et / :

A = bh = f(b, h).
2. L’intensité I d’un courant électrique dans une résistance est fonction de la
valeur R de cette résistance et de la d.d.p. ¥ aux bornes :
I=V/R=f(V,R).

3. La capacité C d’un condensateur est fonction de I’aire S en regard des pla-
ques et de leur écartement e : '

£ S
= —t = f(§, e).
9% 10° 4ne S8, &)

4. La quantité de chaleur W dissipée dans une résistance électrique R est fonc-
tion de R, de I’intensité I et du temps ¢ ; ¢’est donc une fonction de trois variables :

W = RI*t=f(RI1).
5. L’induction magnétique B produite par une bobine est une fonction de trois
variables, & savoir le nombre N de tours, 'intensité I et la longueur / :
B=4n10"" NI/l = f(N, L 1) .
6. On rencontre aussi des fonctions de plus de trois variables. Ainsi, la force

électromagnétique F qui s’exerce sur un conducteur électrique placé dans un
champ magnétique est une fonction de quatre variables :

F=Bllsina=f(B11a).



2 i Chapitre 1

Ensemblé de définition. Comme dans le cas des fonctions d’une variable, la
premiére étape consiste a déterminer/l’ensemble de définition :
Ainsi, lorsque f est définie par la formule

f(x,p) = J1-x*=y2,

’ensemble de définition est I’ensemble des couples (x, y) de nombres réels tels
que
x4+’ < 1.

On représente le couple (x, y) dans le plan rapporté & un repére orthonormal par
le point M de coordonnées x et y. L’ensemble de définition est alors-représenté par
I’ensemble des points situés & une distance de I'origine inférieure & 1 (Fig. 1.1).

3

AR
\

x ¥

Figc. 1.1

De méme, lorsque f est définie par la formule

fey) = J1=x*+/1-)?,

I’ensemble de définition (Fig. 1.2) est 'ensemble des couples (x, y) de nombres réels
tels que '

xl<1 et |y <1.
Vi
c 1 B
-1 1 -
0 “x
D -1 A

FiG. 1.2



Fonctions de plusieurs variables 3

Enfin, lorsque f est définie par la formule
1

’ensemble de définition est le plan R? privé de (0, 0).

S(x, y) =

1.2 Parties remarquables. Pour alléger 1’écriture, nous nous bornerons a
étudier les fonctions de deux variables. Mais, méme dans ce cas, la théorie est plus
compliquée que dans celui d’une variable : en effet, la plupart des fonctions d’une
variable sont définies sur des intervalles, et la notion d’intervalle n’a aucun sens dans
le plan R?. 1l nous faut donc introduire quelques parties remarquables du plan.

Soient (x,, ¥o) un point de R? et « un nombre réel positif. On appelle disque’
fermé de centre (x,, yo) et de rayon « la partie de R? constituée des points (x, y)
dont la distance au point (x,, y,) est inférieure & o :

\/(x‘xo)z + ()"‘J’o)z < a.
Lorsque « est strictement positif, on appelle disque ouvert de centre (x,, o) et de

rayon o la partie de R? constituée des points (x, y) dont la distance au point
(xo, yo) est strictement inférieure & « :

\/(3‘_350)2 +(y—yo) < a.
On dit qu’une partie P de R? est bornée s’il existe un point (xg, yo) de R? et un
nombre réel positif « tels que P soit contenue dans le disque fermé de centre
(x5, ¥o) et de rayon a.

EXEMPLES

1. Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels tels que a<b et c<d. Le rectangle
[a, b] X [¢, d] est borné.

En effet, ce rectangle est contenu dans le disque fermé de centre <f%é, %—‘Z)
et de rayon 4./(b—a)* + (d—c)*

2. La partie du plan comprise entre deux droites paralléles n’est pas bornée.

On dit qu’une partie P de R? est ouverte, ou encore que P est un ouvert, si,
pour tout point (x, y) de P, il existe un disque ouvert de centre (x, y) contenu dans
P. On appelle fermé, ou partie fermée, toute partie dé R? dont le complémentaire
est un ouvert.

Par exemple, les disques ouverts sont des ouverts, les disques fermés sont des
fermés.

On montre aisément que R? et la partie vide de R? sont des ouverts, que I'inter-
section d’une famille finie d’ouverts est ouverte, et que la réunion d’une famille
quelconque d’ouverts est ouverte. ’

Par passage aux complémentaires, on voit que R? et la partie vide de R? sont
des fermés, que la réunion d’une famille finie de fermés est fermée, et que V’inter-
section d’une famille quelconque de fermés est fermée.
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Soit P une partie de R%. On dit qu’un point (x,, y,) de R? est intérieur a P
s’il existe un disque ouvert de centre (x,, y,) contenu dans P. On dit que (x,, ¥,) est
adhérent a P si tout disque ouvert de centre (x,, y,) rencontre P.

EXEMPLES
1. Tout point d’un ouvert P est intérieur & P.

2. Prenons pour P le disque ouvert (x;, y,) et de rayon «. Les points adhérents |
4 P sont les points du disque fermé de centre (x,, y,) et de rayon «.

1.3 Limite d’une fonction en un point. Considérons une fonction f définie
sur une partie P de R? et un point (x,, y,) de R? adhérent & P. On dit que £ (x, y)
admet pour limite un nombre / lorsque (x, y) tend vers (x,, y,) si, pour tout nom-
bre réel strictement positif g, il existe un nombre réel strictement positif 7 tel que,
pour tout point (x, y) autre que (x,, yo) de I'intersection de P et du disque fermé de
centre (x,, yo) et de rayon #, la valeur absolue de f(x, y)—/ soit inférieure 2 e.

En abrégé, \/ (x—x0)* + (y—yo)* <n = | f(x, ¥)—I| < ¢, étant bien entendu que
(x, y) appartient a I’ensemble de définition P sans étre égal & (x,, o).

Comme au chapitre 1 du tome 2, on montre qu’un tel nombre réel / (s’il existe)
est unique; on I’appelle la /imite de f(x, y) lorsque (x, ¥) tend vers (x,, ¥o).

Les théoreémes sur les limites d’une somme, d’un produit, d’un quotient restent
valables pour les fonctions de deux variables.

1.4 Fonction continue en un point. La définition des fonctions continues en un
point est encore calquée sur le cas d’une variable :

Considérons une fonction f définie sur une partie P de R% On dit que f est
continue en un point (x,, yo) si

a) la fonction f est définie en ce point, ¢’est-a-dire si (x;, y,) € P;

b) la fonction f admet pour limite f(x,, ¥o) au point (xg, ¥).

Remargue. La restriction de f & la droite d’équation y =y, est une fonction
d’une seule variable. Si cette nouvelle fonction a une limite au point x,, on dit que f
est continue par rapport a x. De méme, si la restriction de f 4 la droite d’équation
X = X, a une limite au point y,, on dit que f est continue par rapport a y.

Il est immédiat que si f'est continue au point (x,, o), fest continue par rapport a
chaque variable. On notera que la réciproque est fausse : la fonction f peut étre
continue par rapport a chaque variable sans étre continue au point (x,, yo).

Il peut méme arriver que la restriction de f & toute droite D passant par le point
(%o, ¥o) SOit continue en ce point sans que f le soit, ainsi que nous allons le voir.

EXEMPLE. La fonction numérique f définie sur R* par les formules
2

J6y) = —-2= si (%) # (0,0)
X +y '

£(0,0) = 0

n’est pas continue au point (0, 0).
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Supposons en effet que f soit continue en ce point. Alors, pour tout nombre
réel & > 0, il existerait un disque fermé de centre (0, 0) de rayon non nul tel que la
restriction de f 4 ce disque soit en valeur absolue inférieure & &. Or, un tel disque
contient des points de la forme (x, x*), x # 0, ol f prend la valeur 1/2.

Cependant, la restriction f;, de f & toute droite D est continue au point (0, 0).

Soit en effet («, B) un vecteur directeur de D. Supposons d’abord « # 0; alors,
pour tout point (x, y) de D,

y="tx,
o
et,si x#0,
o x3 oapx
foley) = 2 4

a2x4+ﬂ2x2 a2x2+ﬂ2'

Il est clair que f;, admet O pour limite au point (0, 0).
Supposons maintenant que o = 0; la restriction de f 2 D est alors nulle, et sa
limite est encore 0.

Pour montrer qu’une fonction f n’est pas continue en un point, il suffit de trouver
une droite D passant par ce point telle que la restriction f;, de f & D ne soit pas
continue en ce point. On essaiera de préférence une paralléle & un axe de coor-
données.

EXEMPLE. Soit f la fonction définie par les formules

Xy
x2+y2

£(0,0) = 0.

La restriction f;, de f a la droite D d’équation y = x prend la valeur 1/2 en tout
point (x, x) différent de (0, 0); elle admet donc pour limite 1/2 & I’origine. Comme
1/2 #0, la fonction f n’est pas continue au point (0, 0).

Pour montrer qu’une fonction f est continue & I’origine, on fait souvent appel
aux coordonnées polaires (voir tome 5).

fx,y) = si (x,y) # (0,0

EXEMPLE. Soit f la fonction définie par les formules

x?y .
[y === si (x5 # (0,0
x“+y

f(0,0) =0.
Nous pouvons écrire x et y sous la forme

x = pcosf et y=psinf,
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en prenant p = ./x*+y%. Alors

2 2 :
f(p cosb, psinf) = E_ggs__(jagm_ﬂ = p cos®f sinfh.

e

[f(pcosB, psinB) < p.

Pour tout nombre réel stricfement positif g, la relation |p| < ¢ implique
|f{pcosh, psinh)] <.

Autrement dit, pour tout point (x, y) du disque fermé de centre (0, 0) et de rayon ¢,

lfnl<e.
La fonction f est donc continue au point (0, 0).

Donc

1.5 Continuité sur une partie. On dit qu’une fonction f est continue sur une
partie P de R? si elle est continue en tout point de P.

EXEMPLES.

1. Soit g une fonction numérique continue sur un intervalle 7 de R. Alors la
fonction f définie sur I x R par la formule

f(x,p) = g(x)

est continue sur I x R.

2. Soient g et & deux fonctions numériques continues sur des intervalles I et J
de R. Alors la fonction f définie sur Ix J par la formule

f(xy) = g(x) h(y)
est continue sur I'x J.

3. Formes linéaires. Soient / et m deux nombres réels. Alors la fonction f
définie sur R? par la formule

f(x, ) = Ix+my
est continue sur R2.

Les théorémes sur la continuité de la somme, du produit, du quotient de deux
fonctions continues restent valables dans le cas des fonctions de deux variables.

De méme, soient f une fonction continue sur une partie P de R? et g une fonction
continue sur un intervalle 7 de R contenant f(P); alors la fonction composée
h =g o f est continue sur P.

ExemMpPLE. La fonction x +— x? est continue sur R; il en découle que la fonction
(x, ) > x? est continue sur R2. De méme, la fonction (x, y) — y* est continue
sur R?.

La somme de ces fonctions, & savoir la fonction f: (x, ¥) — x*+y?, est continue
sur R?,
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La fonction ¢ : u > sin u est continue sur R. La fonction A=g o, ¢’est-3-dire
la fonction & : (x, y) > sin(x?+y?), est continue sur R?,

Les parties de R? correspondant aux intervalles de R sont les parties connexes,
c’est-2-dire les parties « d’un seul tenant ». Par exemple, les droites et les disques
(ouverts ou fermés) de R? sont connexes. En revanche, la réunion de deux disques
disjoints n’est pas connexe.

Nous pouvons alors étendre le théoréme des valeurs intermédiaires énoncé au
chapitre 1 du tome 2 :

Théoréme des valeurs intermédiaires. Soit f une fonction numérique continue
sur une partie connexe P de R. Alors I'image f (P) de P par f est un intervalle de R.

D’aprés la définition des intervalles, cet énoncé équivaut au suivant :

Soient (a, b) et (¢, d) deux points quelconques de P, et k un point de I'intervalle
fermé [ f(a, b), f (¢, d)]. Il existe alors un point (xo, yo) de P tel que

S (%0, 30) = k.

De méme, le théoréme sur ’image continue d’un intervalle fermé borné devient :

Image continue d’une partie fermée bornée. Soit f ume fonction numérique
continue sur une partie P de R2. Si P est fermée bornée, alors I'image f (P) de P par f
est encore fermée bornée.

Ce résultat s’applique par exemple au cas ol P est un disque fermé.

En combinant les deux théorémes précédents, on voit que I'image par une
fonction continue f d’une partie connexe et fermée bornée P est un intervalle fermé
borné de R. Comme dans le cas d’une variable, on en déduit que f atteint ses bor-
nes.

DERIVEES PARTIELLES

1.6 Dérivées partielles. La notion de dérivée n’a plus de sens pour une fonction
fde deux variables x et y. Cependant, si ’on fixe la variable y en lui attribuant une
valeur y,, on obtient une fonction g de la seule variable x, définie par la formule

g(x) = f(x, y0) -

Si la fonction g admet une dérivée g’ (x,) au point X,, on dit que cette dérivée est la
dérivée partielle de f par rapport 4 x au point (x,, ¥o), et on la note f3(Xo, ¥o)

(ce qu’on lit « f prime indice x de x,, yo »). On emploie aussila notation g£ (X0, Yo)
x

(ce qu’on lit « d rond f sur d rond x de X,, Yo »).
Ainsi, par définition,
' : X, - Xos
fx(xo,yo)= llm f( ,Vo) f( 0 YO).

X+ Xg X Xq
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On définit de méme la dérivée partielle de f par rapport & y au point (x, o), et

on la note f,(xg, o), ou encore of (xo, Yo)- Par définition,

f/(xo’ yo) = lim f(x(): y) "f(x()’ y{)).
¢ »=yo Y=Yo

L’existence et le calcul des dérivées partielles d’une somme, d’un produit,
d’un quotient de fonctions numériques se déduisent aussitdt des résultats établis au
chapitre 2 du tome 2.

Supposons maintenant que f admette des dérivées partielles par rapport 2 x et 3 y
en tout point de I’ensemble de définition P. Les fonctions numériques définies sur P
par les formules

()= folx,p) et (x,9) £, (x, )

soat appelées respectivement dérivées partielles de f par rapport &4 x et 4 y, et

of o

notées f; et f7, ou encore = et 3
.V

EXEMPLES.
1. La fonction f définie par la formule

Sll’l
f(xy) = 3xy — xy

a pour dérivées partielles

, 0 : sin
f:(x,9) = -—Z(x,y) = bxy + 2y
0x x
, 0 cos
i = L xp) = 322 22,
ay X

2. La fonction f définie par la formule

fx,y) =e?

a pour dérivées partielles

fi(x, ) = o (x,y) = L o
Ox y

of

fy(X,}’)--—*(x y) —_e/
y?

1.7 Dérivée d’une fonction composée. Soient I un intervalle de R, u et v deux
fonctions numériques définies sur I et f une fonction numérique définie sur une
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partie P de R? contenant u(I)x v(I). La fonction numérique F d’une variable
définie sur I par la formule

F(x) = flu(x), v(x)]

est appelée fonction composée. ;
Par exemple, f(u, v) peut étre de 'une des formes suivantes : u+v, uv, ufv,

u®, etc.

Si u ef v sont dérivables et si f admet des dérivées partielles continues sur P, alors
F est dérivable sur I, et sa dérivée est définie par la formule '

F'(x) = fu[u(x), v(x)] ' (x) + f, [u(x), v(x)] v'(x).
Donnons en effet & x un accroissement Ax; il en résulte pour u(x), v(x) et
Sflu(x), v(x)] les accroissements Au, Av et AF. On peut écrire

AF = f(u+Au, v+Av) — f(u, v) .

Ajoutons et retranchons /' (u, v+ Av) :
AF = [f(u+Au, v+Av) — f (4, v+Av)] + [ f (u, v+ Av) — f(u, V)] .
Appliquons & chaque crochet la formule des accroissements finis
AF = Au f](u+0 Au, v+Av) + Av f; (u, v+0" Av)
ol
0<f<l1 et 0<f6' <1.
Divisons par Ax :

AF  Au

AxZ;

fo(u+0 Au, v+Av) + %fv’(u, v+6" Av).
x

Quand Ax tend vers zéro, Au/Ax, Av/Ax tendent vers u' et v'; 6 Au et 6" Av
tendent vers zéro, et comme f7, et f/ sont supposés continus, le second membre
tend vers

u' (x) fu(u,0) + v'(x) f; (u,0).
Donc
F'(x) = u'(x) fi(u,0) + v (x) £, (u,0),
ce qu’il fallait démontrer.
EXEMPLES.
1. Supposons que f(u, v) = uv. Alors f,=v, f,=u et

(w) = v'v+ov'u.

On retrouve ainsi la formule bien connue de la dérivée d’un produit.
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2. Lorsque f (4, v) = u/v, nous obtenons f = 1/v, f, = —ufv* et

7
u 1 u
-] =u-=v .
v v v

Nous retrouvons donc la formule de la dérivée d’un quotient.

3. Supposons maintenant que u est & valeurs strictement positives. Alors la
fonction F définie par la formule

F(x) = u(x)"™®
est dérivable sur 7, et sa dérivée est définie par la formule
F'(x) = v(x) u(x)"™™ o' (x) + [In u(x)] u(x)*® o' (x).

(On retrouvera ce résultat en écrivant F(x) sous la forme e"® In 4*) )
Ainsi, pour calculer la dérivée, de (sin x)*, on peut commencer par écrire

fi = x(sinx)*"!
c’est 1a dérivée d’une fonction puissance), et
p
fo = (sinx)* In sinx

(c’est la dérivée d’une fonction exponentielle). Dot

. , X COS X .
((sinx)™)" = (sin x)* ( - + In sin x).
sin x
De méme,
i inx [ SIDX
=T = x5n* <—— + cosx In x>.
X

Généralisation. Soient u, v et w trois fonctions dérivables et f une fonction de
trois variables admettant des dérivées partielles continues. On montre comme dans
le cas précédent que la fonction

F:x s flu(x), v(x), w(x)]
est dérivable et que
F'(x) = fi[u (), v(x), w(x)] u'(x) + f, [u(x), v(x), w(x)] v’ (x) +
+fo[u(x); v(x), w(x)] w'(x).
Différentielle d’une fonction composée. Nous avons vu au chapitre 3 du tome 2
- que toute formule relative & la dérivée d’une fonction d’une variable peut encore

s’écrire avec la notation différentielle.
Ainsi, la relation

F'(x) = fiu'+fv
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devient
dF = fju' dx+f,v" dx.
Or, ' dx =du et v’ dx = dv; finalement :
dF = f, du+f, dv.
De méme, dans le cas de trois variables,

dF = f, du+f, dv+f, dw.

EXEMPLES.
1. Si F(x) == (sin x)*, nous obtenons

dF = x(sin x)* ! (cos x dx) + (sin x)* In sin x dx .
2. Si F(x) = (1/x)'*%, il vient facilement
1\ex- 1 1 tg x 1 dx-
dF=tgx<—) («%)dx+(—> In —~ ): .
b x X x \cos* x
1.8 Dérivées partielles successives. Soit f une fonction numérique admettant
une dérivée partielle 1 par rapport & x. Supposons que f admette aussi une dérivée
partielle par rapport 2 x, soit (f});; on note celle-ci plus simplement 13> (ce qu’on
lit « f'seconde indice x deux »). De méme, si f, admet une dérivée partielle (f3), par
rapport & y, on note celle-ci /7, (ce qu’on lit « f'seconde indice xy »).

Utilisons maintenant la notation avec des d ronds. La dérivée partielle f; se

af of

notant e la dérivée partielle seconde f,> devient 56— (5——), ou plus simplement
x \dx

X
2

E"fi (ce qu’on lit d rond deux f sur 4 rond x deux »). On remarquera la position
X ‘
o1z . dif .
décalée des deux exposants 2, & comparer avec la notation T employée pour
x
‘ o R e " .0 fof

représenter une dérivée seconde. De méme, la dérivée seconde f;, devient 7\32 )

LOY\OX,
*f

ou plus simplement
P plemen dydx

(ce qu’on lit « d rond deux f sur d rond y d rond x »).

v ou 0T
d

% Ou P qui est la dérivée partielle
X0y

2

de f;, par rapport a x et la fonction f}: ou 52 qui représente la dérivée partielle
y

On définirait de méme la fonction

de f, par rapport & y.

EXEMPLES.
1. Considérons la fonction f définie par la formule

fx,y) =¢7.
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Alors
of = ye¥ of = xe”
Ox oy
A 2 ’ 2
—5 =y e?) =y e” pwha x(x e%) = x*e¥.
y
o of
Prenons la dérivée par rapport 4 y de Ew :
x
*f d ) y
=—(ye) =eV+xye™” = (1+xy)e™.
ayox 3y (v e®) y (L+xy)
e of
Prenons la dérivée par rapport a x de 3 :
Y
o*f

d
= —(xe?) = e¥+yxe? = (1+xy)e”.
oxty ax( y (1+xy)

ey . 1" 4
Remarquons que les dérivées partielles secondes 17, et £, sont égales.

2. Ftudions de méme le cas oli
x
flx,py) = Arctg =.
y

Il vient aussitot
or_1_ 1 _ v of _ _x_ 1 x
ax  yl+xPy?  xP4y? dy YLyt 4yt
i . o
Prenons la dérivée par rapport 4 x de P :
x
SN S P
ax*  9x \x?+y* (x*+yH?
of

Prenons la dérivée par rapport & y de P :
y

é:f_ o { —x >_ 2xy
Cay* ay (‘xzﬂf—y2 (P +y%)?

: e ;s g
Prenons maintenant la dérivée par rapport 4 y de —al :
x

*f __(_'7‘_( y )_(x2+y2).1—y.2y__ x2—y?
dydx Ay \x*+y* (x*+y%)? (x*+yH*
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of

Prenons enfin la dérivée par rapport a x de 7y :

o’f _Q< —x ) P (=D +x2x Py
oxdy  Ox \x?+y* (x2+y%)? (24
Ces deux derniéres dérivées sont égales.

1.9 Théoréme de Schwarz. L’égalité des dérivées partielles « croisées» fy,
et f,+, que nous venons de constater sur deux exemples, ne résulte pas d’un hasard.
En effet, sous des hypothéses assez larges, il est possible d’intervertir 'ordre des
dérivations, comme ’a établi Karl Hermann Amandus Schwarz :

Soit f une fonction de deux variables admettant des dérivées partielles premiéres
continues et des dérivées partielles secondes f], et f,\.. Si ces deux derniéres dérivées
sont continues en un point (xy, ¥o), elles prennent la méme valeur en ce point :

Fey(Xos o) = [yx(x0> ¥o)-
Considérons 1’expression
4 = flxo+h, yo+k) — fOo+h, yo) = f(Xo, Yo+k) +f(x0, o) -
1° Posons
@ (x) = f(x, o+ k) —f(x, ¥o) -
Dans ces conditions
4 = ¢(xo+h) — ¢(xo)
et d’aprés la formule des accroissements finis
4 = (xg+h~xp) @' (xg+06h) 0<b<1
4 = ho'(xe+6h)
soit
A = h[fi(xo+0h, yo+k) — fc (xo+0h, yo)].
En développant le crochet par la formule des accroissements finis, on obtient :
A = hk[f1,(xo+0h, yo+0,k)] 0<f, <1. )
2° Evaluons différemment 4 en introduisant la fonction
Y(3) =f(xo+h ) —fx0,3) -
Dans ces conditions
4 = Y (yot+k)—¥(yo) = k' (no+0,k) 0<b,<1.
Soit

4 = k[fy(xo+h, yo+05k) — fy (X0, yo+0,K)]-
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En développant le crochet par la formule des accroissements finis, on obtient :
4 = hk[ [ (xq+03h, yo+0,k)] 0 <0, <1. )
La comparaison des résultats (1) et (2) montre que
Say(Xo+0h, yo+0,k) = f.(xo+03h, yo+0,k).

Si /1 et k tendent vers zéro, il résulte de ’hypothése de la continuité des fonctions
wy €L f)% que

f;y(an .VO) =f;x(x03 yO)s

ce qu’il fallait démontrer.

Remarque. A titre d’exercice, nous allons voir sur un exemple célébre, di &
Giuseppe Peano, qu’il n’est pas toujours possible d’intervertir I’ordre des dériva-
tions‘(ce qui implique que f;’y 'et x 1€ sont pas 'continues.). Cet exemple a ’avantage
de faire réfiéchir sur la définition méme des dérivées partielles.

Soit f'la fonction définie sur R? par les formules

xZ__yZ
f(X:J’) = Xy ) si (x,y) #* (0,0)
x“+y

2
Nous nous proposons de calculer f,(0, 0) et £, (0, 0). Par définition,

£ 0.0) — lim 50) = [£(0,0
xy\Vs .

y=0 y
Or,
S0 = tim LGN ZLON o TG0 70,0
x— 0 X x=—0 X
Commef(x’ » =/ 0. =y xj—yz et qucw = 0, nous obtenons
X xX“+y X
aussitot
£O0 ==y  f0,0=0.
Ainsi,
f5(0,0) = —1.
Un calcul analogue conduit 3
4<(0,0) =1,

ce qui montre que, dans le cas présent, Sy (0, 0) 5 /,<(0, 0).
De telles singularités apparaissent souvent en physique, lorsqu’on applique un
théoréme mathématique ... sans vérifier qu’on a le droit de I’appliquer !
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FONCTIONS HOMOGENES

1.10 Fonctions homogénes. Nous allons examiner une classe trés importante
de fonctions de plusieurs variables.

Soit P un secteur angulaire de R?, c’est-a-dire une partie telle que, pour tout
point (x, y) de P et pour tout nombre réel strictement positif ¢, le point (¢x, £y)
appartienne a P (Fig. 1.3).

On remarquera que R? tout entier est un secteur angulaire; il en est de méme de R?
privé du point (0, 0).

Soit maintenant o un nombre réel. On dit qu’une fonction numérique f définie sur
P est homogéne de degré o si, pour tout point (x, y) de P et pour tout nombre
réel strictement positif 7,

flx, ty) = 1°f(x, ). (1

(On remarquera que si f est non nulle, un tel nombre réel a est unique.)

EXEMPLES.
1. La fonction f définie sur R? par la formule
f(xy) =3x%y +2xy* =y @

est homogéne de degré 3.

2. La fonction f définie sur R?—{(0, 0)} par la formule

F0y) = e @

3 /x2+yz

est homogéne de degré —2/3.
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3. La fonction f définie sur R? par la formule
flxy) = x*+y? 4)
n’est pas homogéne.

Supposons en effet qu’il existe un nombre réel o tel que, pour tout couple (x, ¥)
de nombres réels et pour tout nombre réel strictement positif ¢,

(1x)? + (t)® = t*(x*+5%) .

En prenant y =0 et x =1, nous voyons que o devrait étre égal & 2; de méme,
en prenant x = 0ety =1, nous voyons que « devrait étre égal a 3, ce qui est contra-~
dictoire.

1.11 Dérivées partielles d’une fonction homogéne. Soit f une fonction homogéne
de degré a. Si f admet des dérivées partielles, celles-ci sont homogénes de degré
o—1.

En effet, dérivons les deux membres de (1) par rapport d x :
of of

(tx’ l.V) =t 5_ (x’ y)

{ -
X X

Nous pouvons simplifier par ¢, car ¢ n’est pas nul :

af a-10f
= (tx,ty) = 27 = (x, ).
ax( ¥) ax( y)
De méme,
8 x5y = 7 L (x,9).
dy dy
EXEMPLES.

1. Reprenons la fonction f définie par l1a formule (2). Les dérivées partielles de f,
4 savoir
af

Loy =6x+ 1t o

(x,) = 3x> + 2./2xy—3y%,
X ady

sont homogénes de degré 3—1 =2,

2. Reprenons la fonction f définie par la formule (3). Les dérivées partielles,

af 2 x af 2 y
= (x)) = —=—" el = (x,)) = —= T,
Bx( ») 3 (x4 yH)*3 6y( » 3 (xz-}-yz)‘”3

sont homogeénes de degré 1 —8/3 = —5/3 = ~2/3—1.

1.12 Egalité ’Euler. Voici une caractérisation commode des fonctions homo-
genes ;

Soient f une fonction numérique admettant des dérivées partielles continues sur un
secteur angulaire ouvert P et o un nombre réel. Pour que f soit homogéne de degré o,
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il faut et il suffit que, pour tout point (x, y) de P,

xfe(x, y) + ¥fy (%, p) = a f(x, ). ®)
C’est ’égalité d’Euler; elle présente ’avantage sur la relation (1) de ne pas faire
intervenir la variable auxilaire ¢.

Supposons d’abord que f soit homogéne de degré «. Dérivons alors les deux
membres de (1) par rapport a t, en appliquant la formule de dérivation des fonc-
tions composées :

d % -
x5,y D e,y = 0 1)
Ox dy

11 suffit de remplacer ¢ par 1 pour obtenir 1’égalité (5).

Réciproquement, supposons que la relation (5) soit vérifiée en tout point (x, y) de
de P, et montrons que la fonction g définie sur ]0, +oo[ par

g() = ! (t)tc; ty)

est constante, Calculons & cet effet la dérivée de g :

Exfo(tx, ty) + yfy (x, 19)] — at® ™! £ (1x, ty)
tZa

g =

_ i, 1) + 1fy (1, ty) — af(ex, 1)

ta+1

Le numérateur est égal a la différence des deux membres de (5) au point (¢x, 1) ;
il est donc nul. Par suite, la fonction g est constante, et égale a g(1) =/ (x, y).
Ainsi,

S (x,1y)

e = VACH)E

ce qui signifie que f est homogéne de degré .

EXEMPLES.
1. Lorsque fest définie par la formule (2),

Xfi 06 9) + 9 (6 y) = x(6xp + 257 + y(Bx® +24/2xy =37
9x2y+3y2xy*=3y> = 3/(x,y).

i

2. Lorsque f est définie par la formule (3),

' ’ 2 XZ 2 y2 2 x2+y2
xfe(x,y) + ¥y (x, ) = — = - S A
fy( 3 (x2+y2)4/3 3 (x2+y2)4-/3 3 (x2+y2)4/3
=—-3/(x,y.

3. Dans le cas de la fonction f définie par.la formule (4),

X1, p) + pfy (%, y) = x(2x) + y(3y?) = 2x*+3)°,
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expression non proportionnelle 4 f(x, y) = x*+y°. Nous retrouvons ainsi le fait
que /' n’est pas homogéne.

Nous verrons une application de I’égalité d’Euler a I’étude des formes différen-
tielles exactes au tome 5.

FONCTIONS IMPLICITES

1.13 Fonctions implicites. Soient f une fonction numérique définie sur une
partie P de R?, I et J deux intervalles de R. On suppose que, pour tout point x de /,
il existe un point y et un seul de J tel que (x, y) appartienne & P et que

S(x,9)=0. (0

La fonction numérique ¢ : x +— y ainsi définie satisfait donc pour tout point x de /
a la relation

S 0(x)=0.

On I'appelle fonction implicite définie par I’équation (1). On dit encore que y est
fonction implicite de x.

Dans certains cas, on peut expliciter une fonction définie implicitement, c’est-a-
dire exprimer cette fonction & I’aide des fonctions élementaires.

ExEMPLE. Soit f'la fonction numérique définie sur R? par la formule
() P x*+y 1.
Prenons I =[~—1, 1], J = [0, +oo[. L’équation
x+yP—1=0 1"

définit y implicitement en fonction de x. Nous pouvons expliciter la fonction ¢,

puisque
o(x) = /1-x%.

On npe peut prolonger ¢, puisque, dés que |x| > 1, I’équation (1’) n’a pas de
racine réelle,

Si en remplace J par ] — o0, O, on définit une deuxiéme fonction implicite. Mais
si on remplace J par R, 1’équation (1') admet deux solutions distinctes lorsque
{x] <1; elle ne déhnit plus y implicitement en fonction de x.

Le théoréme suivant, que nous admettrons, garantit I’existence, la continuité
et la dérivabilité des fonctions implicites sous certaines hypothéses. 11 fournit
méme une expression explicite de la dérivée d’une fonction définie implicitement.

Théoréme des fonctions implicites. Soient f une fonction numérique définie sur un
ouvert P de R?, et (x4, y,) un point de P tel que

S (xo,50) = 0.
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Si la fonction f admet des dérivées partielles par rapport @ x et a y continues sur P’
et si

fy’(XOa yo) # 0,

il existe un intervalle ouvert I de centre x, et un intervalle ouvert J de centre y,
tels que I’équation

‘ Sxp)=0
définisse une fonction implicite ¢ sur I & valeurs dans J.
De plus, la fonction implicite @ ainsi définie est continiiment dérivable sur I, et sa
dérivée est donnée par la formule
(x, o(x
L e() @

O e e )

1.14 Calculs de dérivées de fonctions implicites
1. Considérons encore la fonction f définie sur R? par la formule

Sy =x2+y*-1.

Remarquons que
f0,1)=0,

et que f admet des dérivées partielles par rapport & x et 2 y, 4 savoir
(x,y) — 2x et (x, )2y,

continues sur R2.
D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe un intervalle ouvert I de
centre 0 et un intervalle ouvert J de centre 1 tels que I’équation

x2+y2—1=0

définisse implicitement une fonction ¢ contintiment dérivable sur /, a valeur dans J.
La dérivée de ¢ est donnée par la formule

2x=_x
2¢(x) @(x)

@'(x) = —

Nous pouvons calculer directement cette dérivée, puisque

p(x) = J1=x%;

, x
o) = ————
1—-x

d’olt

2. L’équation
fxp) =x=y"=0
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définit implicitement y en fonction de x lorsque x est au voisinage de x, = 1 et qile
¥ est au voisinage de y, = 1. En effet,

s1,1)=0
et
LG =x"Inx—xy*"1  f/(L,1)= —1#0.

Calculons la dérivée de y par rapport & x :

@' (x) = Sy =y Iy

’ y x—1"
1y x¥In x—xy

Nous pouvons simplifier cette expression en divisant numérateur et dénominateur
par x¥ =y~ ; il reste

J = ;_lny_zy—éxlny
nx — > x x—ylnx
y

11 faut toujours simplifier ces expressions qui paraissent de formes compliquées;
on arrive souvent & des expressions simples, comme ci-dessus.

3. Soit f la fonction définie sur 10, + oo x 10, + o[ par la formule

ooy =2-mZ_3.
p X

Montrer que I'équation f (x, y) = 0 définit implicitement y en fonction de x, et calculer
la dérivée de cette fonction implicite.
La fonction f est continue, et

, 11
fy(x9y) =
x Yy
Cette expression s’annule lorsque y=x; mais dans ce cas f(x,y)=—-2#0.

Les conditions d’existence de la fonction implicite ¢ sont donc vérifiées.
La fonction f est différentiable, car ses deux dérivées partielles sont continues;
la fonction ¢ est dérivable, et

1
_%+_
, x* x _y
X)) == — = L
®'(x) 11 .
x y

4. La simplicité du résultat précédent tient au fait que f est une fonction homogéne
de degré 0. Soit en effet f une fonction homogéne de degré 0. Supposons que
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I’équation f (x, y) = 0 définisse implicitement y en fonction de x. D’aprés I’égalité
d’Euler,
xfi+yfy =0.f=0.

Donc
f2 Y
fy x

L’interprétation géométrique est évidente : si le point (x,, y,) vérifie I’équation
S (x,y) =0, il en est de méme de tous les points de la droite d’équation

@'(x) = —

et la pente de cette droite est égale & yy/x,.

1.15 Dérivée seconde d’une fonction implicite. La relation

F(x 0x)=0
nous a conduit a
filx, 0(x) + 0'(X) £, (x,0(x)) = 0. 3

Supposons que ¢ admette une dérivée seconde. Dérivons les deux membres de la
relation (3), grice 4 la formule de dérivation des fonctions composées : ‘

(%, (%) + 20" (%) f5,(x, 0(0)) + [0' ()] * 2 (e, 0 (1)) + 0"(x) £y (x, () = 0.

Comme f(x, ¢ (x)) est suppdsé non nul, cette derniére relation permet de cal-
culer ¢" :

&y (fetfa ) —f(ftfiy)
dx? (F? '

!
X

Remplagons y’ par sa valeur —-J; :
y

d’y _ _ fa()* 2 f + (D fe

dx* £’

EXEMPLES.

1. L’équation d’une ellipse peut s’écrire sous la forme
xZ y2
S+ta=h
a® b
ou encore

P*x*+a*y*—a*b* = 0.
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En dérivant les deux membres par rapport & x (y étant considéré comme une
fonction implicite de x), nous obtenons la pente de la tangente a I’ellipse en un
point :

20 x+2a*yy' =0, e))
soit
N i
y azy'

Dérivons maintenant la relation (4) :

2(0*°+a*y*+a*yy") = 0.

D’ou
4.2
2, 2 42 b + bzxz 2,.2.2, 122
v _bi+aty” a’y®  b*(@"y"+b°x")
2y 2y 2ty ’

ce qui se simplifie, puisque, d’aprés I’équation initiale :
d2y2+b2x2 _ azbz;
d’ou

y” _ _—bZ(aZbZ) L b4
at y3 a> y3 :
2. Le théoréme des fonctions implicites permet de retrouver la dérivée d’une
fonction réciproque.
Soient en effet g une fonction numérique continiiment dérivable sur un intervalle
J de R, et y, un point de J tel que

9'(¥o) # 0.
L’équation
g»—x=0

définit implicitement y en fonction de x. La fonction ¢ n’est autre que la fonction
réciproque de g. La formule (2) se réduit &

o) = —— ®)
g

(ce que nous savions déja). Cette relation montre que si g’ est dérivable, ¢’ est
dérivable; de plus,
o' XPg" M +e"(x)g'(») =0,
soit
9"

@ = eI

(6)
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De méme, si g est trois fois dérivable,
o' (XP g" (M +30'(x) 9"(x) g"(M) + " (x) g'(») =0,
d’olt
_3Mg' WP -g' () g"»)
L' OT

(plll (x)
et ainsi de suite.

Remarque. Pour obtenir la formule (6), on peut aussi dériver les deux membres
de (5). Mais il ne faut pas perdre de vue que ’on dérive les deux membres par
rapport a x. La dérivée de 1/g’(y) par rapport & x est égale au produit de
—g"(M/[g' (3} par la dérivée de y par rapport 4 x, soit 1/g'(p).

FONCTIONS DEFINIES PAR DES INTEGRALES

1.16 Fonctions définies par des imtégrales. Nous venons de voir que I’on peut
dériver une fonction de deux variables par rapport a 'une d’entre elles, I’autre
variable étant considérée comme une constante. De méme, on peut intégrer une
fonction de deux variables par rapport a 'une d’entre elles; [’intégrale ainsi
obtenue est alors une fonction de I’autre variable. Nous avons déja vu un exemple
important au tome 3, & propos de la transformation de Fourier; nous verrons un
autre exemple important dans le présent tome, a propos de la transformation de
Laplace. Nous allons examiner maintenant le cas ol 'intervalle d’intégration est
fermé borné.

Plus précisément, soit f une fonction numérique continue sur le produit [a, b] x I
d’un intervalle fermé [a, b] et d’un intervalle 1. Pour tout élément y de I, 1a fonction
x > f(x, y) est continue sur [a, b], et donc intégrable sur cet intervalle. Notons Fla
fonction définie sur I par la formule

b
F(y) =j f(x,y)dx. ®

a

Nous admettrons le théoréme suivant :
La fonction F est continue sur I. Si, de plus, la fonction f admet une dérivée

. 0 . . = -
partielle 5{ continue sur [a, b] x I, la fonction F est continiiment dérivable sur /
y

et, pour tout point y, de I,
b
, 0
F(30) = f 7 w0 dx. @

Autrement dit, pour dériver F, on peut dériver sous le signe de I'intégrale.
Enfin, si I est de la forme [c, d1,

d. d /b b /rd
f F(y)dy =f q f(x,y)dx)dy=f G () d}'>dx~ 3

Autrement dit, on peut intervertir I’ordre des intégrations.
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La formule (3) s’écrit traditionnellement sous la forme

d b b d
j dyf J(x,y) dx =j dx_[ Sf(x,y)dy.

(11 est bien entendu qu’il s’agit d’intégrales successives, et non du produit de deux
intégrales.) Cette propriété nous sera utile-au tome 5 pour calculer des intégrales
doubles.

1.17 Application 4 des calculs d’intégrales. Nous allons voir que la dérivation
sous le signe de I'intégrale permet de calculer certaines intégrales plus rapidement
que par la recherche directe d’une primitive ... surtout lorsqu’on ne connait pas
de primitive!

EXEMPLES.
1. Soit y un nombre réel strictement positif. Pour calculer
todx
Gy =] —/—,
V) f 0 (4
nous pouvons poser
Todx
F)=\| ——.
» L S
D’on
1
dx
F'(y) = =2 — = 2y G(Y).
» y L R y G(»)
Or,
1
F(y) = - [Arctg J—‘] = ! Arctg ~1~
yilo y y
Donc

De méme, en calculant G'(y), nous obtiendrions la valeur de I’intégrale

J ! dx
° (x2 + y2)3 :
2. Considérons ’intégrale

F(y) _=f In(1—-2y cosx+y?) dx,

-
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ol y appartient a U'intervalle I=]—1, 1[. La dérivée de F est

y r 2(y—cosx)
F'(5) =f 0P,
-z 1—2ycosx+y

Posons ¢ = tg x/2 ; nous obtenons aisément

1—¢2
+o 2|y— 2 + o0 2
F,(y)__J 1+t 2dt__4J' ?(1+y) +y—1
- 1 144 —o [P+’ + (1= (1+8)
1-2y — +y
1+t
Or,
4+ X +y-—-1 _ 11 + y—1 1
[+ X+ (- T X+D) 2y X+1 2y(1+y)X+<1-y>2
14y
Donc
. — i+ o R 2
F'(y) = 2 [Arc tgt]i2 ,_*_?;(y_l_)_ ~1—i-}-)-l:Arc tgl—i}f tJ = n(%-——) =
y y(l+y) 1=y -y J-= ¥y

Par suite, la fonction F est constante, et égale a

T
F(0) ='J Inldx = 0.
k14
Ce calcul peut paraitre compliqué ... mais il n’est pas possible de calculer
directement F(y). '

1.18 La fonction gamma. Nous allons voir un exemple de fonction définie par
une intégrale, introduit par le mathématicien suisse Leonhard Euler au xviIr® siécle
(le siécle « des lumiéres »). Cet exemple est d’un emploi fréquent en mathématiques
et en physique; nous 'utiliserons en particulier au tome 6, lors de I’étude d'une loi
de probabilité.

L’intégrale généralisée

+ o
f et ds
0

a un sens si et seulement si le nombre réel x est strictement positif.
En effet,
et~ 7t au voisinage de 0
e f ¥ 1 = o(1/t*)  au voisinage de +co.
La régle de Riemann montre que l'intégrale de la fonction ?+> e’ t*~1 sur

[1, +o] converge quel que soit x, et que I'intégrale de cette méme fonction sur
10, 1] converge si et seulement si x est strictement positif.
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1.23 f(x,» =Arctg§ 1.24 f(x,y)=Arctg~i—-:—§f
+ 2 2 . —
1.25 f(x,y)=ln-x—# 1.26 f(x,y) = Arcsin a4
x ) x2—y? \
1 2
127 fy) = _[— 128 f(x,y) =h>
e ¥y
y
129 f(x,y) = Arc tg x*y3 130 f(x,y) = J e'lnrdr.

x
Calculer les dérivées partielles du troisiéme ordre des fonctions suivantes :
1.31 f(x,y) = x3p* 1.32 f(x,y) = e”.

Relations entre dérivées partielles

1.33  Soit f la fonction définie par f (x, y) = In </xZ+y2. Montrer que

orf O _
ox2 oy

1.34 Meéme question pour la fonction f définie par £ (x, ») = e* cos y.

0.

1.35 Soit fla fonction définie par f(x, ») = cos(x+y) — cos(x—y).
Montrer que

U
ox2  0y?
. e x*=3xy—y*
1.36. Soit f la fonction définie par f(x,y) = ——-;—_IT— Montrer que
af af
e + —_— e
* x 73

1.37 Soient u et v deux fonctions d’une variable, supposées deux fois dérivables. Mon-
trer que la fonction f définie par

S, ) = xu(y/x) +v(y/x)
satisfait i la relation
rx?+2sxy+1y* =0,

Dérivées des fonctions composées

En appliquant le théoréme de dérivation des fonctions composées, calculer les
dérivées des fonctions suivantes :

1.38 y = xl/sinx 1.39 y = (sinx)*
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Exercices
1.40 y = x°o5% 141 y = (Arc tg x)'¢*
1.42 y = xArctgx 1.43 y = ( /x2+1)Arctgx

Dérivées des fonctions implicites

Calculer les dérivées des fonctions définies implicitement de la maniére suivante :

144 x*p*+y =4 145 2(4—x) = x*(@+x)
146 y3+3x%y = x?—y? 147 x*+3xy+5y* =1
1.48 x2y? = 1+)? 1.49 x3—xy* = 3xy—1
150 xZsiny—p?sinx =1 151 J1—-x—Jl1—-y=1
~1
15z ByE-lndy 153 x*lny-y*lnx =0
Xy
1.54 tg(x2+y?) = x>~ 155 In/x%2+y% = Arc tgi}
156 /x2+y? = In /x2—»? 157 x*—3*Inxy =0
158 xM3+pl2x12 =9 159 3P(x—-2)—(x+2) =0
1.60 e¥—x=20 161 x*+3°—3axy =0
2/3 2/3 _ 2/3 4 * -
1.62 (x+y)*° + (x—y) =q 1.63 sin . + cosy =0
1.64 —X—+Arctgl =0 1.65 Arctg> = /4
Nrome x x
1.66 & —Z =1 1.67 Insin> =1
y Yo
1.68 xy = (x+y)? 1.69 x*—3x*p%+y* =0,

Calculer les dérivées premiéres et secondes des fonctions définies implicitement de la
maniére suivante :

170 x*+xp+y? =1 171 xp? = x+y
172 x*+2y—2xy—1=0 173 x+cos(x+y) =0.
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DIFFERENTIELLE D’UNE FONCTION
DE PLUSIEURS VARIABLES

2.1 Fonctions différentiables. Rappelons qu’une forme linéaire f sur R? est
une application linéaire de I’espace vectoriel R? dans 1’espace vectoriel R (voir
tome 1); une telle application s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme

f(x, ) = Ix+my,

ol / et m sont deux nombres réels. Pour tout point (x,, o) de R? et pour tout
couple (k, k) de nombres réels,

S (xo+h, yo+k) = f (%0, yo) + lh+mk .

Nous nous proposons de voir dans quelle mesure on peut approcher une fonc-
tion par une forme linéaire (c’est-a-dire remplacer I’accroissement de la fonction
entre deux points par ’accroissement d’une forme linéaire).

Soient f une fonction définie sur une partie P de R? et (xo, y,) un point intérieur
4 P. On dit que f'est différentiable en ce point s’il existe un couple (/, m) de nombres
réels et une fonction numérique @ définie sur P tels que, pour tout point (xy + 4,
yo+k) de P y

F o + B yo + k) = f(xo, o) + Ih + mk + /B + k? (x5 + h, yo + k)

et que ¢ ait pour limite 0 au point (x,, o).
La fonction ¢ est alors définie pour tout point (x,+ A, ¥o+k) de P autre que
(xo, ¥o) par la formule
f(xot+h, yo+k) —f(Xo, Vo) — lh—mk

o (xo+h, yot+k) =
v hE kP

Si on impose la condition

@ (%, ¥0) =0,

la fonction ¢ est définie de maniére unique & partir de f, de / et de m. Nous allons
voir que le couple (/, m) est aussi unique. Plus précisément :

Si f est différentiable au point (xy, o), alors f admet des dérivées partielles en ce
point par rapport d x et ay,et

I = fi(xo, yo) m = f(Xo, yo).

De plus, f est continue au point (xg, ¥o)-
En effet, la restriction g de f & la droite d’équation y = y, vérifie la relation

g(Xo+h) = f(x0, o) + Ih + || @(xo+h).

Il s’ensuit que g est différentiable au point x,, et que /=1(xy, ¥,). De méme,
m=f,(xo, ¥o)- Enfin, f est continue au point (x,, yo), car c’est la somme de
fonctions continues en ce point.
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Mais nous ne pouvons pas énoncer ici une réciproque : ’existence de dérivées
partielles au point (x,, y,) n’entraine pas la différentiabilité de f.

ExempLe. Considérons encore la fonction f définie sur R? par les formules

, |

() =525 si (xy)# (0,0
xX“+y

£0,0=0.

Les deux dérivées partielles de f au point (0, 0) sont nulles; si f était différentiable
au point (0, 0) la fonction ¢ définie par la formule

x2y
x2+y

P(x,y) = ——==
/x2+y2

aurait pour limite 0 au point (0, 0). Or, tout disque ouvert de centre (0, 0) contient

2

des points de la forme (x, x), x >0, ot ¢ prend la valeur —L
2.2

Nous admettrons le résultat suivant :

Si la fonction f admet des dérivées partielles sur un voisinage du point (x4, ¥o), et
si les applications f, et [ sont continues en ce point, alors f est différentiable au

point (xg, Yo).

En résumé, ’existence de dérivées partielles continues entraine la différentia-
bilité, laquelle entraine ’existence de dérivées partielles; mais on ne peut carac-
tériser la différentiabilité & I’aide des dérivées partielles. %

Soit maintenant fune fonction numérique définie sur un ouvert P de R%. On dit
que f est différentiable sur P si f est différentiable en tout point de P.

Le théoréme précédent a pour corollaire :

Si la fonction f admet des dérivées partielles en tout point de P et si les fonctions
fi et f, sont continues sur P, alors f est différentiable sur P.

2.2. Différentielle d’une fonction. Soit / une fonction différentiable; la forme
linéaire

(h, k) > bf(xo, Yo) + Kfy (X0, Yo)

s’appelle différentielle, ou encore différentielle totale, de la fonction f au point
(%o, Yo), €t se note d.._ . /. Ainsi, par définition, pour tout couple (4, k) de nombres
réels,

X0, Yo

drg,yo f (B, K) = hfi(x0, yo) + Kfy (X0, Yo) -

On omet souvent les indices x, et y,. Suivant 'usage, notons dx la différentielle
de I’application (4, k) + h et dy celle de I’application (4, k) + k. Alors df s’écrit



32 Chapitre 2

sous la forme
df = fi(xo, yo) dx+f;(xo, yo) dy.
Comme d’habitude, I’extension 2 trois variables est immédiate.
EXEMPLES.
1. Calculons la différentielle de la fonction f définie par la formule
sin
fly) =3x%y — =L,
x
On trouve facilement
a—f=6xy+—531-21 Q'_f=3x2...gcﬂ’;
ox x dy x

donc

df = g~fdx+2—fdy = <6xy+smy> dx+<3x2 —C—"i-y-> dy.
X

y x? x

2. Calculons la différentielle de la fonction de trois variables définie par la
formule

f(x,p,2) = e cosz.
Nous obtenons aussitdt
of _ e~ 2x cosz o _ et 2y cosz or _ —e¥ " sinz,
Ox dy 0z
donc
df = ?Idx—{-?fdy—f-?jdz

ox dy dz

=e"*" (2xcosz dx+2y cosz dy — sinz dz).

3. On sait que 'induction B du champ magnétique produit par une bobine est,
dans lair :

-7
B=4n10 NI‘
)
Donc
dB=-a£dN+§£dI+§§dl= 4? (IdN+NdI—~Mdl>.
oN ol ol 1071 I
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2.3 Applications des différentielles aux calculs approchés. La différentielle
réalise une premiére approximation de la fonction

() k) b= f (x5 +h, yo+k) —f (%0, Yo) -

En physique, on remplace ’accroissement Af de la fonction f par 1’expression
approchée

Af = fi(xg, yo) Ax+4£;(xo, yo) Ay.

EXEMPLES.

1. L’aire d’un rectangle est

S = bh.
Donc
dS=g§db+g§dh = hdb+b dh.
ob dh

L’accroissement AS de ’aire lié 4 un accroissement Ab de la base et & un accroisse-
ment Ak de la hauteur est, en premiére approximation,

AS = h Ab+b Ah .

Fic. 2.1

On remarque sur la figure 2.1 que 4 Ab est I’aire du rectangle de droite et b Ak
celle du rectangle inférieur. L’aire AS n’est pas exactement la somme des deux
précédentes : il manque encore 1’aire AbA/ du petit rectangle en bas a droite.

Par exemple, si Ai=10m, b=2m, Ah=0,1m et Ab=0,0lm,

AS =~ 10x0,01+2%0,1 = 0,14+0,2 = 0,3 m?,
(En toute rigueur, AS =10,1x2,01—-10x2 = 0,301 m*.)
2. Soit ¥ la d.d.p. entre les bornes d’une résistance R. L’intensité I est
I=VR.



34 Chapitre 2

D’od
ar=Lavi%r=Lay_Lar.
& @R R R

Ainsi, lorsque ¥ =100 volts, R = 100 ohms, AV = 1 volt et AR =2 ohms,

AI%i xl——mx2=——1————2~ - — 0,01 ampére .
100 1002 100 100

I’intensité diminue de 0,01 ampére.
3. La capacité C d’un condensateur est

C = kSle.

dC=a—CdS+a—gde =I—CdS+kS(~-—lz>de=’—c<dS——§de>.
oS e e - e e e

D’ou

Pour que C ne varie pas, il faut que dC soit nul, ce qui impose

dS——§de=O
e
ou
ds _ de
S b

c’est-a-dire que les variations relatives de S et de e doivent &tre égales.

4. Un cylindre a 10 m de haut et 5 m de rayon.‘On accroit £ de 10 cm et R de
1 cm. Calculer la variation de volume.
Le volume est

V = nR*h .
D’ou

dv = v dR + ézdh = 27nRh dR+=R? dh.
dR oh

Exprimons Jes accroissements en métres : AR = 0,01, Ah=0,1 et
AV =~ nR(2hAR+ RAh) = 57(2x 10%0,01+5x0,1) = 11 m3.
5. La hauteur d’un cone de fumée est de 100 m et décroit a raison de 10 m par
seconde. Le rayon de la base est de 50 m et croit & raison de 5 m/s. Comment le

volume varie-t-il et avec quelle vitesse?
Le volume d’un cone est

V = 4nR*h.
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D’ou

dv = ‘Z—V dR + %Z— dh = 4nRh dR+%7R? dh.

Mais il faut maintenant faire intervenir les vitesses de variation, exprimées en
métres par seconde :

la vitesse de variation de la hauteur est dA/dt = — 10 (le signe — indique que A
décroit),

la vitesse de variation du rayon est dR/dt= +5 (le signe + indique que R
croit),

la vitesse de variation du volume est d¥/dt, en métres cubes par seconde.
Divisons donc I’expression de d¥ par dt :

%K=% Rh %szi—h—%n50x100x5-§77:502x10=26180m3/s.
t dt

Cette dérivée est positive, ce qui montre que le volume augmente & P’instant
considéré.

2.4 Applications radioélectriques.

1. Nous allons montrer comment I’on peut trouver ’équation de la lampe triode,
utilisée en radio. C’est I’équation qui donne la valeur du courant plaque i, en
fonction de la tension grille v, et de la tension plaque v,.

On sait que, dans une triode, et 3 chauffage constant, le courant plaque est
fonction de v, et de v,, qui sont deux variables indépendantes :

i, = f(v,,v,). M

Appelons K le coefficient d’amplification de la lampe, p sa résistance interne et S
la pente de la lampe (en milliampéres par volt). On démontre d’ailleurs en radio
que

S =K[p.
La différentielle de i, est
di, = % do, +—a—l’i do,,.
dv, ov,

Or, on sait que

et
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d’ou
1 K do
di, = S dv, + —dv, = — dv, + —2
P P P
ou enfin
pdi, = Kdy,+dv, . ' , )
o

oy

Fic. 2.2

C’est I’équation de la lampe triode; elle montre que la lampe amplifie K fois
(Fig. 2.2), car pour avoir le méme Ai, il suffit d’agir sur la tension grille X fois
moins que sur la tension plaque.

Ce calcul est trés intéressant et... trés curieux, car en partant de ’équation (1),
assez générale, on arrive & 1’équation (2) tout a fait précise et concréte.

2. Soit un circuit électrique comprenant une bobine dont le coefficient d’induc-
tance est L et la résistance ohmique est R, en série avec un condensateur de capa-
cité C, la différence de potentiel étant alternative et la pulsation de la source étant
o = 2nf, ol fest la fréquence. On suppose que C et £ sont seules variables.

Plagons-nous a la résonance, o1 'intensité du courant est maximale, on sait que :
LCw*=1.

Si f varie de Af, le courant diminue d’une certaine valeur, on peut alors se
demander quelle serait la variation AC du condensateur qui produirait le méme
affaiblissement, f restant constant.

Nous avons une fonction de deux variables

LCw? =1=g(C, ).
Prenons-en sa différentielle, qui sera nulle puisque cette fonction est constante,
etégaleal:

dg=0=—a£dc+ggdco
ac Jw

ou .
Lo?*dC+2LCwdw =0 ©dC = ~2Cdw
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ou
<_1£= —29—62 _ ~~221rc1f
C w 2nf
et enfin
dc_ _,df
c f

d’ol I’on tire AC. On voit que la variation relative de C est égale & deux fois la
variation relative sur f, et changée de signe.
Cette formule s’utilise souvent en radio.
. Dans le dernier chapitre du présent tome, nous verrons d’autres applications des
différentielles, & propos des calculs d’incertitudes.

2.5 Formes différentielles. Soit P une partie ouverte de R%. On appelle forme
différentielle une application w qui 4 tout point (x, y) de P associe, non pas un
nombre, mais une forme linéaire sur R*, L’application w peut s’écrire d’une maniére
et d’une seule sous la forme

o=Mdx+Ndy,

ol M et N sont deux fonctions numériques définies sur P.

Nous avons déja rencontré un exemple fondamental : la différentielle df d’une
fonction différentiable f (c’est-a-dire I’application qui 4 tout pdint (x, y) associe la
différentielle d, , f de f en ce point) ést une forme différentielle. Dans ce cas,

M =f et N =f,.

On dit qu’une forme différentielle w est exacte si elle est du type précédent,
c’est-a-dire s’il existe une fonction différentiable f dont elle soit la différentielle :

o=4df.
En général, une forme différentielle @ n’est pas exacte. Pour qu’il en soit ainsi,

il faut que M et N soient respectivement les dérivées partielles par rapport a4 x
et a y d’une fonction f;

M= y-Y

0x dy

Or, d’aprés le théoréme d’interversion des dérivées partielles secondes,

of _8f

Oxdy 0dyox
c’est-a-dire

oM _ oN

dy  ox
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Nous renvoyons au tome 5 pour la détermination pratique de f 4 partir de la
forme différentielle w. Nous nous bornons pour le moment & voir sur quelques
exemples si I’égalité des dérivées partielles croisées est satisfaite, en admettant que
cette condition nécessaire est aussi suffisante.

EXEMPLES.
1. La forme différentielle
o = x(y*-3) dx+y(1+x*) dy

est-elle exacte?
Ici,
M=x(*-3) e N=y(l+x?).

Vérifions si

M _ N
dy ox
Or,
oM

= 2yx et é—]y-=2xy;
y ox

ces dérivées étant égales, ’expression étudiée est bien une forme différentielle
exacte.

2. Méme question pour
w = p sin 2x dx+sin® x dy .
Cette fois,
M=ysin2x e N=sin’x.
D’ott

— =s8in2x et —q]—v-=25inx cosx = sin2x;
0y ox

ces expressions étant égales, la forme différentielle o est encore exacte.
3. Méme question pour
® = sin2x cos® y dx +sin® x sin 2y dy .
On obtient aussitot

(Zﬂ == —2sin2xsiny cosy = —sin2x sin2y
y
ON

. = 2sinx cosxsin2y = sin2x sin2y.
X
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Ces deux quantités n’étant pas égales (a cause du signe —), la forme différentielle @
n’est pas exacte.

Remarque. Les différentielles exactes interviennent en thermodynamique,
dans 1’étude des gaz et des moteurs thermiques, ainsi qu’en différents problémes
de mécanique et d’électricité.



EXERCICES

Calcul -des différentielles

Calculer les différentielles des fonctions suivantes :

x— +
21 fry) =22 22 fGry) =22

x+y Xy
23 f(x,y) = ysin x+éos(y—x) ;.4 fx, ») = tg? y/x

+
25 f(x,y) = Arctgy/x 26 f(x,y) = Arctg lx_:;
: 2, 2 2x+y
2.7 f(x,y) = Arccos(1+x*+y?) 28 f(x,y) = Arccos -
_ \/;C"l'\/_; _ Xy

29 fCo,p») = x+y 210 f(x,y) = (A +x2+y2)t/2

x x2 —y?
211 f(x,9) =>+./xp 212 f(ry) = [SL
y x“+y

213 f(x,y) = In(1—=xy) 214 f(x,y) =In(y"
215 f(x,y) = et 2.16 f(x,y) = &*
2.17 f(x,y) = Insin f 218 f(x,y) = ¢**sin 3y.

Formes différentielles exactes

Parmi les formes différentielles suivantes, reconnaitre celles qui sont exactes :

(x+2y) dx+y dy y? dx+x? dy
: =N EIDY 220 =22
219 (x+y)? . @ (x+y)?
' 24,2 5.3
221 o= Gx"ty )y;lx 2x dy 222 = (cos® x—y sin x) dx+cos x dy
y
223 o=(y+ )ax+(x+1)a 224 =Y B0 D
2 o=yt x 5 y . T

2xy dx+ (1—x?) dy
0= e

225 o= (*-2x) dx+(3xy2—x2) dy 2.26

2x(1-¢) & xS
. = + . = Tdx+ Y o
2.27 A +x2)2 1+ %2 dy 228 @ = Arcsin > dx 5 dy
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y x
dx +
x%+1 y2+1

1 1
<x+y+——%>dx+<y+x+~——x-2-)dy.
y X x ¥y

Déterminer les valeurs du nombre réel a pour lesquelles les formes différentielles
suivantes sont exactes :

229 w

I

dy

230 o

]

_(x=p)dx+(x+y) dy _ (x+ay) dx+(ax+y) dy
= 22y 232 w= ) .

2.31

Problémes sur les différentielles

2.33 Le volume d’un parallélépipéde rectangle est V' =blh. On donne b=1m, /=2m
et h =3 m. Calculer la variation AV du volume si b varie de Ab=0,01m, / de
Al= —0,02m et h de Ah=0,03 m.

2.34 On considére un tronc de cone métallique dont la base a pour rayon R=10,1 m et
dont la hauteur est # = 0,2 m. Lorsqu’on chauffe le cone, R augmente de 1 mm
et 4 de 2 mm. Calculer la variation du volume.

2.35 Un générateur électrique de f.é.m. E et de résistance r débite sur une résistance
extérieure R. On donne E= 100V, r =10 Q et R =40 Q. Si R varie de AR=1Q
et E de AE= —2V, calculer la variation AJ du courant.

2.36 Un condensateur électrique de capacité C =20 uF est branché sur une d.d.p.
continue ¥ =100 volts. Si C varie de AC=0,1 UF et si ¥ varie de AV =2 volts,
calculer la variation AW de I’énergie emmagasinée.

2.37 Un condensateur électrique de capacité C = 10 uF est branché sur une tension
alternative de fréquence f= 50 Hz. Si C varie de 0,1 pF et si f varie de —2 Hz,
calculer la variation de son impédance Z = 1/Cw.

2.38 Un fil de cuivre a une longueur / = 100 m et un diamétre D = 1 cm. Sous I’action de
la chaleur, / augmente de 0,1 m et D de 0,1 mm. Calculer la variation de la résistance
électrique R, sachant que p = 1,6 uQcmz/cm.

2.39 En radio, la longueur d’onde d’un circuit oscillant est

A=1885./LC,

ou A est mesuré en meétres, L en microhenrys et C en microfarads. On donne
L=1000pH, C= 1073 WF. Si L varie de 10 pH et C de —20 picofarads, calculer
la variation de la longueur d’onde.



CHAPITRE 3

MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS
DE PLUSIEURS VARIABLES

3.1 Maximums et minimums. Les maximums et les minimums se définissent
comme dans le cas des fonctions d’une variable (voir tome 2, chapitre 4) :

Considérons une fonction f définie sur une partie P de R%. On dit que f admet un
maximum si I’ensemble f(P) admet un plus grand élément M, un minimum si
f(P) admet un plus petit élément m. Soit (x,, ,) un point de P; on dit que f
atteint son maximum en (xg, o) sif (X, ¥o) = M. On dit que fatteint un maximum
local au point (x,, y,) 8’il existe un disque ouvert D de centre (x,, ¥,) tel que la
restriction de & D P admette un maximum en ce point. On définit de méme
les fonctions atteignant un minimum, ou un minimum local, au point (%, y,).

Comme dans le cas d’une variable, si fatteint un maximum au point (x,, y,),
Jfadmet évidemment un maximum local en ce point. Bien entendu, la réciproque est
fausse.

Nous allons établir une condition nécessaire pour qu’une fonction f admette un
maximum local ou un minimum local en un point (xg, yo) :

Soient f une fonction numérique définie sur une partie P de R?, et (xy, y,) un
point intérieur @ P. Si la fonction f admet un maximum ou un minimum local au
point (xg, yo), et si f a des dérivées partielles en ce point, alors

];:;(X()a Vo) =fy/(x0, yoy = 0.

En effet, si la fonction f admet un maximum ou un minimum local au point
(X0, o), il en est de méme de la fonction g : x + £ (x, y,) au point x,. La dérivée de
g au point x, est donc nulle. Or, par définition méme, cette dérivée est la dérivée
partiellé de f par rapport & x. Ainsi,

Qi(xo, Yo) = ¢’ (x0) = 0.
0x

Le cas de f;(xo, yo) se traite de méme.

Mais si les dérivées partielles de f s’annulent au point (x,, yo), il ne s’ensuit pas
que f'admette un maximum ou un minimum local en ce point.
Prenons par exemple pour f la fonction définie par

fGey) = x*—y*.

Les dérivées partielles fy = 2x, f; = — 2y prennent la valeur 0 au point (0, 0).

La fonction f's’annule & I’origine; mais dans tout disque ouvert de centre (0, 0)
et de rayon «, il existe des points (tels que (2/2,0)) ol1 f prend une valeur strictement
positive, et des points (tels que (0, /2)) ol f prend des valeurs strictement négatives.
La fonction f n’admet don¢ ni maximum local ni minimum local & I’origine.

LA
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Considérons maintenant une fonction continue sur une partie fermée bornée P.
D’aprés ce que nous avons vu au n° 1.5, f(P) a un plus grand élément M et un
plus petit élément m; autrement dit, f atteint un maximum M en un point (x4, y,),
et un minimum  en un point (x,, y,). Il se peut toutefois que f n’admette pas de
dérivées partielles en ces points. Il peut aussi arriver que f admette des dérivées
partielles en ces points, et que ces dérivées ne s’annulent pas. En effet, rien ne
permet d’affirmer que les points (x,, ¥,) et (x,, y,) sont intérieurs a P.

ExeMprE. La fonction f définie sur le disque fermé de centre (0, 0) et de rayon 1
par la formule

fxp) =Ex-1)>+(-1)7?

admet un maximum au point ( ——\/-i/Z, —ﬁ/Z), et un minimum au point (\/—2—/2,
\/2/2), sans que ses dérivées partielles s’annulent en ces points.

3.2 Formule des accroissements finis. Pour évaluer [’accroissement d’une
fonction de deux variables, nous allons étendre la formule des accroissements finis
et, plus généralement, celle de Taylor-Lagrange.

Soient fune fonction admettant des dérivées partielles continues par rapport a x
et & y sur une partie P de R?, (a, b) et (a+h, b+k) deux points de P tels que le
segment joignant ces points soit contenu dans P (Fig. 3.1). Il existe alors un élément
0 de l'intervalle ]0, 1] tel que

f@a+h,b+k) = f(a,b) + hf.(a+0h, b-+0k) + kf;(a+6h, b+0k).

@b

(a+0h,b+0k)

(a+h b+k) fl

Fic. 3.1

Considérons en effet la fonction F d’une variable réelle définie sur [0, 1] par la
formule
F(t) = f(a+th, b+1tk).

Il est clair que F(0) =f(a, b) et que F(1)=/f (d +h, b+k). Le théoréme de dériva-
tion des fonctions composées (n® 1.7) montre que F est dérivable et que

F'() = hf;(a+th, b+tk) + kf)(a+1th,b+tk).
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Appliquons donc la formule des accroissements finis a la fonction F : il existe un
élément 6 de 10, 1] tel que

F(1) = FO)+(1~0) F'(8) = F(O)+ F'(6).

La formule annoncée en résulte aussitot.

Supposons maintenant que, pour tout couple de points de P, le segment joignant
ces points soit contenu dans P. Il découle de la formule des accroissements finis
que si les dérivées partielles de f sont nulles sur P, la fonction fest constante.

En effet, :

fla+h b+k) =f(a,b)+0.h+0.k = f(a, b).

Enfin, la formule des accroissements finis permet de majorer 1’accroissement
d’une fonction. Supposons en effet que f; et f; sont majorés en valeur absolue par
des nombres réels positifs M et N. Alors

|fla+h b+k)—f(a,b) < Mihl + Nik}.
On remarquera que la formule
Af = fo Ax+f) Ay
fournit une premiére approximation de Af, mais non une majoration.

3.3 Formule de Taylor-Lagrange. Conservons les notations précédentes, et
supposons que f admette des dérivées partielles continues jusqu’ ’ordre n+1, olt
n est un entier naturel.

La relation

F'(f) = hfl(a+th, b+tk) + kf}(a-+th, b+1k)

peut encore s’écrire sous la forme
DF = Hf,

ou D est I’application F > F' et H I’application /'~ Af;-+kf,. Par suite,
F" = DF' = D(DF) = H(Hf) = H*f.

De méme, on vérifie par récurrence que, pour tout entier naturel non nul p,
F® = D’F = D(D*"'F) = H(H""'f) = H*f.

La fonction F est n+1 fois dérivable sur [0, 1]. D’aprés la formule de Taylor-
Lagrange, il existe un élément 6 de ]O, 1] tel que

" (n) (n+1)
F) = FO) + F@)+ Q4 7O F770)
2! n! (n+1)!
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En revenant 2 f, nous obtenons la formule de Taylor-Lagrange pour les fonctions de
deux variables :

-+

fla+h,b+k) = f(a,b)+ (Hf) (a, b) +(_H_j%_'(_a,_bz + ..

LED @b (H"*'f) (a+06h, b+ 0k)
n! (n+1)! '

(Le cas ol n =0 est celui de la formule des accroissements finis.)
En pratique, il reste & calculer les puissances successives de I’application H.
Ecrivons & cet effet H sous la forme
0 ]

H=h—+k—
0x dy

(c’est-a-dire que Hf = h (8f]0x) + k (8f/dy)). Comme les dérivées partielles succes-
sives de f sont continues, le théoréme de Schwarz s’applique et montre que 9/dx et
9/dy commutent. Par suite, nous pouvons employer la formule du bindme de
Newton pour calculer les puissances successives de H :

5 5 62 2 5 62
H® = h" — +2hk +k*—
0x 0x0y oy
23 3 3 3
w =1 L antk S e e
0x 0x*“dy Oxdy dy
etc. Par exemple,
2 2 2
H*f = hza—*2f+2hk—a—f—+k2?——{.
Jx O0xdy dy

Examinons le cas ol fest de la forme
f(x,y) = AX*+2Bxy+Cy* +2Dx +2Ey+F.

Nous obtenons aisément

fi o= of = 2Ax+2By+2D

x
X

fi = g—f = 2Bx+2Cy+2E
Y

62
AL YR Y R A Ye)

xy
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Les dérivées d’ordre trois sont nulles. Donc

f(x+h, y+k) = f(x,y) + 2h(Ax+ By+D)
+ 2k(Bx+Cy+E) + Ah*+2 Bhk+ Ck? .

3.4 Application a la recherche des maximums et des minimums. Nous avons
vu que, pour chercher les maximums et les minimums d’une fonction fen un point
intérieur a I’ensemble de définition, on résout le systéme suivant :

fle,y) =0
file,y) =0
fy(x,y) = 0.

Il reste encore & s’assurer que la différence /' (x, y) — f(x,, y,) conserve un signe
constant au voisinage de (x,, y,). Utilisons & cet effet la formule de Taylor-La-
grange a I’ordre 2. Pour alléger I’écriture, employons les notations de Monge :

I ) ¥ BN 5 |
ox ay ox* dxdy oy*
Iei, p(xo, yo) = g (%o, yo) = 0. Posons »
&* *f 2
Fg = ——{Xp, Sa == Xg » fn = ——
0= 52 (X0, Yo) 0 x@y( 0> Yo) 0 2y

(X05 Yo)-

La formule de Taylor-Lagrange se réduit. a
F(xo+h,yo+k) = f(x0, yo) + L(h*r, +2hkso+ k> to) + S(H3f) (x0+0h, yo +6k),
Passons en coordonnées polaires, en posant
h=pcosh k= psing.
Alors
R ro + 2hksy + k* ty = p*(ry cos? 0 + 2, cos 0 sin 0 + 1, sin? 6)

et H? fest de la forme H3 f= p3g. Lorsque p est suffisamment petit, le terme én p3
est négligeable devant l¢ terme en p? (& moins que le coefficient de p? s’annule).
Le signe de f(xo+/, yo+k) — f(xq, ¥o) est alors celui de

P(h, k) = hro+2hksy+k?t,,

pourvu que P(h, k) soit différent de zéro.

a) Sisg—ryty <0, ry est évidemment non nul. Dans ce cas, P(h, k) a un signe
constant, & savoir celui de r,.
En effet,

ro P(h,k) = rih* + 2rysohk +‘r0 tok® = (roh+sok)* + (rgto—si) k.

Cette expression, somme de deux termes positifs, est positive, et ne s’annule que
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sih=k=0 Doncsiryg>0,[(xg+h yot+k)—S(xg, yo) est positif; autrement dit,
admet un minimum local au point (x,, yo). De méme, si ry <0, fadmet un maxi-
mum local en ce point.

b) Sisi—ryty>0, rg #0, ry P(h, k) prend des valeurs strictement positives, par
exemple si k =0, et des valeurs strictement négatives, par exemple si ry/1+35.k = 0.
La fonction f'n’admet donc ni maximum local ni minimum local au point (xg, yo)-
Le cas oll ry = 0 mais 4, # 0 est analogue. Le cas ol ry = fy = 0 est évident, puisque
P(h, k)= 2syhk prend des valeurs opposées si i=k ousi h= —k.

¢) Sisd—ryty =0, il n’est pas possible de conclure, car on ne peut rien affirmer
quant au signe de g lorsque P(A, k) s’annule. 1l faudrait recommencer ’étude en
utilisant la formule de Taylor-Lagrange 4 ’ordre 4 ... ou a un ordre encore plus
grand!

3.5 Exemples de recherche de maximums et de minimums.
1. Déterminons les points ot la fonction f définie sur R* par la formule
fx,p9) = x3 4+ =9xy+27 |
admet un maximum local ou un minimum local.

Si fadmetun maximum ou un minimum local en un point, les dérivées partielles de
f s’annulenten ce point; d’otl :

3x2=9y =0
3y*—9x = 0.

Nous en déduisons que y = x%/3, et donc que

D’oli
x=y=0 ou x=y=3.
La fonction f n’admet ni maximum local ni minimum local au point (0, 0);
en effet, la restriction de f a la droite y = 0 prend des valeurs strictement supé-
rieures a 27 si x > 0, et des valeurs strictement inférieures 4 27 si x <0.

Pour étudier / au voisinage du point (3, 3), calculons les dérivées partielles
secondes :

Se—roty = 81324 = —243 < 0.

Comme ry = 18 > 0, fatteint un minimum local au point (3, 3).
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2. Reprenons la fonction f définie sur R? par la formule
Sl y) = x*=y*.
‘Dans ce cas,
r=2 s=0 t= —2.

A Vorigine, 53 —ryty =4 > 0. On retrouve ainsi le fait que /' n’admet ni maximum
tocal ni minimum local en ce point.

3. Soit fla fonction définie sur R? par la formule
f(x,y) = x*+y*. '
On trouve aussitdt
p=4x* g=4y°
r=12x* s=0 =12y~
Les dérivées partielles p et g ne s’annulent simultanément qu’au point (0, 0). En ce
point, r, s et ¢ sont nuls, ainsi que s —rr. La méthode générale ne permet pas de
conclure. Cependant, il est immédiat que /"admet un minimum.

De méme, la fonction —f admet un maximum au point (0, 0), alors que
p=g=s—rt=0.

4. Soit f'la fonction définie sur R? par la formule
f(x,y) = p*=3x2y+2x*,
ou encore
fx0) =(y=x») (y—2x%).
Nous obtenons facilement

p=—6xy+8x> ¢ =2y-3x%.

Pour que ¢ s’annule, il faut que y=3x?*/2, d’oll p= —x> La condition p=0
implique alors x =y = 0.
Calculons maintenant s%—rt :

r=—6y+24x* s= —6x t=2,

d’ous?—rt=12(y— x?). A l'origine, 52 —ry 1, = 0. On ne peut donc conclure sans
une ¢étude directe.

Remarquons que f's’annule sur les deux paraboles d’équations y = x2 et y = 2x2;

de plus, f prend des valeurs strictement négatives entre ces paraboles, et des valeurs
strictement positives a 1’extérieur de ces paraboles (Fig. 3.2).
Ainsi, dans tout disque ouvert de centre (0, 0), il existe des points de la forme
(x,3x*) ol f prend une valeur strictement positive et des points de la forme
(x, 3x%/2) ou f prend une valeur strictement négative. La fonction f n’a donc ni
minimum ni maximum local.
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by

flxy}=0

f(x’y)>0

<y

Fic. 3.2

5. Dans le plan rapporté a un repére orthonormal, on considére le point A de
coordonnées (a, b). Un point M d’abscisse x parcourt Ox et un point N d’ordonnée y
parcourt Oy (Fig. 3.3). Déterminons les maximums er les minimums de la somme
AM?>+AN?*+ MN?.

Ala, b

Nyl

0 Mix) X

Fic 3.3

Cette somme est évidemment égale &

f{x,¥)= (.‘C——a)2+b2+a2+(y_b)2+x2+y2
=2(x*+y*—ax—by+a>+b%) .
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Calculons les dérivées partielles :
p=4x—-2a g=4y—-2b.

Ces dérivées partielles s’annulent toutes deux lorsque x = a/2 et y = b/2.
Pour voir si f atteint un maximum ou un minimum local au point (a/2, b/2),
calculons les dérivées partielles secondes :

2 2 2
r=-a——]:=4 s=af=:0 t=-0—1=4.
ox? Oxdy v?
Donc
st—rt = —-16<0.

Comme r > 0, f passe par un minimum. La valeur de ce minimum est
ab a@ b* a* b, >

- )=2(—4+—=—=—-— +a’*+b* ) = 3(a®+b?).

1(5.8)-2( st >+ 5

6. Cherchons les dimensions d’un wagon rectangulaire non couvert (ou d’une caisse
sans couvercle) telles que, pour un volume donné V, la somme des aires des cétés et du
plancher soit minimale, de fagon que I’on ait le minimum de dépense (Fig. 3.4).

Soient b la base, /2 la hauteur et / la largeur. Le volume est
V=>bhl,
d’ou l’on tire & = V/bl. 1. aire est
S = bl+21h+2bh

S=bl+21<—li)+2b(z>= b2V 2V
bl bl b

ou

Calculons donc les deux dérivées premiéres :
as 2V as 2V
I — b —_——
ob b? ol I
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Ces dérivées partielles s’annulent si
b*l = bl* =2V.

Comme b et / sont non nuls, nous en tirons b = /; de plus, la valeur commune de b et
de [ est égale 4 3/2 V. Dans ces conditions,

4v
S =4V + —— = 33/4V>.
Y2v

Pour savoir s’il s’agit effectivement d’un minimum, calculons les dérivées
partielles secondes :

2*’S 4V s S 4V
Fomm e mm § = e = | = oz e
b b abal ar
Dol
sg —rotyg = 1—4 = -3 <0.

Puisque ry > 0, il s’agit bien d’un minimum.
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EXERCICES

Déterminer les maximums et les minimums des fonctions suivantes :
31 f(xy) = x2—xy+y*—3y.
32 f(x, ) = x2y3+3x3y3 +2x%y*
33 f(x,y) = x*+y*—20(x—p)>
34 f(x,y) = x*-3ax®*—4ay®+1 aeRY%.
35 f(x,3) = @ +y) —2a2 (2 -y +4 acR%.
3.6 f(x,y) =x—6xy+y>+3x+3y.
37 fxy) = (x-p)? P4HyE-1).
38 f(x,») = (acos x+b cos y)* + (a sin x+b sin y)* a, beR.
39 f(x,») = sm x +sin y + sin(x+y).
3.10 f(x,») = sin x+sin y+cos(x-+y).

3.11 Montrer que le produit de trois nombres réels strictement positifs dont la somme
est donnée est maximal quand ces nombres sont égaux.

3.12 Montrer que la somme de trois nombres réels strictement positifs dont le produit
est donné est minimale quand ces nombres sont égaux.

3.13 Trouver les extrémums de
Jvz) = x3 43423

sachant que xyz = a°

,ouaeR’.
3.14 Déterminer les parallélépipédes rectangles de volume donné et d’aire maximale..

3.15 Déterminer les triangles d’aire maximale parmi les triangles de périmétre donné.



CHAPITRE 4

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

4.1 Généralités. Les équations différentielles constituent I’'un des chapitres
les plus importants de 1’analyse, car elles ont d’innombrables applications. Nous en
étudierons un grand nombre, en mettant chaque fois le probléme en équation.

Une équation différentielle est une relation entre la variable x, une fonction
inconnue y = @(x) et ses dérivées y' = @' (x), ¥ = @"(x), ...,y = o (x) :

P =[xy, ¥,y (D

L’entier n s’appelle ordre de 1’équation différentielle (1).

Intégrer I’équation différentielle (1), c’est trouver toutes les fonctions ¢ qui
vérifient cette relation.

Une telle fonction ¢ s’appelle solution, ou intégrale, de 1’équation (1).
Le graphe de la fonction ¢ est appelé courbe intégrale de I’équation différen-
tielle (1). Intégrer I’équation (1) revient i trouver toutes les courbes intégrales.

4.2 Classification des équations différentielles du premier ordre. Une équation
différentielle du premier ordre est de la forme :

Y= f(x: »)-
1l y a trois classes principales d’équations différentielles du premier ordre :

1° Eguations dont on peut séparer les variables ;
2° Equations homogénes (ol y’ ne dépend que du rapport y/x);
3° Equations linéaires (ol y et y’ sont au premier degré).

Ces derniéres peuvent étre & coefficients constants ou non, sans second membre
ou avec second membre. Ce sont les équations différentielles de loin les plus utiles,
car on les rencontre constamment dans toutes les branches de la physique (méca-
nique, thermodynamique, électricité, etc.). '

On remarquera que les équations homogénes et les équations linéaires se
raménent aux équations dont on peut séparer les variables.

En dehors de ces types généraux d’équations différentielles du premier ordre,
il y a un certain nombre d’équations de types spéciaux : équations de Bernoulli, de
Riccati, de Lagrange, de Clairaut, etc. Dans 1’état actuel de ’enseignement des
mathématiques supérieures, ces équations font figure de curiosités historiques.

4.3 Premier type : Equations 2 variables séparables. On met tous les termes en x
dans un membre, tous les termes en y dans ’autre, et I’on obtient une expression
de la forme

f(x) dx = g(y) dy,

ol f (x) n’est fonction que de x seul et olt g(y) n’est fonction que de y seul. Puis on
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intégre les deux membres, sans oublier la constante d’intégration C. Enfin, on
s’efforce de donner les solutions sous la forme explicite y = ¢ (x).

EXEMPLES.
1. Soit I'équation différentielle du premier ordre

x+yy' =0.
On Pécrit sous la forme

xdx = —ydy.
Il vient en intégrant

fxdx = —fydy+cC,

soit
2 2
-2y,
2 2
ou encore
x*+y? =2C.

(C’est I’équation d’une famille de cercles concentriques, réels si la constante
arbitraire C est positive.)

2. Soit I’équation

dy 1-y_,
dx 1+x '

Séparons les variables :

dy dx

l—y 14+x

Nous pourrions intégrer les deux membres, ce qui introduirait des logarithmes et
des valeurs absolues. Il est plus adroit de remarquer que deux fonctions ayant la
méme différentielle logarithmique sont proportionnelles (voir tome 2, chapitre 8).
Or, le premier membre est la différentielle logarithmique de 1/(1—y), et le second
membre, celle de 1+ x. Il existe donc un nombre réel non nul k tel que

1 = k(l+x).

1—y

Soit :

=1 ,
Y k(1 +x)
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ou encore, si I’on pose k' = 1/k,
o x+1-K
x+1

4.4 Deuxiéme type : Equations homogénes. Une équation différentielle est
dite homogéne lorsqu’on peut la mettre sous la forme

Y =f0x.

Une telle équation ne change pas lorsqu’on remplace x par kx et y par ky, ol
k est un nombre réel non nul.
Ainsi, les équations différentielles suivantes sont homogénes :

ydx+(x*—xp)dy =0
xdy—ydx = ,x2+y2 dx.

En effet, elles peuvent s’écrire respectivement sous les formes suivantes :

R S -
y - 2
Xy—x y/x—1

X

/2 2
y’:w=.¥_+ /1+y2/x2.
X

Résolution : On pose
t=ylx,
soit y == £x, ol ¢ est une nouvelle fonction inconnue. On en tire
dy = xdt+rdx.

On reporte ces expressions dans ’équation différentielle initiale (et I’on vérifie que y
a disparu). On obtient alors une équation différentielle dont on peut séparer les
variables :

xdtfdx +t = f(1),
soit
dt dx

fo—-t x

Il vient en intégrant les deux membres

X dt

e avec x/C > 0.
C f@®—t

On en déduit enfin y sans nouvelle intégration, grice a la relation de départ
y=tx. On obtient ainsi une représentation paramétrique des courbes intégrales
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(voir tome 5); dans certains cas, on peut éliminer ¢ et trouver explicitement y-en
fonction de x.

EXEMPLES.
1. Soit de nouveau I’équation

xdy—ydx = /x*+y* dx.
Posons y = tx, d’ou dy = x dt+¢ dx. L’équation devient

x(x dt+1 dx) — tx dx = /x*(1+1?) dx,

ou, en divisant par x et en supposant x strictement positif, pour fixer les idées,

xdt+tdx—tdx = J/1+1%dx,

soit encore

dx _ dt
X J144

Nous vérifions que y ne figure plus dans cette équation. Nous reconnaissons
au premier membre la différentielle logarithmique de x, et au second membre

celle de t+./1+1% (On reverra avec profit le tableau ‘des primitives.) Donc

x = C(t+./1+1%).
V1482 = %—t;

D’ol

¢levons les deux membres au carré, pour exprimer ¢ en fonction de x :

2 .
142 =%——2ti€~+t2.

Les termes en #* se simplifient, et il reste

x*—C?
f =

2Cx

Puisque y = tx, nous trouvons finalement :

x2—C?
- 2c

(C’est I’équation d’une famille de paraboles.)
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2. Soit I’équation
(x®+y) dx—~xydy =0.

Il s’agit bien d’une équation différentielle homogéne, car elle ne change pas
lorsqu’on remplace x par kx et y par ky.
Posons y = tx, d’olt dy = x dt+¢ dx. Portons dans 1’équation :

1+ dx—tx®(x dt+1dx) = 0.
Simplifions; il reste

dx—txdt =0,
soit encore, en séparant les variables,

.
e
p

Intégrons, en introduisant la constante d’intégration sous le logarithme :

2

2
1n%=£2—=—y—— avec x/C>0.

2x*
D’ou
y=tx./2x/C.

4.5 Troisiéme type : Equations linéaires. Ces équations sont de loin les plus
importantes, car on les rencontre constamment en physique. Nous allons une fois
encore voir 'intérét de la linéarité, et appliquer les méthodes de I’algébre linéaire
(voir tome 1). .

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation de la
forme

Y +ax)y = b(x), (2)

ol a et b sont deux fonctions continues de la variable x.

Lorsque le second membre b(x) est nul, on dit que I’équation différentielle
linéaire (2) est sans second membre.

Nous allons d’abord étudier le cas des équations sans second membre; le cas
général s’y raméne.

4.6 Premier cas : Equation linéaire sans second membre. Considérons 1’équation
y+alx)y=0. 3

La résolution est trés simple, car on se raméne au premier type d’équation du
premier ordre : on peut en effet séparer les variables, et I’intégration est immédiate.
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soit
dC = xdx.
Intégrons :
C=x*2+k. (D

Portons maintenant dans y :
y=Cx=(x*2+k)x
y=x[2+kx.
Le lecteur peut vérifier, en dérivant et en calculant la différence y'—y/x, que

celle-ci donne bien x2.
On voit que I’on perdrait des solutions si I’on oubliait la constante d’intégration

\ k dans la relation (1).

2. Soit I'équation
y' cosx+ysinx =1.

C’est bien une équation linéaire du premier ordre avec second membre.
Résolvons d’abord 1’équation sans second membre :

dy  sinxdx
y B cosx
Intégrons :
y=Ccosx.
Considérons maintenant C comme une fonction inconnue de x, et dérivons :
y' = C'cosx—Csinx.
Portons dans 1’équation compléte, en remplagant y par sa valeur :

(C'cosx—Csinx)cosx+Ccosxsinx =1, °

soit
Ccos?x=1,
ou encore
dx
dc = =
cos®x

D’oti en intégrant :
C=1tgx+k.
Portons dans y :

y=Ccosx = (tgx-+k)cosx = sin x+k cos x .
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Remarque. Dans toutes les applications pratiques, la constante d’intégration se
détermine dans chaque cas particulier par les conditions initiales ou finales, ainsi
que nous le verrons ci-dessous dans les exemples d’applications.

4.8 Cas particulier important : Equation linéaire a coefficients constants et avec
second membre constant
y4ay =5,

ol @ et b sont deux nombres réels (et non plus des fonctions quelconques).
On peut dans ce cas séparer les variables, en conservant le second membre :

dy = dx
b—ay
Intégrons :
1 In b—ay _
a C

On en tire facilement y.
(Cela revient a se ramener & une équation sans second membre, grice au
changement de fonction z =y—b/a, d’ot z’' =y'.)

EXEMPLE. Soit I’équation

y' —4y =2.
On peut écrire successivement
dy/dx = 4y+2
by dx, In 244y _ 4x,
4y+2 C
d’olt
2+4y = Ce*
et enfin

e**~1 ou y=ke*—1/2.



Equations incomplétes

41 ' =1+tg?x

y
42 y =2x%—1
43 y =e"cosx
4.4 y =yp-1
45 y' =2y—7
46 y=Iny’

47 Inx =Iny +2y’
48 Y1) = (y'-2)?
49 (y+y) = (-

Equations a variables séparables

410 (I+xY) y'+3xy =0
411 y'sinx =y

412 y' = xy

413 xy' = y+xy

414 x*yy’ = \/l—ry—f
4.15 x2—4y =y

416 ¥ \J1+x2 = [1+y2

4.17 y'(x2yr-9yY) = x?y?—4x?

4.18 (1+xHy =1+~

Equations homogénes

419 2x*y'—y* = 4xy
420 2xyy’ +4x? = y?
421 2xyy’ = x?—y?

4.22 xyy = y*—Jx2+y?

423 x*—y? = (xp'—y)*
424 y—xy'+x cosi—cl =0

425 (xZ+yHy = 2xy
426 3y +3xy?242x3 =0

EXERCICES

427 xyy'—y* = (x+)? exp(—y/x)
428 (-1 x2y*+y’'(x*—yH =0
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y2—x?
4.29 e e .
Xy ax?+2bxy+cy? @b, ceR
Equations linéaires
430 (1—-x*)y +xy=ax aeC
431 y'+y=x*
432 xy' -2y = 227
433 y'+2xy = x°
434y~ =xArctgx
435 y'cosx—ysinx = sin2x
436 y'sinx+y =sinx+cos2x
437 (A—x»)y'+2y = x+2
438 (1—xH)y +xy=1-x>
439 2+ y' —xy = x?
440 x(x+)y +(x+Dy =1
441 2x(1+x)y = @x+4)y+2xJ1+x =20
4492 2x(1-x)y'+(0-x)y =1
443 xy'—y=Inx
444 y'—y=chx
445 y' —ay = x* aeR*
2y 1+x
446. y — =
Y= (1—x)3
447 y' J1-xt—ay = x.[1—-x2 aeR*
448 y'f1+x2—y = J1+x?
4.49 xyy'—y* = x* xeR
’ y s a X
450 y —a S=x'e aeR
1
451 2xy'+ty = -——
: 1-x
2 ’ 1
452 (A—-x5y +xy=;+xlnx—x
453 x|y +y=x?
454 y'(y+y)—xy~x*>=0.



CHAPITRE 5

APPLICATIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU PREMIER ORDRE

Nous allons étudier dans ce chapitre des applications élémentaires des équations
différentielles du premier ordre & de nombreuses questions concrétes (croissance
d’une population, problémes de mécanique, d’optique, de thermodynamique,
d’électricité).

Le chapitre suivant sera consacré & des applications plus particuliéres (étude des
circuits électriques en régime quelconque).

CROISSANCE D’UNE POPULATION

5.1 Loi de Pintérét composé. Considérons une quantité y qui croit avec le
temps de la fagon suivante : son augmentation d chaque instant est proportionnelle a
sa valeur a cet instant. C’est ainsi que croissent les colonies bactériennes (en
supposant que les microbes restent tous vivants), et il en est de méme de la popula-
tion d’un pays, en premiére approximation (loi de Malthus)." v

Pendant un temps At, y varie de Ay; sa variation instantanée est Ay/Ar. On
peut donc écrire, d’aprés 1’énoncé :

dy/dt = ky .
Séparons les variables :

dyly = kdr.

Intégrons, en mettant comme d’habitude la constante d’intégration sous le
logarithme :

Iny/C =kt avec  p/C>0.
Enfin,

y=Ce,

C’est donc une croissance exponentielle; c’est ce qui arrive pour une somme
d’argent placée 2 intéréts composés.

Soit a le capital que I’on posséde au bout d’un temps ¢, et soit r I’intérét annuel
(exprimé en pourcentage, par exemple 3 %, 8 %, etc.). Supposons (ce qui d’ailleurs
n’est pas tout 4 fait le cas) que cet intérét soit payé de maniére continue 4 chaque
instant, et placé aussitdt avec le capital, avec le méme taux d’intérét. Au bout du
temps ¢+ At, on posséde a-+Aa francs; ainsi, Aa est I’intérét de g francs pendant
At années a r %. On peut donc écrire

da = a—Ldt.
100



Applications des équations différentielles du premier ordre 65
D’olt
dala = k dit
et, comme plus haut,
a= Ce",
Calculons C. Pour t =0, a est le capital initial a,, d’ot C =g, et
a=a,e" avec k=r/100.
Applications numériques :

1. Au bout de combien de temps un capital placé & 2,5 % est-il doublé, en supposant
que lintérét composé soit payé a chaque instant (et non pas a la fin de I’année) ?

Ici
a=2a,,
d’ol
e =2,
et
kt =In2=23log, 2~ 2,3%x0,3 =0,69.
Enfin,

t = 0,69 x100/2,5 = 69/2,5 = 27,6.
Le temps de doublement est donc 27 ans 7 mois.

2. Sila population d’un pays est doublée en 50 ans, dans combien de temps sera-t-
elle triplée, sachant que la vitesse d’accroissement est proportionnelle au nombre
d’habitants ?

Assimilons Deffectif » de la population & une fonction dérivable du temps 7. La
croissance de n en fonction de ¢ est encore exponentielle, de la forme

n=nye",

ol n, est la valeur au temps ¢ = 0.
Pour t =50, on a n=2n,, ce qui donne

ok 50k _ 9

2ny = Ny €° ou e
D’autre part, au bout d’un temps ¢, on doit avoir n=3n, ; donc
et =3,
Ainsi,
350 — 30kt — (g50k)t = 9t
b
d’otr
50log,o 3 = tlogy 2,
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soit

log,o3 — 50 0,476 _
log,2 0,3

t =50 79.

Le temps cherché est égal 4 79 ans.

3. Dans une culture de microbes qui proliférent, la vitesse d’accroissement est
proportionnelle & la quantité actuelle de microbes.

On constate que le nombre de microbes a doublé en 5 heures ; combien y en aura-t-
il @ la fin de la dixiéme heure ?

S’il y en a 10* au bout de 3 heures et 4x 10* au bout de 5 heures, combien y en
avait-il au début ?

La loi est encore

n=nye".

Pour t=35, on a n=2n,, donc :

It

10,
= (e

soit 4 fois la valeur intiale.
Calculons maintenant n,. Pour ¢ =3, n = 10%, ce qui donne

ny e3¢ = 10,

2 = 2%ny = 4ny,

De méme, pour ¢ =5, n =4 x 10%, soit
ny 5% = 4x 104 .
Eliminons n, entre ces deux relations :

ny = 10%/e®* = 4x 10*/e%*;

d’ol

e = 4
et

=2
Enfin,

ny = 10%/e3* = 10%/(e")® = 10%/2® = 10%/8 = 1250.

Il y a donc 1250 microbes a I’instant initial.

5.2 Croissance d’une population. L’expérience montre que dans I’équation
différentielle
dn

— = kn,
dt
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il vaut mieux supposer que k est une fonction affine de n, de la forme
k=ab-n),

oll g et b sont deux nombres réels strictement positifs. (L’accroissement de la
population dépend de la quantité de nourriture disponible pour chaque individu.
La quantité totale de nourriture étant sensiblement constante, k dépend de n.
Le modeéle le plus simple est une fonction affine, que ’expérience conduit &
choisir décroissante. C’est la loi de Verhulst.)

L’effectif n est donc solution de I’équation différentielle

n' = an(b—n).

En écartant les solutions constantes n=0 et n=>,, nous pouvons écrire cette
équation sous la forme

Nous en déduisons que

In = ab(t—1g).

n—b
Supposons n < b; il vient

n -
= _ gablt—t0)

n—b

soit
b

n= {1e ot

Les théorémes généraux sur les fonctions monotones montrent que »n est une
fonction croissante du temps. En utilisant les propriétés de la fonction exponen-
ticlle, nous trouvons que # tend vers 0 lorsque ¢ tend vers —co et vers b lorsque ¢
tend vers +oco. D’olt le tableau de variation :

t|-oo + o0

n l o b
On vérifie que le graphe admet le point (¢, /2) pour centre de symétrie (Fig. 5.1).
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nj

Nl

__

Fig. 5.1

Laloi de Verhulst est satisfaite par les colonies bactériennes. Pour la population
d’un pays, elle ne donne que des indications valables 4 court terme. Sans parler de
causes artificielles (immigration) et des épidémies ou des guerres, il faut noter que
les coefficients a et b sont trés mal déterminés par I’expérience.

APPLICATIONS A LA MECANIQUE

5.3 Profil d’un solide d’égale résistance. On appelle solide d’égale résistance
(2 la traction, ou 4 la compression) un solide ol chaque unité d’aire est soumise au
méme effort, quelle que soit la section considérée.

Soit par exemple un cble de mine ou d’ascenseur : lorsqu’il est déroulé, le
métal, en haut du cble, subit un effort beaucoup plus grand qu’au milieu du cible
et surtout qu’a P'extrémité inférieure ol est amarrée la cage de ’ascenseur, et
ceci a4 cause du poids du céble. On congoit donc que, le métal travaillant a la
traction, la section du céble, ou du solide qui supporte un poids, doive augmenter
depuis le bas jusqu’en haut.

Calculons donc I’équation de la courbe donnant le profil de ce solide pour que
chaque unité d’aire d’une section de ce solide soit soumise au méme effort, quelle
que soit la section et quel que soit I’endroit choisi dans cette-section. Supposons le
solide de révolution. Soient P le poids 4 supporter et a le poids de I"unité de volume
du métal. ,

Considérons une section 4B d’aire S 4 la distance x de la base 4, B, (Fig. 5.2) et
d’épaisseur Ax. Le poids de cette tranche, assimilée 4 un cylindre de révolution, est

Ap = a AV = a SAx .
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A, B,

Y P
Fig. 5.2

La pression dans la section AB est (P+aV)/S. Soit R le taux de travail du métal,
c’est-a-dire la pression 2 laquelle il doit étre soumis; on doit réaliser 1’égalité

P+aVv - R
S

Différentions :

adV = RdS,
soit

aSdx = RdS
ou encore

5 _ 2 dx.

S R
Intégrons :

S = ke™/R,
Or, lorsque x =0, S=.S,. Ainsi, k=S, et

S = S, e™/R

Le profil est donc exponentiel. La section .S, est déterminée par la valeur 4 laquelle
doit travailler le métal :

SO=P/R.
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On aurait évidemment le méme profil pour un solide d’égale résistance a la
compression. En particulier, on voit ainsi pourquoi le profil de la tour Eiffel est
exponentiel. :

5.4 Surface d’équilibre d’un liquide en rotation. Soit un tube vertical contenant
un liquide (eau, huile, mercure, etc.) et tournant rapidement autour de son axe avec
une vitesse angulaire constante «. Trouver I’équation de I'intersection de la surface
liquide avec un plan contenant I’axe (Fig. 5.3).
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On sait que le liquide se creuse au milieu et tend & s’élever le long des parois,
sous I’action de I’inertie. Considérons une petite masse m de liquide, 4 la distance x
de I’'axe; elle est soumise a deux forces :

a) son poids P =my, vertical;
b) la force centrifuge mw?x, horizontale.

Or, puisque la vitesse de rotation est constante, la surface du liquide est stable, et la
force F résultante des deux précédentes doit étre perpendiculaire au plan tangent &
la surface au point considéré. Dans un plan contenant ’axe, on obtient une
courbe d’équilibre.

(En effet, pour une-vitesse donnée, la résultante F des forces agissantes ne peut
pas &tre oblique par rapport a la tangente & la courbe car, s’il en était ainsi, on
pourrait la décomposer en deux : une composante tangentielle et une composanté
normale. La composante tangentielle aurait pour effet de déplacer la masse m
suivant la tangente, ce qui est contraire & I’hypothése... et 4 la réalité.)

Menons la tangente 4 la courbe. Il résulte des considérations précédentes que les
angles « et 0 sont égaux :

tga =1tg 0,
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soit

Séparons les variables :

wzx

dy = —— dx = kx dx.
g
Intégrons :
kex?
=} C
Y 2

C’est I’équation d’une parabole d’axe vertical. On détermine la constante C en
écrivant que le volume du liquide est resté inchangé.

5.5 Détermination d’une trajectoire. Un point se déplace le long d’une courbe
avec une vitesse de norme constante, de telle sorte que la projection de cette vitesse
sur une droite donnée soit proportionnelle au temps. Déterminer une représentation
paramétrigue de cette courbe.

Prenons pour axe des abscisses la droite en question, et pour axe des ordonnées la
perpendiculaire & Ox issue de la position initiale du mobile.

Par hypothése,
dx/dt = kt,
d’ol
x = kt}2+C.

Le choix de Oy montre que C =0. Donc x = kt?/2.
D’autre part, la vitesse v vérifie la relation

v? = (dx/dt)? + (dy/dt)* = a*.

D’ot
(dy/dt)? = a*—K*¢2.

Nous pouvons séparer les variables, ou encore poser kt = ¢ cos @. Alors
a .
dt = ——sine do;
k
d’ou

2
dy? = (a®*—a* cos® ¢) (— % sin @ dqo)

a4-
= P— sin* @ do?.
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Supposons par exemple dy/dg = 0; alors

dy = 12- sin¢ do = -‘—1—2— (1—cos2¢) de
k 2k '

Intégrons :

2
a
= — (2p—sin2¢) + C'.
y 4k(fp ®)

Or, pour t =0, ¢ = /2 et y =0; donc C' = —na?/4k et, finalement,

I8

7'[(12

2¢—sin2 @) — —.
e ®) ik

Q

I

y:

B
==

Remplagons ¢ en fonction de ¢ dans ’expression de x :

ka* a* a’
X = — — COS = — COS = — (14-c0s2¢).
2 k? ¢ 2k ¢ 4k( ?)

(Ce sont les équations d’une cycloide droite.)

Chapitre 5§

5.6 Chute d’un corps dans ’air. Cherchons la variation de la vitesse v dans le
mouvement rectiligne descendant d’un point matériel soumis & 1’accélération g
de la pesanteur et 2 la résistance de ’air. Nous distinguerons deux cas (le premier

correspondant aux faibles vitesses).

Premier cas. La résistance de ’air est proportionnelle a la vitesse. Soient v la

vitesse et R la force retardatrice. Alors
R = kv,

ol k est un coefficient ne dépendant que de la forme du corps.
L’équation fondamentale de la dynamique s’écrit

mg—kv = m do/dt .
Posons k' = k/m; alors

de/dt+k'v =g,

équation différentielle linéaire & coefficients constants et A second membre con-

stant. Séparons les variables :

dv

7

g—k'v

= dt.

Intégrons :

_ 19k
k' C

=1.
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Si nous supposons que le mobile est laché sans vitesse 4 I’instant ¢ = 0, nous voyons
que C=g; donc

!
1] —=p=e™"

g
soit

v =2 (1—e¥Y.
k'

Lorsque ¢ tend vers + o0, I'exponentielle tend vers 0, et v tend vers sa valeur
limite g/k’. ’
Exprimons maintenant 1’espace parcouru x en fonctionr du temps :

dx = vdt,
d’ol1

x =Judt+C =J797(1—e'k") dt+C,
: e

soit encore

__‘l _1_._ —k't
x—k,<t+k,e >+C.

Si nous supposons que ’origine des abscisses est la position initiale, nous voyons
que

C = —glk'*.

Finalement,

g g —k't
x=2 12 (1—e¥Y,
k' lc'z( )

Lorsque ¢ est au voisinage de +o00, x ~ (g/k’) t; le mouvement tend & devenir
uniforme, de vitesse g/k’.

Second cas. La résistance de I’air est proportionnelle au carré de la vitesse :
nous écrivons

R = kgv*,
de fagon & pouvoir simplifier I’écriture des calculs qui suivent.
L’équation du mouvement est cette fois
mg—kgv* = m do/dt .
Posons o = k/m. Alors

do/dt = g(1—a?v?).



74 } Chapitre 5

Séparons les variables :

dv
~—————1_a202 =g dt.

D’aprés le tableau des primitives,

—l-ln

20

1+ov

1—ov

= gt+C.

La constante d’intégration C est nulle. D’ou

On en déduit x par une nouvelle intégration :

dx = ! thagt dt
o

et

x = ZL In(chagt) + C.
g

Le choix de ’origine des coordonnées montre que C =0. Donc

X = —-1— In(chagt) = M iy <ch g/g t),
a’g kg m

ce qui est la formule cherchée.

5.7 Portée d’un projectile dans Pair. Cherchons la loi de déplacement d'un
projectile dans I’air, en admettant que la résistance de 'air soit proportionnelle a
la vitesse.

Dans le plan Oxy ol évolue le projectile, Ox et Oy représentent ’horizontale et
la verticale ascendante du point O. Désignons par x et y les coordonnées du point
M, image du projectile. Les forces qui s’exercent sur M sont la pesanteur P et la
résistance de I’air R. Le principe fondamental de la dynamique se traduit par
I’égalité vectorielle :

ml = P+R,

dans laquelle I est I’accélération de M. Projetons cette relation sur Ox et désignons
par v la composante horizontale de la vitesse et y I'accélération horizontale :

my = R, avec y = do/ds et v = dx/dr.

Supposons que R soit proportionnelle & v et a la section du projectile (c’est-a-

LA
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dire au carré du diamétre D); on peut écrire :

R = KiD?

Comme m = P[g et que R est une force retardatrice, on obtient : .

Plg dv/dt = — KvD? .

Séparons les variables :

2
o _KDG g 4
v P
Intégrons :
Inv/C = —At.

Pour t =0, v =1y, d'olt C=1ry et

dx/dt = v = vy e™ ",
Donc

x=[vpe Md+C = —”f—‘;e""+c2

Pour t =0, x=0. d’olt C' =1y/4 et

@_qu—m — @(‘1—~e_’"),
A A

X ==

relation donnant la portée du tir.

APPLICATION A L’OPTIQUE

5.8 Miroir parabolique. Déterminer la méridienne C d’un réflecteur de révolu-
tion tel que les rayons lumineux issus d’une source ponctuelle donnée O soient réfléchis
sous la forme d’un faisceau paralléle de direction donnée (Fig. 5.4).

Y
1% c\a
Q—)\// r P
0 iy
/\a/ \\
0 %

FiG. 5.4
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Prenons O pour origine des coordonnées, et la direction des rayons réfléchis pour
la direction de ’axe Ox. Soit M un point de la courbe C, de coordonnées x et y.
Menons la tangente en M 4 C. Considérons un rayon lumineux OM issu de O et
réfléchi suivant MP. L’égalité de ’angle d’incidence i et de I’angle de réflexion r se
traduit par ¢ = o. Il en découle que

D’autre part,

tg xOM = y[x et tga =y .

Nous obtenons ainsi ’équation différentielle

’

y_ 2y

x  1—=y?

C’est une équation différentielle homogéne, qui n’est pas facile 4 intégrer en tant
que telle. Nous y parviendrons grace a I’artifice suivant, d& & Lagrange : prenons
pour paramétre auxiliaire m = p’. Alors

2m
y=x 1
1 —m? W
et
2
dy = mdx = 2m 5 dx+2x —lj%—z dm
l—m (I—-m"%)
Nous pouvons séparer les variables x et m :
dx _ 5 dm '
x m(m*—1)
La décomposition en éléments simples de la fraction rationelle A7(X_2:1_) est
I SN
X X-1 X+1
Il en découle aussitdt que
2
ek n . 1 . )

m

La relation (1) montre alors que

y = —2klm. ' (3)
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Eliminons m entre les relations 2 et(3):
m = —2kly

et
x = k(1-y*/4K?),

soit encore
y? = 4k(k—X).

On reconnait ’équation d’une famille de paraboles d’axe Ox et de foyer commun
O (Fig. 5.5).

]
¥

FiG. 5.5

Le miroir argenté est donc la surface interne d’un paraboloide de révolution.

APPLICATIONS A LA THERMODYNAMIQUE

5.9 Détente isotherme d’un gaz parfait. Considérons un gaz parfait a tempé-
rature constante, suivant donc la loi de Mariotte

pv=K,
ol p est la pression et » le volume.

Soit un piston d’aire S se déplagant dans un cylindre. Le travail fourni par le gaz
dans un déplacement Ax est

AW = FAx = pSAx = pAv,

soit :
dWw = pdr.

Comme dp/p+dv/v =0, nous voyons que
dW = —vdp = —Kdp/p.

Le travail fourni dans la détente de p, & p, est donc:

P2
W = —KJ dp/p = — K Inp,/p, = Klnpy/p,.

p
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Application. Un réservoir a une capacité de 0,2 m® et contient de I'air & une
pression de 107 pascals. On détend cet air a température constante, jusqu’a la
pression de 10° pascals, dans une machine sans frottement. Calculer le travail
Jfourni par cette détente, et la durée de celle-ci sachant qu’elle sert a alimenter un
moteur consommant 1 500 watts.

Ici, py/p, = 100; comme K = p, v, = 10" x 0,2 = 2 x 10°, nous voyons que

W=2%10°In100 = 2x10°x2x2,3

s0it :
W=292x10°7J.
Le moteur consommant 1 500 watts, soit 1 500 J/s, la détente précédente pourra
I’alimenter pendant
9,2x 10°

~ 6130s,
1 500

soit environ 1 h 42 mn.

5.10 KEquation des courbes adiabatiques des gaz parfaits. On dit qu’une
transformation est adiabatique lorsque la quantité de chaleur échangée avec
I’extérieur est nulle; autrement dit, c’est une transformation oli dQ = 0.

Considérons une mole de gaz parfait, suivant la loi de Mariotte-Gay-Lussac

pv = RT, (1

oll p est la pression, v le volume, T la température absolue et R une constante.

Plagons-la dans un récipient parfaitement calorifugé. Réalisons une variation
Av de volume & pression constante. Si AT est la variation de température corres-
pondante et C la chaleur massique & pression constante, le gaz dégage (pour une
masse égale & I'unité) une quantité de chaleur

AQ, = CAT, .

Y

Effectuons ensuite une variation Ap de pression & volume constant; soit AT, la
variation de température correspondante. Appelons ¢ la chaleur massique a
volume constant; la quantité de chaleur dégagée est

AQZ == C ATZ B
D’ou
dQ = dQ1+dQ2 = CdTl+CdT2 = 0.
Or, la relation (1) devient, par différentiation,
pdv = RdT;,
puis
v dp = .R dT2 .
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Ainsi,
pdo vdp 1
dQ = C~—+ ¢~~~ = — (Cpdv+cvdp) = 0.
R R R( p p)
Divisons par cpv/R :

cd

~—~E+dp/p = 0.

c v

Supposons que le rapport y = C/c soit indépendant de la température, et séparons
les variables :

dp/p = —y dufv.

Donc
p = K[V,

ce qu’on écrit traditionnellement sous la forme
pv’ =K, 2
équation des courbes adiabatiques.

Applications numériques. Appelons p; et vy les valeurs correspondant a une
température 7 ; alors

Vo ¥
pv = p,vy.

D’autre part,
pv RT T

PV RT, Tl‘

On en déduit
T/Ty = (v,/v)' ™!
Pour l'air, y = 1,4; d’ol
11—y~ =2/5 et 1—-1/y ~ 2/7.

(P/Pl)l_llv .

]

Considérons un briquet 4 air dans lequel on comprime brusquement de lair,
pris par exemple & 0°C, en supposant le gaz réduit & 1/10 de son volume par
compression adiabatique. Alors, puisque T; = 273°K,

T/273 = (v, /v)¥° = 10%4,
soit
T = 273x10%*.
Calculons T par I'intermédiaire de son logarithme décimal :
log,o T = logo 273+0,4 = 2,836 16;
T =~ 686°K ,
ce qui correspond a 413°C, température suffisante pour enflammer un morceau
d’amadou attaché au piston.
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Calculons maintenant le refroidissement produit par une détente adiabatique.
Soit une masse d’air & 0°C sous une pression p; que nous détendons jusqu’au
1/100 de cette valeur. Alors

T|273 = (p/p)*" = (1/100)*7;
d’olt

log;o T = logyo 273 + 2 log,, 0,01 = 2,436 16 — 4/7 = 1,864 73.
Enfin,

T =~ 73°K,

soit —200°C. On voit ainsi pourquoi on peut produire de la neige carbonique en
détendant du bioxyde de carbone fortement comprimé.

(Les valeurs précédentes ne sont qu’approximatives, car les deux transforma-
tions précédentes ne sont pas rigoureusement adiabatiques.)

Travail dans une détente adiabatique. Calculons les différentielles logarithmi-
ques des deux membres de la formule (2) :

dp/p+ydofv =0.

La différentielle d W = p dv s’exprime en fonction de p seul par la relation :

dW = -—}vdp— Kl” df/’v
Y 7 p
D’
W= J S A A
1/7 y—1 ?
ou encore :

W = D1V —PaUy i
y—1
5.11 Variation de la pression atmosphérique avec ’altitade. Soit p la pression de
P’air & I’altitude /2 (comptée au dessus du niveau de la mer). L’équation fondamen-
tale de I'hydrostatique permet d’écrire
dp+pg dh =0

(p est la masse volumique de ’air 4 la pression p et a la température absolue T, et g
I’accélération de la pesanteur, supposée constante). Considérons I’air comme un
gaz parfait; alors

pv = nRT (1)

(ol n est le nombre de moles d’air occupant le volume v, et R une constante).
D’ou
p = mfv = Mp/RT,

ol M est la masse molaire de Iair.
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Premier cas. Supposons que la température soit constante. Nous pouvons
alors écrire

dp/dh = — Mpg/RT = —kp .

Séparons les variables :

dp/p = —kdh.
Intégrons :
In p/C = —kh.

La constante d’intégration C s’interpréte évidemment comme la pression p, au

niveau de la mer. Donc
p — PQ e‘—kh .

Deuxiéme cas. Supposons que [’air suive la loi pv’ = K (équation des courbes
adiabatiques). La température n’est plus constante.
D’aprés la relation (1)

RT = pufn,

ou encore, d’aprés ’équation des courbes adiabatiques,

1y
RT=P—<5> .
n\p

dp/dh = —pg/RT = k'p'!".

D’olt

Séparons les variables :
p~rdp = k' dh.

Intégrons :

—1/y+1 ~1fy+1
—Po

P = —k'h,

—1fy+1

oll p, désigne encore la pression au niveau de la mer.
On peut encore exprimer /i en fonction du rapport p/p, :

1=17y
kb= Lo (py = pt iy = L pé"”"[l~<ﬁ> ]
y—1 y—1 Po

Enfin, on obtient une expression plus simple en fonction des températures : en
effet,
T|To = pulpove = (plpo) 717

kK'h o= —1 paTth (I -—T—>
y—1 To

donc
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APPLICATIONS A L’ELECTRICITE

5.12 Décharge d’un condensateur dans une résistance. Nous allons étudier en
détail la décharge d’un condensateur dans une résistance, et nous donnerons quel-
ques compléments au point de vue électrique, étant donnée I'importance d’un tel
circuit d’un usage courant en radio, en télévision, dans les radars, etc. Enfin,
c’est un magnifique exemple de mise en équation d’un probléme électrique et de sa
résolution par une équation différentielle.

Etudions la décharge d’un condensateur de capacité C dans une résistance R;
autrement dit, cherchons la variation du courant i et de la d.d.p. v en fonction du
temps ¢ (Fig. 5.6). Suivant I'usage, nous utilisons les minuscules pour désigner les
quantités variables, réservant les majuscules pour les constantes.

c
-1+
N
l i
R
FiG. 5.6

Soient V la d.d.p. aux bornes & Iinstant initial et Q la charge contenue dans le
condensateur. Nous savons que

0=CV.

Plagons-nous au bout du temps ¢ aprés la fermeture de interrupteur. A ce
moment, la charge qui reste dans le condensateur est g (le condensateur a déja
perdu une partie de sa charge), et la d.d.p. aux bornes (qui varie de ¥ a 0) est
devenue v, et

qg=Cv.
Plagons-nous maintenant au temps ¢+ At. Pendant le temps At, le condensateur
libére une charge Agq, et
Ag =~ —iAt,
avec le signe —, car la charge diminue.

D’autre part, aux bornes de R, il y a une différence de potentiel v, et la loi d’Ohm
nous donne

i=uv/R
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ou
—dg/dt = g/CR.

Pour calculer ¢ en fonction de ¢, il faudra intégrer, mais auparavant séparons
les variables :

dg/q = —dt/CR.
Nous en déduisons comme d’habitude
~1/CR

qg=ke

Pour déterminer la constante k, remarquons que si ¢t =0, alors ¢= Q. Donc
k=Qet

q — Q e—l/CR.

Enfin,

. dq —1/CR<‘ 1>
= ——= —(0e —_—.
dt ¢ CR

Or, Q= CV; donc Q/CR = V/R, et la valeur commune des deux membres n’est
autre que le courant initial /. Donc

Fig. 5.7

Le produit CR s’appelle constante de temps du circuit et se note 0. Ce nombre
caractérise la vitesse de la décharge.
Le temps 0 est celui au bout duquel I'intensité initiale J, est divisée par e; en

effet, lorsque ¢ =0,

i=l,e MR = e7! = Iyle.
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La dérivée est

- ]0 e—t/CR <_ __1_> — __{_(_)_e-l/CR.
CR 0

Lorsque t =0, i = — /0. Soit o ’angle de la tangente au point (0, I,) avec Ox;
par définition, tg « = —I,/0, et 'on voit que

si 0 est grand, ’angle o est petit, i diminue lentement,
si 0 est petit, I’angle « est grand, i diminue rapidement.

La d.d.p. v est donné par
v=q/C=Ve R,

son graphe a la méme forme que celui de 7 en fonction du temps ¢.

Nous allons chercher le temps au bout duquel le courant / et la d.d.p. v sont
égaux au centiéme de leurs valeurs initiales (temps au bout duquel on considére
que la décharge est pratiquement terminée). Ce temps ¢ est défini par ’équation

i= 1,100 = Ioe™ ",
soit
e’ = 100,
ou encore
t/0 = In 100 = 2,3 log 100 ~ 4,6.
Le temps cherché est environ 50. (C’est le méme temps pour la d.d.p. v.)
Appi. ‘on numérique. Supposons que
C = 10uF, V=10000V, R =1MQ.

Alors
I, = VIR = 10*/10° = 0,01 A ou 10 mA ,
0 =CR=(10x10"%10° = 10s.
Au bout de 10 secondes, le courar sera encore égal & 10/. ~= 3,7 milliampéres

et la d.d.p. sera 10 000/2,7 = 3 700

Enfin, au bout de 5 0 soit 50 seco: des (prés d’une minute ), le courant sera
10 mA/100 = 0,1 mA et la d.d.p. 10 000/100 = 100 volts.

On voit ainsi combien ce condensateur est long & se décharger.

Rappelons que nous avons calculé la quantité de chaleur dégagée durant la
décharge au tome 2 ( n° 7.20), en passant par I’intégrale

) 270
W=—~1J qdq=—~—l—[g—} =1CV2.
Clo ClL2e

Nous pouvons retrouver ce résultat en prenant le temps pour variable d’intégra-
tion; mais nous devons faire intervenir une intégrale généralisée, car le condensa-
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teur met théoriquement un temps infini pour se décharger complétement. Il
vient

w

il

+ o0 + o
J RIZe™ 2R df = RI;’;J e 2% qy
0

0

i

, 212
i B ey - SR

On obtient la formule annoncée en remplagant R/, par sa valeur V.
5.13 Charge d’un condensateur a travers une résistance. Etudions cette fois la

charge d’un condensateur 4 travers une résistance (Fig. 5.8). Soient Cla capacité du
condensateur, R la valeur de la résistance et £ la f.é.m. de la source continue.

0
e

FiG. 5.8

Le condensateur ne se charge pas immédiatement car, dés qu’il a regu une charge,
si petite soit-elle, il apparait & ses bornes une d.d.p. v = ¢/C qui agit comme une
f.c.é.m., et il se charge de moins en moins vite, puisque v augmente progressive-
ment, de 0 jusqu’a E.

Plagons-nous au bout d’un temps ¢ aprés la fermeture de D'interrupteur. A cet
instant, le courant est /, la charge du condensateur est Q et la d.d.p. aux bornes est
v. D’aprés la loi de Kirchhoff,

_ E—v
R I’

soit

E = Ri+v = Ri+¢q/C.
Or,

dg = idrt.
Il en découle que

R dg/dt+¢/C = E.



86 Chapitre 5

Nous reconnaissons une équation différentielle linéaire du premier ordre, a
coefficients constants et avec second membre constant.
Séparons les variables :

dg dt

E—g/C R’

La charge ¢ étant nulle lorsque ¢ = 0, nous obtenons par intégration :
In(1—¢/CE) = —t/CR,

soit encore
q = CE(1—e "Ry,

Si nous notons Q la charge finale CE,
g = Q(1—e™F),

On en déduit la d.d.p. aux bornes du condensateur :

v=q/C = E(l—e %),

et enfin l'intensité :

I = dgjdt = — CE g HCR (—1/CR) = ﬁ_ g HCR .

Notons [, la valeur de I'intensité 4 V'instant initial; alors
I=1I,e "CR:

c’est une exponentielle décroissante bien connue (Fig. 5.9).

3 v k

£ o e oo e e o e o o i e o

Fic 5.9 FiG. 5.10

Tragons maintenant la courbe de V¥ en fonction du temps. L’exponentielle
€tant strictement monotone, il en est de méme de V; donc ¥ n’a ni maximum
ni minimum. Lorsque ¢ = 0, ¥ =0 ; lorsque ¢ tend vers +co, ¥ tend vers E. Dol le
tableau de variation :

t [O + 00

v o , &
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Notons « I’angle de la tangente & I’origine avec I’axe Ox (Fig. 5.10) :
tg oo = E/CR.

Le produit CR = 0 s’appelle encore constante de temps du circuit; il régit cette fois
la rapidité avec laquelle la capacité se charge. Ainsi,

tga = Eff .
Au bout dutemps 1 =6,
V= E(l—1/e) = 2E.
Enfin, cherchons au bout de combien de temps la d.d.p. est le 99/100 de E

(moment ol la capacité est pratiquement chargée) :

ECR. E(1—e Ry,

100
d’ou

e/R = 100
et

t/CR = In 100 = 2,3 log;, 100 = 4,6 .
Ainsi,

 t=46CR=~50.

Remarque. En réalité, quand on calcule la constante de temps 6, on doit
englober dans R la résistance interne de la source et la résistance des connexions.
Application numérique. Soient E=10000V, R= 1/06 Q et C=10 uF. Alors

I, = E/R = 10%/10° = 1072,
soit I, = 10 mA. De plus,
0 =CR=10"°x10°= 10s.
Donc, au bout de 10 secondes, la d.d.p. sera 3 10* ~ 6 600 volts, et au bout de

50 secondes (presque une minute!), elle sera de %% 10%, soit 9 900 volts.

Calcul de Peffet Joule pendant la charge. Calculons la quantité de chaleur
(exprimée en Joules) qui apparait dans la résistance pendant toute la durée de la
charge :

+ o + 0
w =J RI* dt =J RIZ e 2R gy,
0 0
Soit
2752
W = [:“‘%‘CRZI% e-—Zt/CR](‘;'oo — CRZIO - ‘%CEZ

Ainsi, résultat curieux, cette quantité de chaleur est égale a I’énergie électrostatique
1 CE? qui sera emmagasinée dans C. L’énergie de la source se divise donc en deux
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parties égales, I"une emmagasinée, 1’autre dépensée en effet Joule. C’est pourquoi
’on dit que le rendement d’un condensateur est égal a 1/2.

5.14 Disparition du courant électrique dans une bobine d’inductance. Soit une
bobine en série avec un générateur d’électricité, par exemple un accumulateur.,
Fermons l'interrupteur placé aux bornes de la bobine (Fig. 5.11). Le courant I, dans
la bobine ne disparait pas aussitdt : en effet, le flux magnétique @ disparaissant, il y
a production, dans la bobine, d’une force électromotrice d’induction e dont la
valeur instantanée est donnée par la formule bien connue de 1’électricité

e = —L di/dt,

et & ce moment le générateur n’agit plus.

e

Fig. 5.11

Etudions donc la variation du courant i en fonction du temps . Soient R la
résistance de la bobine et L son inductance. Appliquons la loi d’Ohm :

i=e¢e/R= —LdiRd!
ou

dif/i = —R/L dt.
Intégrons:

i= ke RIL

Lorsque t=0,i=1,; donc k= 1I, et

i = Io 3~R’/L.

C’est donc une exponentielle décroissante. Le graphe est le méme que dans le cas
de la décharge d’un condensateur 2 travers une résistance (Fig. 5.9). Le quotient
L/R, jouant le méme role que le produit CR dans le cas des condensateurs, s’appelle
constante de temps de la bobine, et se note encore 0.

Application namérique. Supposons que
L =100H R =100Q I, = 100 mA .

La constante de temps est
0 = L/R =100/100 = 1s.
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5.15 Etablissement du courant dans une bobine d’inductance. Examinons main-
tenant la maniére dont s’établit le courant lorsqu’on branche une bobine sur
un générateur de courant continu. C’est encore un excellent exercice de mise en
équation d’un probléme électrique et de sa résolution par une équation différen-
tielle.

Soient donc une bobine de résistance R et d’inductance L, et une source de
f.é.m. E (Fig. 5.12).

|

A
A

_1+
I

Ly -

Fic. 5.12

Le courant i ne s’établit pas instantanément, et n’atteint sa valeur finale I, = E/R
que de maniére asymptotique. En effet, dés qu’il apparait un courant dans la
bobine, il se crée un flux, et apparition de ce flux I produit une f.c.é.m. égale a
— L di/dt. Donc

E—L di/dt = Ri.
Séparons les variables :
di cﬁ
E—Ri- L

Intégrons, en tenant compte du fait que I’intensité part de 0 :

1n<1—&>= _R t;
E L

d’ou
=B emr
E
et
i= —g—(l——e'm“) = I (1—e Ry,

La courbe représentative a donc la méme forme que la courbe de I'exemple 5.13,
définissant v en fonction du temps ¢ (Fig. 5.10).
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Le quotient 6 = L/R s’appelle toujours constante de temps de la bobine.
Calculons maintenant 1’énergie fournie par la source. La relation

E = Ri+ L di/dt
conduit & la suivante :
Edg = dW = Eidt = Ri* dt+Li di;

d’olt

+ Ig
EQ=J Rizdt—l-j Lidi.

0 0

Ainsi, I’énergie totale se divise en deux parties : d’une part, des calories dans la
résistance et, d’autre part, une énergie +LI2 qui sera emmagasinée sous forme
potentielle dans le flux magnétique.

Donc, pour créer un flux magnétique, il faut dépenser ’énergie $LI%; celle-ci
sera d’ailleurs restituée sous forme de chaleur lorsqu’on coupera le courant :
c’est le courant de rupture.

5.16 Transformation de 1'énergie. électrique en- chaleuwr. Quand de [’énergie
électrique se transforme en chaleur, une partie de celle-ci éléve la température
du corps chauffé, et I’autre se dissipe dans I’air ambiant. Cherchons comment varie
la température du corps chauffé, en fonction du temps.

Notons :
W la puissance électrique (en watts);
m la masse du corps (en grammes);
0 Télévation de température du corps par rapport & I’air ambiant;
t le temps (en secondes);
¢ la chaleur massique (égale a la quantité de chaleur nécessaire pour élever de
1°C un gramme du corps);
S la surface totale de refroidissement, en contact avec 1’air ambiant;
o le coefficient de rayonnement (égal & la quantité de chaleur rayonnée par
1 cm? en une seconde pour une élévation de température de 1°C).
Appliquons le principe de conservation de I’énergie en écrivant que, pendant un
temps Atf, I'énergie électrique a été utilisée en deux parties :

a) La premiére a servi & élever de A6 les m grammes du corps, soit mc Af;

b) La seconde a été rayonnée vers I’extérieur. Or, 1 cm? rayonne o calories par
degré et par seconde; pour une ¢lévation de §°C, la quantité de calories rayonnées
pendant le temps Af sera a.SO At.

D’ou
W dt/4,18 = mc d0 + «S6 dt,
ou encore
d oS, W

dt  mc =4,18mc.
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Posons B = a.S/mc et D = W[4, 18mc; nous obtenons I’équation différentielle
df/dt+BO = D,

de la méme forme que celles des deux exemples précédents. Séparons les variables :.

_ﬁ__ = dt'
D—B6
Intégrons :
In D—59 = — Bt,
C
soit

D—BO = Ce ¥,
ou encore
W - Bt

0 =D/B+ke ™ = + ke, ')
4,18aS

avec k = — C/B.
Nous allons déterminer la constante k par les conditions initiales ou finales, dans
trois cas particuliers. En effet, on peut avoir & résoudre les trois problémes suivants:

1. Déterminer la température atteinte en régime continu. 1l suffit de chercher la
limite de 8 lorsque ¢ tend vers +oc0 ; d’ou

W
4,184S

2. Déterminer I'augmentation de température au bout d’un temps t sachant que,
pour t =0, le corps posséde une température supérieure a la température ambiante 6, .
A Pinstant initial,

4,18aS

9, +k,

soit

W
4,18aS

= 0,

Portons dans la relation (1) :

W
4,18aS

0= 1—e"®)+ 0, e ™.

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 4 4
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3. Comment varie la température si on coupe le courant ?
11 suffit de remplacer W par 0; il vient alors

9 == 90 e_‘B‘.

C’est donc une exponentielle décroissante, et la température décroit de la méme
fagon que diminue le courant, ou la d.d.p., aux bornes d’un condensateur qui se
décharge dans une résistance.

5.17 Formule fondamentale du courant alternatif. On considére un circuit
qui est le siége d’une f.é.m. E due & une variation de flux, et comprenant en série
une résistance R et une bobine dont I’inductance propre est L. On cherche la relation
‘entre le courant, la f.é.m. et les constantes du circuit.

g

1
Vue en plan

Fic. 5.13

Mise en équation.

Soit donc un cadre, comportant r spires, d’aire S, tournant dans un champ
magnétique d’induction B et fermé sur un circuit extérieur (Fig. 5.13). Ce cadre
tourne réguliérement en déerivant des angles « proportionnels au temps ¢ :

o= t, .
oll w est la vitesse angulaire (c’est-a-dire 1’angle parcouru pendant une unité de
temps).
Nous savons que la f.é.m. induite dans le cadre est I’opposé de la dérivée par
rapport au temps du flux @ capté par ce cadre :

E = —d@/dt.
Le courant instantané est i = E/R.

Or, le flux capté se décompose en deux :
a) le flux provenant du pdle Nord

&, = nBs sin wt,
qui crée une f.ém. E, = — d®,/ds;
b) le flux engendré par le cadre qui est parcouru par le courant i, et qui est
égal &
&, = Li,
qui crée une f.é.m. E, = — d&,/dz.
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Ainsi,
& = @, 4P, = nBS sin wr+Li;
d’otl
dd/dt = nBS w cos wt-+ L difdr .
La f.é.m. induite est donc
E = —d®/dt = —nBS w cos wt— L di/dt,

ce qui donne un courant

soit encore
L di/dt+ Ri = —nBS w cos wt .
Or, Rireprésente des volts, ainsi que L di/d¢ ; donc nBS w représente également des

volts, c’est la f.é.m. maximale Ej; en reculant 'origine des temps de n/2w, on
obtient I’équation différentielle fondamentale

Ldijdt + Ri = E, sinwt

qui donnera aprés résolution # en fonction du temps.

Résolution

Nous reconnaissons une équation différentielle linéaire du premier ordre a
coefficients constants et & second membre variable.

Employons la méthode de variation des constantes, en résolvant d’abord
I’équation sans second membre :

L di/dt+Ri = 0.

Séparons les variables :

d_ _Ra
i L
Intégrons :
i R
In—= ——t¢,
C L

soit
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Considérons maintenant C comme une fonction de ¢, et dérivons ce produit :
di dC R R R
—=—cxkp|—=t}|+C|{——jexp| ——=1t].
dt dt L L L
Reportons cette expression dans I’équation avec second membre :

d R R .
L l:——g exp (— — t> — C — exp <—~ R t)] 4+ RC exp<— R t> = Eysinwt.
dt L L L "L
Les deuxiéme et troisiéme termes se détruisent, comme il se doit, et il reste :
L dc exp <—~ R t) = E, sinwt.
L
C’est une équation différentielle dont on peut séparer les variables :

dC = Eo exXp (—I5 t> sinot dt ;
L L

C = EQJ‘exp <§ t) sinet dt.
L L

Nous avons déja calculé cette primitive au tome 3; rappelons qu’il suffit de consi-
dérer sin wt comme la partie imaginaire de e/‘. Ainsi,

d’olt

E .
C = =0 Im(f e®/EHioN 45y
22 Im(] )

ce qui donne

L R/L+jw

Or,

e(R/L-*-jw)l R/Lt

= e (coswt+j sinwt).

En séparant partie réelle et partie imaginaire, on obtient enfin :

E, R .
C=——expl—t})(Rsinwt—Lw cosw?) + k.
R*+1?0* p<L >( . )

Reportons cette valeur dans ’expression de i :

. R Eo - 3 R
i=Cexp| ——1t]= =it (Rsinwt—Lw coswt) + kexp| —~t].
p< L) R2+cho2( ) p( L>
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Interprétation
Le terme k exp(— (R/L) t) est un terme transitoire qui est pratiquement négli-
geable au bout de quelques périodes, et il ne reste que

E, .
i = ———— (R sinwt— Lw coswt).
R*+I?w?

Ce courant est donc la somme de deux courants, a savoir

EoR

[y = ————sinwt en phase avec E;
RZ +L2 wz
, EyLw EyLo . s .
i = ————— coswl = —————sin | wt — ~ Jen quadrature arri¢re sur E,.
R°+Lw R*+Lw” 2

C’est ce qu’exprime la figure 5.14, ol les vecteurs représentent les valeurs maxi-
EyR EyLw
R*+w® R*+Lw®

males

-

Fi1c. 5.14

Le courant i; est dit watté; il produit la puissance et I’effet Joule. Le courant i,
est dit déwatté; il produit le flux magnétique et I'inductance.
Le courant résultant est la somme géométrique de ces deux courants :

EZ R2 LZ 2
i=./it+il= ._i___t__@_!,

(R2+L2 c02)2

___E__ _E
\/R2+chu2 z

ol Z est I'impédance du circuit; il est décalé en arriére sur E; d’un angle ¢ tel que

tgo = iy/i; = Lw[R"|.
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On remarque que les composantes i, et i, du courant ; sont des courants
sinusoidaux dont la pulsation est w, c’est-a-dire égale & la vitesse angulaire du
cadre. Donc

w=2n/T e T=2nfw=1Jf.

Tous ces résultats sont fort intéressants, étant donné le point de départ : un cadre
tournant réguliérement dans un champ magnétique, sans aucune autre hypothése
sur la nature du courant.

Cette étude est un bel exemple d’application des équations différentielles liné-
aires du premier ordre & coefficients constants et 4 second membre variable,



CHAPITRE 6

APPLICATIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES DU PREMIER ORDRE
AUX CIRCUITS ELECTRIQUES

Nous abordons maintenant 1’étude de problémes plus généraux dans I’étude des
circuits électriques en régime quelconque. ‘

6.1 Probléme 1. On considére le circuit linéaire de la figure 6.1, attaqué par une
_perturbation u fonction donnée du temps t.

R
—_—
L)
Fia. 6.1

a) Chercher les réponses en courant et en tension.

N

b) Expliciter les calculs lorsque u(t) = at, oil « est un nombre réel. Construire les
graphes de v et de vy = v—u. Calculer I'énergie dissipée dans la résistance.

¢) Déterminer la tension de sortie lorsque u(t) = U sin wt.
a) La loi des mailles donne

u = Ri+Li.
Posons 8 = L/R. L’équation différentielle devient

:!

I+

D |~
h_(:

. Nous reconnaissons une équation différentielle linéaire du premier ordre avec
second membre variable. '
La solution générale sans second membre est

i=Ce .

En faisant varier la constante, nous obtenons

) _ e-t/0 t /0
i) = 3 , u(x) e dx+kj.

Pour obtenir.la tension de sortie v, il suffit d’écrire que la tension aux bornes
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d’une inductance est L di/d¢. Ainsi,
v(®) = u(® -—% i(9) = u() — Ri(1)
1 1
= y(t) — P g8 <‘[ u(x) ° dx+k>.
0

Une intégration par parties montre que

. ‘
o(f) =e 0 (f u' (x) e dx+k’), ot k' =u(0)—k/6.
0

b) Lorsque u(t) =at, il est possible de calculer les intégrales précédentes. Il

vient
e=!8 /[t
ity = — <J ax e*° dx+k>.
L 0

focx e”? dx = af(x—0) e*°.

Or,

La constante d’intégration est déterminée par le fait que i(0)=0. On trouve
ainsi

@+ 1—0).

1 ==

oc
R
Par dérivation, on obtient

v=oaf(l—e "%,

Le graphe de la fonction v s’obtient sans difficulté 4 partir de celui d’une expo-
nentielle décroissante (Fig. 6.2). On comparera cette étude a celle de la charge d’un
condensateur 2 travers une résistance (n° 5.13).

La fonction vy est définie par

vg = at—af(1—e™"%),
La dérivée est

vy = a(l—e "%

elle est positive, et elle s’annule uniquement lorsque ¢ = 0. La fonction vy, est donc
croissante. Le graphe admet la droite d’équation v=a(t—#6) pour asymptote
(Fig. 6.2).

L’énergie dissipée est

8 oaz
W=f Rizdt=RJ — (0e 4 1-0)* dt.
. 0 o R?
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FiG. 6.2

Un calcul élémentaire, mais assez long, conduit a

243 ’ 23
A (5—-2---1~>z0,03°‘ iy
6 e 26 R

c¢) Lorsque u(i) = U sin wt,
t
v="Ue™"* (j e*’? cos wx 'dx+k>.
0

Le calcil a été effectué au tome 3; on trouve

v = Uwb e ["°(wh sin wt+coswt) — 1 +k/0].

En régime permanent, le terme d’amortissement peut étre négligé, et il reste
v = Uwf(wf sin ot+cos wt) .

Le signal de sortie est donc de la forme

v =V sin(wt+¢), o V= _ b et tg(p‘= .L
B /1+w292 600

Ainsi, la tension de sortie est atténuée (car la cellule est passive), et déphasée.
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Nous pouvons retrouver ce résultat trés rapidement en écrivant que
jL jeod
u— e = Y J —
R+jLw 14 jewl

6.2 Probléme II. On considére le circuit de la figure 6.3, attaqué par une per-
turbation u.

x

F1G. 6.3

a) Chercher les réponses en courant i et en tension vy et vg.
b) Expliciter le cas ot u(t) = at.
c) Comparer les résultats avec ceux du n° 6.1.

a) Les lois de I’électricité montrent que

1 t
u=—1} i(x)dx-+Ri

Cjo ) W)
. ! v
i =CUC=-§’-‘. ()

En dérivant la relation (1), nous obtenons ’équation différentielle
s i !
Ri'"4+—=u'".
C

On en déduit comme au n° 6.1

e—tle t
i = - (J u'(x)ex"’dx+k>.
.

La relation (2) donne alors

t
pg =e"° <J u' (x)e® dx+lc).
0
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Enfin,

t
Ve =u—vg =u—e <j u'(x) e*/* dx+k>
]

t
=ée"/°<J u(x) e** dx+k'>, ot k' = 0[u(0)—k].
0

b) Lorsque u = ot, la relation i(0) = 0 montre que k =60. On obtient alors

ol _
i =-—(1~—e"
R( )

vg = of (1—e~ "%,

Enfin,
ve = at—af(l—e %),

Nous retrouvons bien les mémes allures de courbes que dans le probléme
précédent (Fig. 6.4).

af 4 - — ——— e o e e — — i

0630

0360 -

Fic. 6.4

Ces courbes sont toutefois inversées, en ce sens que 'allure de vy du probléme
précédent est identique & celle de v. de notre probléme, tandis que v, prend la
forme de v.. Ceci est légitime, étant donnée la correspondance duale entre les
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réponses des éléments L et C. Cette propriété est souvent exprimée sous la forme :
une inductance répond en courant comme une capacité répond en tension.

c) La comparaison entre les résultats de ce probléme et ceux du probléme
précédent s’explique par les équivalences des circuits de la figure 6.5.

c
I |

R
| !
Ultj %/— v(t) ‘ ult) R vit)

L R

R

—&
Uie) R vit) = ult) —— vit)
FiG. 6.5
6.3 Probléme III. On considére le circuit de la figure 6.6.
(e i S
14 A
C
Couft) -1 vt}

FiG. 6.6

a) Déterminer la tension de sortie en fonction de la perturbation u.
b) Expliciter les calculs lorsque C, = C, = C et que u est un échelon de tension

u(t)=E si  t>0.

Tracer les graphes de v, v, iy, i, et i. Calculer les énergies emmagasinées dans C,
et dans C,, et I’énergie dissipée dans la résistance.
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a) Soient v et v, les tensions aux bornes de C, et de C,. Alors

U=10+0v.
Par suite,
i = v _ u—v ot i = C, do, c, d(u—~v)'
R R dt dt

Puisque i, +i, = i,
U—v
i=C,(u~v)+—.
1( R
Comme I = C, dv/dt, il vient

U

C,v' = C,(u'~v) + .
2 1 R

Séparons les fonctions connues et les fonctions inconnues :
U’(RCz‘i‘RCI) + V= .RC1 u,+u .

Posons 6; = RC, et 6, = RC, ; alors
O, +0)v +v=0,u"+u.

La solution générale sans second membre est de la forme
1
o = .
6,40,

v=21e ™, ol

En faisant varier la constante, nous obtenons
A= we* o(l), ol Q=0 u+u.

Finalement,

o(t) = ae ™ <J' o(x) e~ dx+k>.

0

103

b) Lorsque C, = C,, nous obtenons « = 1/26. Puisque u est constant, u’' =0

et

o120 /1
v=E >3 ([ exlzodx+k).
0

Or, a ’'instant initial, le circuit se comporte comme un diviseur capacitif; comme

C,=C,, v(0)= Ef2. Donc k = et

() = —2}5 (2—e "%,
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La dérivée de v,

’ E —1/28
v (f) = — e"Y?0
©) 70

est toujours positive. La fonction v est donc croissante.

La droite v = E est asymptote a la courbe. La tangente au point d’abscisse 0 a
pour équation

En outre,

v(0) = §(2~e"1/2) ~ 0,696 E.

Puisque v, = u—v, nous obtenons

E _
b, = = Y20,

2

Les graphes de v et de v, sont représentés figure 6.7.

A
£ Ultl=£€

vit)

£
3/o,ng
-

Z

-+ l\‘\vm

\
>t
0 6 20
Fic. 6.7
L’intensité i, est donnée par
i =Cv = §<___1_ e—-r/29> __E o120
2 26 4R
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et enfin

L . —1/20
o iy = e 750,
4R

D’ou les graphes de la figure 6.8.

A
E
AR
N )
/4R I \__
29\" o
(6]
I’j
- E
Tag?

Fic. 6.8

L’énergie dans C; au bout d’un temps infini est

+ o0 2 [f+w 2 + o 2
Wl = J‘ Ul iI dt = £—J‘ 3—1/0 dt = [-——E—-—e e“tle} = e .—C.-E— .
0 8RJo 8R 0 8

Le signe — montre qu’il y a disparition d’énergie dans C; .
De méme, 1’énergie dans C, est
- + + o
W, =J vi dt =J E (2—e""%% E g g
2 4R

[ 0

2
E [—40e "+ 9e "]f° = 3CE*.

&R

Enfin, I’énergie dissipée dans R est
+ w0 + o0 E2 E2 6 _ CEZ
W, = R i2dt =R Z et = ——[e l/B:]‘l‘q::__.
R J o J o 4R? 4R ° 4
6.4 Probleme IV. On considére le circuit passif linéaire de la figure 6.9, dans
lequel on admet qu’il n’existe pas de couplage magnétique entre les deux inductan-

ces.
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\—wwim:

u vy . ELz v

FiG. 6.9

x

x

a) Déterminer la tension de sortie en fonction de la perturbation u.
b) Expliciter les calculs dans les cas suivants :

1) échelon d’amplitude E,
2) u=—Ee™ si t20; »
3) u=Ucoswt avec L= L, (régime sinusoidal établi).

Dans les deux premiers cas, tracer le graphe de v.

a) Un raisonnement calqué sur celui du n® 6.3 montre que

<—]:- 3+ —I—) U+U’ mm i u+u,, ou 91 == LI/R et 92 = Lz/R.
91 92 01 .

Posons « = 1/6, +1/6, ; nous obtenons

o(t) = e"“‘U <“9(") +u (x)) e dx+k]
1

b) 1) Siu(t) = E, alors 4’ = 0. De plus, v(0) = E. Donc

v(t) = £ [1+e % (a8, —1)].
af,

Cette fonction est strictement décroissante, car «f; —1 > 0. Le graphe admet pour
asymptote horizontale la droite d’ordonnée Ejaf, (Fig. 6. 10) La targente au
point d’abscisse nulle a pour équation

y = —E(a—l)H-E.
6,

2) Siu=—Ee ™, alors u' =aE e”*. De plus, v(0) = —E. Donc

() =Ee™™ [< - 51:) t—~1j|.
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E\ ult)=E

I vit)

Fic. 6.10

La dérivée est donnée par

o' (D) = é—z— e [200, —1 + (1—ab,) at].

1

Cette dérivée s’annule lorsque
200, —1+(1—ab)at =0,
soit lorsque
1—-20a8,
" ol —afy)

2

. ™ .
La fonction passe alors par un maximum.
La dérivée seconde,

(1) = -5—“ e [2—3af, —at(1—af))],
1
s’annule pour
2—3af,
=ty = >l
a(l—af,)

abscisse d’un point d’inflexion.
Enfin, le maximum est

v(ty) = £ e " (wf,—1) > 0.
of, ‘

107
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Il existe donc une valeur ¢, de ¢ strictement inférieure 4 ¢, annulant v :

0,
o« —1

t; =

La tangente au point d’abscisse nulle a pour équation

y =0E—(2a91—1)t—E;

1

elle rencontre I’axe des abscisses au point d’abscisse

6,

Iy = —————
* T 2a9,—1

D’ou I'allure du graphe (Fig. 6.11).

Chapitre 6

- Fa. 6.11

Lorsque L, = L,, les valeurs se simplifient. En effet, si I’on pose 8 =0, =0,,

on obtient

=103 t;=0 t,=302 o) = ge‘3 t; = 280.
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3) On peut obtenir la valeur de v en cherchant I'impédance complexe du circuit :

—j RL
1+jL
Utilisons encore 1’équation différentielle; il vient

t t
v=g ¥ (%j e cos wx dx—coUJ e sin wx dx+k>.‘

0 0
Rappelons que les primitives intervenant dans ce calcul ont été déterminées une

fois pour toutes. Négligeons encore les constantes d’intégration, correspondant a
des régimes transitoires. Il reste

U o
—— (¢ cos wi+w sinwt) —

= = o sin wi—w coswt).
2
6 a*+w

v

a4 w?

6.5 Probléme V. On considére le quadripéle linéaire passif de la figure 6.12.

Fic. 6.12

a) Déterminer i,, i, et v en fonction de la perturbation d’entrée u.
b) Lorsque u est un échelon E, calculer la tension v et construire son graphe.

a) Les lois de I’électricité nous permettent d’écrire
Clul= 01 i1/+i1, Oil 61 = CI Rl
Czll,= 02 iz"‘*" iz, Ol‘.l 02 = C2R2.

On trouve aisément

6-1/01 t
i) = = <J u' () e™/% dx+k1>.

1 0

De méme,

e"‘l/gz t i
i) = <J‘ u' (x) /% dx+k2>.
R 0

2
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Enfin,
D == Vg, — Vg, = U—Ug, —Vg, = U~Ryi;~Ryi,.

b) Dans le cas d’un échelon,

, k, - , ky
() =—2e™ () ==2e 0,
1 2

Or, a Vinstant initial, le circuit est équivalent A celui de la figure 6.13. La tension
de sortie est alors v(0) = —E. Les courants ont pour valeurs i;(0) = E/R, et
2(0) = E/ R,.

lr’n
-+

FiG. 6.13

Donc ky =k, =E et

. E _ . E _
ll(t) = — 61 lz(t = — g 102 .
1 2

(Ces résultats étaient prévisibles, puisqu’il s’agit de la charge de deux capacités a
travers deux résistances, branchées aux bornes de la méme source E.)
La tension de sortie est alors

v(t) = E(1—e 01 —g7f%),

Cette fonction est évidemment croissante; le graphe admet pour asymptote la
droite d’ordonnée E (Fig. 6.14).
La tangente au point d’abscisse nulle a pour équation

6.6 Probléme VI. On considére le circuit linéaire de la figure 6.15.

a) Déterminer la réponse en tension & une perturbation u. :

b) Expliciter le cas ot u est un échelon E. Calculer I'énergie Wy, dans I’inductance
et construire les graphes de v et de W,

¢) Dans le cas particulier o r =p =R et ou le signal d’entrée est une rampe
d’équation u = at, calculer v, v, et v,
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Fic. 6.14

, .
uft) R v(t)
L

iy i2

X

F1c. 6.15




112 . Chapitre 6

a) Les lois de I’électricité fournissent les relations suivantes :

i=1+i, U= u,t+v.
D’ol
=20 i, = /R
et R
. . u—v v u (1 1>
Iy =1~ = —— = — = — — ] _+—T
p R p R

D’autre part, la considération de la branche contenant r et L conduit & la relation
v = ri;+ L di,/dt .

En éliminant /; entre les deux derniéres relations, nous obtenons

‘:u <1 1 ﬂ u' s (1 1 >:|
v=r|——o(=+ =) |[+L = v [+ 2],
p p R Lp p R

<L L> , < r r) L, r
—+ =)0 | l+—t=|v=—u"t—u.
p R p R p p

En posant
6= L(l/jp+1/R) et a=1+r/p+r/R,

soit

nous obtenons I’équation différentielle

Gu’+au=£u'+1u. )
P P

Posons aussi f = a/8. La solution sans second membre est
v=e P

Faisons varier la constante :

o(t) = e‘;' U; <% w (x) + —; u (x)> e dx+k].

b) Lorsque u=E, u’ = 0. De plus, v(0) = ER/(p+ R). Il en découle que
ER
k=60-——.
p+R

r E e‘/“( ER ;-E)
V= [ = — =),
ppo 6 p+R  pp

Ainsi,
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Nous obtenons aprés simplifications

v = rRE [1 + Rp e—m:I.
*R+rp+Rp r(p+R)

Le graphe s’obtient par translation & partir de celui d’une exponentielle décrois-
sante (Fig. 6.16).

v A
E u(e)
ER
P+R
_RE s —
rR+ rp+Rp N - T2
AN
| \
Y -
0 1{3

FiG. 6.16

1.’énergie Wy, est
Wy = $Li1(0) — $Li{(0).

Or, i, (0) = 0. Il reste donc 2 calculer #; en fonction du temps ¢. Remarquons & cet
effet que i; vérifie I’équation différentielle

Lij+ri; = v. (2
D’od
e"t/ﬂl t
i = 3 (j e"?p(x) dx+k'>, ou 0, = Ljr.
0

Puisque #; (0) =0, la constante d’intégration est nulle, Compte tenu de la valeur
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trouvée pour v, nous obtenons

. ~1/6,
i) = —RE ¢ <91e’/"*-

rR+rp+Rp L
E -
= RE_ (em.
FR+rp+Rp

Finalement,

W, =A(l—-e™?%,  ou A=lL<——————
£ ( ) : rR+rp+Rp

B8pR
r(p+R)

e"!/13>

RE

Pour étudier la variation de W, calculons la dérivée :

Wi, =2BAe P (1—e™ P,

quantité toujours positive. De plus, la dérivée seconde est

Wi =24e Qe -1);
elle s’annule lorsque
BB

D’ot I’allure du graphe (Fig. 6.17).

A

W
A
v W

=0,75A
=,0,38 A
=10254

0 2 >t

—é— In2 1/ ,B / ,B

Fic. 6.17
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c) Lorsque r=p = R, P’expression de v se simplifie :

o(t) = te™ ¥ [Jl (u’(x) + R u(x)) ef> dx+k1].
0 L

Si le signal d’entrée est une rampe d’équation u = at, le signal de sortie est
o —p
() = — (1+2ft—e™).
6p

On en déduit

O g
v, =u—v=—( "+48t-1).
o 6/3( B

Le calcul de v, nécessite la connaissance de i;. L’intégration de I’équation
différentielle (2) conduit &

&%
i, = — (Bt—1+e7").
1 3ﬂR(ﬁ )
D’oli

by = Lij = 2—"‘[} (1—e™?.

6.7 Probléme VII. On considére le quadripéle linéaire de la figure 6.18.

‘ N
A Iz\’ c,“ ia( \,4 J

ult)

1
S
—
L_J
>
=

Fic. 6.18

a) Calculer la réponse en tension v & une perturbation u.
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b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la tension soit

atténuée sans déformation.
¢) Reprendre les mémes calculs pour le quadripéle de la figure 6.19.

Ly Ry

— 0000 — "}

3
Ly

ult)

Ry

Fic. 6.19

Comparer les résultats trouvés.
d) Appliquer les propriétés de ces montages au cas d’un échelon E.

a) Les lois de I’électricité permettent d’écrire

i = i1+i2 = i3+i4,

soit
AL Ci(w—v)=Cv + —v—,
1 2
ou encore
(CLR{+C,R) YV +<1 +—§—;> v=u+C,Ryu .
Posons

01 = CI‘Rl’ 02 = Cz.I‘} et a = 1+R1/R2.
L’équation différentielle devient
O+ CoR) V' +av = u+6,u'.

Un calcul fait & maintes reprises conduit &

v(D) " U t [0,u'(x) + u(x)] e’* dx+k>,

h 91+C2R1 0
R, +R,

o p = —LT72

M

@
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b) Cherchons a réaliser
v(t) = Ku(t), ol Kelo, 1.

La relation (2) se traduit par
t
Kbu e* =J [0, u' (x)+u(x)] e” dx+k, oll b=0,+C,R,.
4]

En dérivant les deux membres, nous obtenons la condition nécessaire :
Kb(u' €'+ Bu /) = (0,u’ +u) e** .

Comme une exponentielle ne s’annule jamais, nous pouvons simplifier par e*;
il reste

Kb(u'+fu) = 6,4’ +u,
soit
' (Kb—-0,) = u(1—Kbp) .
En prenant pour u un échelon puis une rampe, nous obtenons lés conditions
nécessaires
Kbf =1 et Kb=20,.
D’ol, en éliminant K,
1 R{+R,

ﬁ = ’
6, R,6,+R,0,

soit encore
R 6;+R,0, = R, 6, +R,0,,
ou enfin
‘ 6, =0,,
c’est-a-dire
CiR; = CyR, .

Réciproquement, en remontant les calculs, on vérifie que cette condition néces-
saire est aussi suffisante.

c) On obtient de méme 1’équation différentielle
(Ll +L2) i, +(R1 +.R2) l == U,

e-—t,le t
i) = <J‘ u(x) e™® dx+k>,
L 0

01‘1L=L1+L2, R=R1+R2 et0=L/.R.

D’olt
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La tension de sortie est

v=Lyi'"+R,i = L, u +<R2 —R1+R2>i

1+Lz L1+L2
— Lz u+R1+R2( RZ _ ! Lz )X
L1+L2 L1+L2 R1+R2 L1+L2

N t
x e ' <j u(x) e*’® dx+k>.
4]

On obtient la condition d’atténuation sans déformation en annulant le coefficient
de Pintégrale, soit ‘

LI/RI = Lz/Rz .
Alors
v = Lo U = R, u.

Les propriétés des deux circuits se déduisent les unes des autres par dualité.
Cependant, le circuit inductif n’est pas utilisé en pratique, car on ne sait pas
fabriquer des inductances parfaites, alors que les condensateurs actuels ont des
réponses trés proches de la théorie, et ce dans des gammes de fréquences de plus en
plus étendues.

d) Cherchons la réponse du premier circuit  un échelon E. A I'instant initial, le
circuit se comporte comme un diviseur capacitif, et
C
v(0) = E —1—.
C, +C,

On en déduit que

vmp R (1 Bl o),

Pour tracer les graphes (Fig. 6.20), on doit distinguer trois cas suivant que
6, <86,, 6,>0, ou 6, =0,. Dans ce dernier cas, v est constant, ce qui était
prévisible puisque v = Ku.

Passons au second circuit. On trouve cette fois

v=E R, +E< L, __R )e"/",avec(9=£=L1+Lz,
R, +R, L,+L, R,+R, R R,+R,

ou encore
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Av
uft
£ (t)
ECy
GitCa
v(t)
ERy
Ryt Ry
, oL
0 % !
Lv
£ ult)
ERy
Ryt Ry
vt
ECy
Gt C, -
L t
0 1 ’
7
%
£ u(t)
ERy __ECy v(t)
RFR, GG,
6= 6,
S
0

FiG. 6.20



120 : Chapitre 6

On retrouve les mémes formes de courbes, mais v est croissant si 6, > 8,, et
décroissant si 6, < 0,.

6.8 Probléme VII. On considére un quadripéle linéaire Q (Fig. 6.21).

!y

u(t) | | a R ")

x

Fic. 6.21

a) Sa réponse en tension a un échelon E est
v=ER2+ke?, ou fBeR. €))

Déterminer une équation différentielle du premier ordre vérifiée par v. Construire le
graphe de v si v(0) = EJ3.
b) On suppose que

E . _
ip = (+ie )+ ky e300, 2

ott R représente une résistance appartenant au quadripéle. Déterminer une équation
différentielle du premier ordre vérifiée par i,. Construire les graphes de i, et de i,
sachant que i,;(0)=2E[3R.

¢) On suppose qu’il existe a I'intérieur du quadripdle un courant i, défini par

. E - pt —~3p1/2
[, =—¢e “+k,e . 3
2= 3% 2 (3)

Déterminer une équation différentielle du premier ordre vérifiée par i,. Construire le
graphe de i, si i, (0) = E/3R.

d) On suppose que = 2/3 RC. Déduire de ce qui précéde un schéma équivalent au
quadripéle Q.

a) La relation (1) s’écrit

efto—ef E2=k.
Pour éliminer la constante k, il suffit de dériver :
v e+ pef (v—Ef2) =0,

50it ,
v+ fv = BE[2.
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Si v(0) = E/3, nous voyons que k = — E/6. D’oll
E -
v(f) = B (1-1ehy.

Le graphe s’en déduit aussitot (Fig. 6.22).

1A =

121

—

> 1

Fic. 6.22

b) Le méme procédé fournit

L 3B, 3BE. . _p
1 +..__ I{ =8 ~ece— l+_.e .
YT T 4R (I+s )

La condition i, (0) =§—§conduiték1=06té
E
() = —(1+%e™ ™).
() 2R( e ")

D’autre part,
v E
iy = — = — (1—1e .
2= R TardTEe D)

Les graphes de i; et i3 sont symétriques par rapport i l’asymptote commune

(Fig. 6.23).

¢) On obtient cette fois
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2F
3R
£ i

'3

M;
1 /;B '

Ve~

FiG. 6.23

La condition initiale donne k, = 0. D’ou
. -'ﬂt
iy=-—e ",
*73R
Le graphe a été construit sur la figure 6.23.
d) 1 est clair que
il == i2+i3 .

L’examen de i, conduit au schéma partiel de la figure 6.24.

3% .
l —1 D’z('}

% - c

=

FiG. 6.24
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L’examen de i; permet de vérifier que
il = (E"' U)/R.

Comme iy = v/R, le quadripdle correspond au montage de la figure 6.25.

u(t)

v(t)

W e X
-
| .
I
)
> @
b B Y

FiG. 6.25

QUINET — Mathématiques supérieures, Tome 4 5



CHAPITRE 7

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU DEUXIEME GRDRE

7.1 Classification des équations différentielles du deuxiéme ordre. Une équation
différentielle du deuxiéme ordre est de la forme :

V=f(x,.

Il y a deux classes principales d’équations différentielles du deuxiéme ordre :
1. Equations incomplétes (se ramenant. au premier ordre);
2. Equations linéaires (ol y, y' et " sont au premier degré).

Ces derniéres peuvent étre a coefficients constants ou non, sans second membre
ou avec second membre.

Les équations incomplétes jouent un grand role en cinématique (car le temps
n’intervient que par ses dérivées). Les équations linéaires, comme dans le cas du
premier ordre, se rencontrent dans toutes les branches de la physique.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU DEUXIEME ORDRE INCOMPLETES

7.2 Equations oit la fonction n’apparait que par ses dérivées. Ce sont les
équations de la forme

’
, V' = ().
On se raméne aussitdt au premier ordre en posant z = y’; alors
z' = f(x,z).

La fonction z étant déterminée, il reste a en calculer les primitives pour obtenir y.

EXEMPLES.
1. Intégrer I'équation différentielle

ay" = .J14+y*, oi  aeR*.

Posons z=y'; alors

az' = . J1+2%,

dz dx
J1+2% a

On en déduit

soit

Argshz = 2°%0,
a
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s0it encore
Xx—x
y =1z =sh =22,
a.

Séparons les variables :

dy = sh 27%0 gy .

Il vient enfin
y—ye = a ch XX
a

(C’est I’équation d’une chainette.)
2. Intégrer I’équation différentielle
(I+x*)y"+xy =ax, ou
On obtient de méme
(1+x¥) 2 +xz = ax. .

Les variables se séparent :

dz - _ X 2dx.
z—a T+x
D’ol
, , C
y—a=z—q= .
J14x2
Ainsi, :
dy =<a +—~£——>dx
142
et enfin

ax+C Argsh x.

I

Y—=JYo
3. Intégrer I’équation différentielle
(+y?)* =y,
i)bsons toujours z = y'. Alors
(1+2%)3 = z'?
et
dz

A+227 £

aeR.

125
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Effectuons maintenant le changement de fonction z = tg ¢; alors de = dz/(1 +2z%)
et

dx = cos @ do .
Alnsi,

X = Xp+sin ¢ .
Enfin, dy¥z dx=1tg ¢ dx =sin ¢ do
et

Y = Yy—COs ¢ .

Nous reconnaissons une représentation paramétrique d’un cercle de rayon ‘1.
Nous renvoyons au tome 5 pour une méthode plus élégante, reposant sur la notion
de rayon de courbure.

7.3 Equations ot la fonction n’intervient que par sa dérivée seconde. C’est le cas
particulier ol

Y =r@). |
On obtient ¥’ en calculant les primitives de f, puis y en calculant les primitives
de y'.
Nous rencontrerons le cas ol la fonction f est constante au chapitre 8, lors de
I’étude de la chute des corps.

EXEMPLES.
1. Intégrer Péquation différentielle
y'—4x =0,

¢’est-a-dire y" =4x.
Il vient dans un premier temps

y' =2x*+a,

puis
y =2x*[3+ax+b.

2. Intégrer I’équation différentielle
yll pu— x ex

D’aprés une étude faite au tome 3, nous savons que y’ est de la forme
y' = (ax+b) e"+k.

Par suite, y est de la forme
y = (Ax+B)e*+kx+k, .

11 suffit de dériver deux fois cette expression de y et de reporter dans 1’équation
différentielle initiale :

y" = (Ax+24+B)e*.
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D’ou
Ax+2A+B = x .
Nous en déduisons les relations
A=1 et B=—24.
Finalement,
y=(x-2)e+kx+k, .

7.4 Equations ot 1a variable n’apparait pas explicitement. Ce sont les équations
de la forme

F, ¥,y =0.
On se raméne au premier ordre grice 4 Partifice suivant : on pose
LA
pP=Jy;
on considére y comme la variable et p comme une fonction inconnue de y. Alors

o _dp_dpdy dp

dx dx_dydx pdy.

1’équation différentielle devient :

dp)
s s VT = 0.
f@ppw

On obtient ainsi p =y’ en fonction de y, ce qui fournit une nouvelle équation
différentielle du premier ordre. On obtient cette fois une relation entre y et x.

Remarques.

1. En pratique, on trouve souvent x en fonction de y. Par exemple, en cinémati-
que, la variable est le temps ¢; la loi horaire du mouvement d’un point donne
généralement I’'instant ol le mobile passe par une position donnée, et non la
position du mobile & un instant donné. Ii suffit de consulter un horaire des chemins
de fer pour comprendre I'intérét de ce point de vue.

2. Dans de nombreux cas, la dérivée y’ n’intervient que par son carré y’2.
Par exemple, en cinématique, la vitesse intervient presque toujours par son carré.
On a alors intérét 4 poser g = 2. Dans ces conditions,

+»_dg dgdy dq
dx dydx dy’

En résumé, on retiendra les deux groupes de formules :
12

y =p yi=gq

" d s ld
y P yo=-4
dy 2dy
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3. Nous verrons plus loin les équations différentielles de la forme
y'+ay'+by =0,

oll g et b sont deux nombres réels ou complexes donnés.
Dans ce cas, il ne faudra surtout pas utiliser la méthode précédente, beaucoup
trop générale!

7.5 Exemples.
1. Intégrer I’équation différentielle

yyn — 1+y/2 .

Comme y’ n’intervient que par son carré, posons g = y'. Alors y" =% dg/dy et
d
1y L =14q.
dy

Séparons les variables :

dg _,dy

1+qg y
II vient aussitot

1+q = ky*.

D’ou

gy—: i«/kyz—l

dx

Il est clair que & doit étre strictement positif. Nous obtenons une solution évidente :

y = +1Jk.

En dehors du cas ol y est constante, nous pouvons séparer les variables :

dy

dx = 4 ———
Jky*—1
D’ol
X—Xq = ! Argchy\/E

~Jk
et finalement

_%c ch \/7E(x—xo).

TT Tk

(C’est ’équation d’une chainette.)
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2. Trouver la solution de I’équation différentielle
yn — eZy
telle que y(0) = 3’ (0) = 0.
Posons encore y'* = ¢. L’équation devient

ldg ,

2dy

¥y

Séparons les variables :

dg=2e%dy.
D’ol
qg=¢e"+k.
La condition initiale impose k = —1. Il vient alors

y'=+/e”-1.
Ecartons la solution constante y = 0; nous pouvons séparer les variables :
d e d
Jer—1 J1—e ¥
Posons t =e™”; alors

dt
11—t

‘d'x

dx = +
3

et
X—Xx3 = + Arccost.

(Nous préférons mettre Arc cosinus plutdét que Arc sinus, car cela permet de
faire disparaitre le double signe.) D’ott

e =t = cos(x—x,) .
La condition initiale impose cette fois
cosxg = 1.
Nous pouvons prendre x, = 0. Nous obtenons enfin

= —]|n cos x.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU DEUXIEME ORDRE

7.6 Equations différentielles linéaires a coefficients constants sans second membre.
Nous étudierons surtout les équations linéaires a coefficients constants, ¢’est-a-dire
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de la forme
ay"+by’ +cy = f(x), )]

oll a, b et ¢ sont trois nombres réels et f une fonction donnée. Ce sont les équations
différentielles de beaucoup les plus utiles et les plus fréquentes dans les applications
pratiques. .

Nous commengons par le cas des équations différentielles sans second membre,
c’est-a-dire en fait les équations différentielles dont le second membre est la fonc-
tion nulle :

ay"+by' +cy =0. . )
Si a et b sont tous deux nuls, il ne s’agit plus d’une équation différentielle.
Sia=0 et b # 0, nous retombons sur le premier ordre :
by +cy =0.
Dot Ia solution
y=ke™, ol r= —cfb.

Par analogie avec ce cas, nous allons chercher une solution de la forme x +» ™,
ol r estun nombre complexe, méme lorsque a n’est pas nul ; la meilleure justification
de ce procédé est ... que ¢a marche! .

En effet, si y = €™, nous voyons que y' =r €™ et y" = r? ¢"™*. Donc

ay"+by' +cy = ar* e +bre*+ce”* = e (ar’+br+c).
Comme €™ ne s’annule jamais, il faut et il suffit que
ar*+br+c=0.
Autrement dit, r doit étre une racine du polynéme
P=aX*+bX+c.

Ce polynbéme est dit caractéristiqgue. Nous savons qu’il admet toujours au moins
une racine, sur le corps des nombres complexes. Distinguons trois cas, suivant que P
admet deux racines réelles distinctes, une racine double (automatiquement réelle)
ou deux racines complexes conjuguées.

7.7 Le polynéme caractéristique a deux racines réelles distinctes. Les solutions
de I’équation différentielle (2) sont de la forme

o(x) = ky ek, e™7, ?3)

ol ry et r, sont les racines de P et k; et k, deux nombres complexes.
En effet, nous savons que la fonction x > €~ est solution de (2). Comme cette
fonction ne s’annule pas, nous pouvons poser

z=¢e "%y, soity=e""z.
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D’ou
!

y o= e (rjz+2")

I

Y= e”"(rfz+2r1 z'+ 2",
Il vient en reportant dans (2) :
az" + Qar,+b) z' = 0.

Or, ry+r, = —b/a; donc

2ari+b = a <2r1 +-b—> = al2ri—(ri+r)] = a(ri—ry),
a

et
2"+ (ry=ry)z' =0.

Par suite,

2z = ke of keC.

Enfin, puisque r, —r,.% 0,
k

z =l +k, e otk eC et k,=
=

La formule (3) s’en déduit aussitdt.

Remarque. Les solutions de I’équation (2) constituent un sous-espace vectoriel
de D’espace vectoriel des fonctions deux fois dérivables sur R. D’autre part, les
fonctions x > e * et x > €"2* sont des solutions de (2). Nous aurions donc pu
prévoir que les fonctions de la forme (3) sont solutions de (2). Mais le vrai probléme
était de savoir que I’on obtient ainsi foutes les solutions de (2).

EXEMPLE. Intégrer I’équation différentielle
y'—=5y"+6y =20.

Le polyndme caractéristique, & savoir P= X?—5X+6, admet comme racines
les nombres 2 et 3. Les solutions sont donc de la forme

o(x) = k, e¥+k, e**.

7.8 Le polyndme caractéristique a une racine double. Soit r cette racine. Les
solutions de (2) sont de la forme

@(x) = e™(mx+p), )

ou m et p sont deux nombres complexes.
Reprenons en effet le calcul du n® 7.7 :

y=¢e%z y =e*rz+z) ¥y = (riz42rz' +2").
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D’ol, en simplifiant encore par €'~,
az’ +QQar+byz' =0.

Mais cette fois 2ar+b =0, car r est racine double de P. 1l reste
2" =0.

Donc z' =m et z = mx+p, ol m et p sont des constantes.

ExemMPLE. Intégrer I’équation différentielle
y'—6y'+9y =0,

Le polyndme caractéristique est P=X*—6X+9 = (X~ 3)2 il admet 3 pour
racine double. La solution est donc

¢(x) = e¥(mx+p).

7.9 Le polyndéme caractéristique a deux racines complexes conjuguées. C'est le
cas olt

4 =>b*—dac<0.
Les racines sont

—b+j/4ac—b* o r _ —b—j\/4ac—b?
, =
2a .

2a

ry =

(voir tome 1). En reprenant les calculs du n® 7.7, on verrait que les solutions sont
encore données par la formule (3) :

o(x) = ky " +k, €77

Cependant, on préfére n’employer que des fonctions & valeurs réelles. On y arrive
p p y )
grice aux formules d’Euler. Posons a cet effet

2
o= —bj2a p = Aac=b

2a

Alors

rix o lat+jf)x . jax jBx __ _ax PR

et = ¢ = e™ e =& (cos fx-+] sin fx).
De méme,

razXx

e

e**(cos fx —j sin fx).
La formule (3) s’écrit alors
@ (%) = e™[(k,+k,) cos Bx+jlk;—k,) sin fx].

Posons
K1 :'-— k1+k2 Kz = j(kl""kz) .
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Nous obtenons ’expression
@ (x) = e*(K, cos fx+ K, sin fx) (5)
ou encore, d’aprés une équivalence trigonométrique bien connue,
p(x) = M e sin(fx—1). (©)
Réciproquement, on vérifie facilement que toute fonction de la forme (5), ou de

la forme (6), est effectivement solution de I’équation différentielle (2).

EXEMPLES.
1. Intégrer I’équation différentielle

y'—4y'+13y = 0.
Le polynéme caractéristique est P = X2 —~4X+13. Dol 4’ =4—13= —9et
Fo=243] rp=2-3j.
La solution générale est donc
o (x) = e**(K, cos 3x+K, sin 3x),
ou encore
o(x) = M e** sin(3x—1y),

les constantes K, et K,, ou M et y, étant déterminées dans chaque cas particulier
par les conditions intiales ou finales.

2. Intégrer ’équation différentielle

y'+y'+y=0.

Les racines du polyndéme caractéristique sont cette fois

—1+iy3 et 153 .
2 2
D’ol
o(x) = e (K, cos/3 x/2 + K, sin /3 x/2) .
3. Intégrer I’équation différentielle
Y'+y=0.

Cette équation intervient souvent en physique; elle est connue sous le nom
d’équation du pendule (voir chapitre 8). La formule générale s’écrit

y =k, sin x+k, cos x .
4. Déterminer les solutions ¢ de I’équation différentielle
y'+4y =0
telles que @ (0) = 3, ¢’ (0) = —1.
La solution générale est

@(x) = K, cos 2x+ K, sin2x .
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D’ol
@'(x) =—2K;sin2x +2K, cos2x

et
p(0) =K,  ¢'(0) = 2K, .

Les conditions imposées conduisent donc a
@(x) = 3cos2x—1Lsin2x.

Remarque. Si a=0, c’est-a-dire si =0, il n’y a pas de terme en y' dans
I’équation différentielle, et il reste

(p(x) = M sin(fx—7y).

C’est une fonction sinusoidale. Mais dans le cas général, lorsque o n’est pas nul, ¢
ressemble 4 une fonction sinusoidale, dont I’amplitude serait variable.

1° Si a<0, les amplitudes décroissent exponentiellement; c’est le cas, en
¢électricité, de la décharge oscillante d’un condensateur dans une inductance,
que nous étudierons en détail au chapitre 8. On dit que ¢ est une sinusoide amortie.

C’est encore le cas du cadre mobile d’un appareil de mesure électrique, qui
oscille avec de I’amortissement. Enfin, c’est le cas général de tout systéme vibrant
(ressorts, etc.) dans lequel il y a un freinage ou amortissement dii 4 une cause
quelconque (air, frottements, etc.).

2° Si a>0, les amplitudes sinusoidales croissent exponentiellement, c’est
le cas en radio du montage amplificateur a super-réaction, qui, de ce fait, donne un
pouvoir amplificateur considérable.

Dans tous ces phénoménes la variable x représente ou bien un angle 6 ou bien
le temps ¢.

7.10 Equations linéaires avec second membre. Comme dans le cas des équations
différentielles linéaires du premier ordre et, plus généralement, de toutes les équa-
tions linéaires, on obtient les solutions de I’équation (1) en ajoutant a la solution
générale de I'équation (2) une solution particuliére de I’équation (1).

Posons .en effer z = y—. Alors

Z’=y""‘lpl Z” —_ y”—"l//”
et I’équation (1) équivaut a
az"+bz'+cz =0,

ce qui montre que toute solution de (1) s’obtient en ajoutant a4 ¥ une solution
quelconque de I’équation (2). _ .
Nous allons étudier le cas ot le second membre de (1) est de la forme

f(x) = 0(x) ™

ol Q est un polyndme et s un nombre complexe.
1l existe alors une solution de (1) de la forme x > e°* R(x), oit R est un poly-
néme. :
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Plus précisément,

— si s n’est pas racine de P=X?*+oX+ B, d°(R) =d°(Q);

— si s est racine simple de P, d°(R) =1+d°(Q);

— si s est racine double de P, d°(R) =2+d°(Q).

(Cette régle, évitant de nombreux calculs, doit étre apprise par cceur.)
Cherchons en effet une solution particuliére sous la forme ,

t//(x) = " R(x).
Alors
Y’ (x) = e[sR(x) + R’ (x)]
Y (x) = e*[s* R(x) + 2sR’(x) + R"(x)].

Reportons dans ’équation (1) :
e [aR" + (2as+b) R' + (as* +bs+c) Rl = e Q..

Nous pouvons simplifier les deux membres par e**. D’autre part,
as*+bs+c = P(s) et 2as+b= P'(s).

Il reste
aR'+P (s)R"+P(s)R= Q.

Si s n’est pas racine de P, le premier membre est une fonction polynomiale de
méme degré que R, d’olt d°(R) =d%(Q).

Si s est racine simple de P, le premier membre est une fonction polynomiale de
méme degré que R’, d’ou d°(R) = 1+d°(Q).

Si s est racine double de P, le premier membre est une fonction polynomiale de
méme degré que R”, d’olt d°(R) =2+d°(Q).

Une fois le degré de Q déterminé, on obtient les coefficients de Q par identifica-
tion.

Remarque. Ce cas, qui peut sembler trop particulier, se rencontre en fait trés
fréquemment. Il contient en effet les sous-cas suivants :

— le second membre est constant (prendre s =0 et d°(Q) = 0);

— le second membre est une fonction polynomiale (prendre s = 0);

— 1le second membre est urie exponentielle (prendre d°(Q) = 0);

— le second membre est une fonction sinus ou cosinus (on se raméne aux
exponentielles griace aux formules d’Euler);

— le second membre est le produit d’une fonction sinus ou cosinus par une
fonction polynomiale.

7.11 Exemples.
1. Intégrer I’équation différentielle
y'—4y' +2y = 4.
L’équation sans second membre associée est

y'—4y'+2y =0.
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Le polyndme caractéristique, P=X?—4X+2, admet pour racines 2+\/-?: et
2—-\/5,. La solution générale sans second membre est

@(x) = ky e?HD |, 2-VDx

Le second membre étant constant, on cherchera une solution particuliére y con-
stante. On trouve aussitdt la solution ¥ == 2. Finalement,

P(x) = ky e@HVDE L, B YDEL g
2. Intégrer I'équation différentielle
Y'=3y' +2y = 2x*—5x+3.
L’équation sans second membre,
y'=3y'+2y =0,
a pour polyndme caractéristique
P=X"-3X+2.
Les racines sont r; =1 et r, = 2. La solution générale est donc
o(x) = k, e +k, e**.

Le second membre étant une fonction polynomiale de degré 2, cherchons une
solution particuliére de la forme y (x) = Ax%+ Bx+C. D’ol

V' (x)=2A4x+B, Y (x) = 24 .
Portons dans I’équation différentielle donnée (avec second membre) :
2A-3(Q2A4x+B) +2(Ax*+Bx+C) = 2x*—5x+3.

Il vient en identifiant

24 =2 dod  A=1
—6A+2B = —5 B =12
24-3B+2C =3 C = 5/4.

Finalement, la solution générale est
o(x) = ky " +k, e¥+x2+x/2+5/4.
3. Intégrer I’équation différentielle
YV'—4y = x*—2x.

L’équation sans second membre a pour polyndme caractéristique P = X2 —4X,
dont les racines sont r; =0 et ry = 4. D’ol la solution
o(x) = ki +k, e**.

Le second membre est le produit d’une fonction polynomiale de degré 2 par une
exponentielle d’exposant nul. Comme 0 est racine simple de P, on cherchera une
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solution particuliére sous la forme d’une fonction polynomiale de degré 3 (soit
2+1, sous-entendu multipliée par une exponentielle d’exposant nul). Ainsi,

W (x) = Ax*+Bx*+Cx+D .

Nous pouvons prévoir qu’il sera impossible de déterminer D, car D est solution de
I’6quation sans second membre. Dérivons i :

Y'(x) = 34x*+2Bx+C, V'(x) = 64x+2B.
D’ou
(6A4x+2B) —4(3Ax*+2Bx+C) = x*—2x.

On obtient par identification

—124 =1 ot A= —1/12
6A—8B = —2 B = 3/16
2B—4C =0 C = 3/32.

Finalement, la solution générale avec second membre est
o(x) = k;+k, e**—x3/12+3x%/16+3x/32:
4. Intégrer I’équation différentielle |
y'—~5y'+6y = 3e**.
Nous avons déja trouvé les solutions de I’équation sans second membre :
o(x) = k; e +k,e**.

Comme 4 n’est pas racine du polyndme caractéristique, on peut chercher une solu-
tionparticuliére de la forme ¥ (x) = 4 e**. D’ou

W (x) =44e*™, Y'(x) = 164 e*

et
164 e**—204 e**+64 e** = 3e*

Donc 4 =3/2 et

o(x) = k; e¥+k, 7 + ~23- e**.

5. Intégrer I’équation différentielle
P'=5y' +6y = 5e>*.

Cette fois, le coefficient 2 est racine simple du polyndme caractéristique. On
cherchera donc une solution particuliére sous la forme

Y (x) = (Ax+B)e**,

c’est-a-dire le produit de e?* par une fonction polynomiale de degré 1 =0+1.
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Le terme en B e** s’éliminera des calculs, car il s’agit d’une solution de I’équa-
tion sans second membre. Prenons donc ¥ (x) = Ax e**; d’olt

Yr(x) = AQx+1e*, Y (x) = A(4x+4)e*.
Portons dans I’équation diﬁ‘érent}elle; aprés simplification par e**, il reste
A@Gx+4)—-54Q2x+1)+6A4x = 5.

On remarque QUe les termes en x disparaissent, comme il se doit puisqu’iin’y en -
a pas dans le membre de droite. 11 reste

A= -5,

(Si on avait cherché une solution de la forme 4 e**, il aurait été impossible d’identi-
fier. Dans ce genre de calcul, les erreurs. .. ne pardonnent pas.)
On obtient ainsi pour la solution générale

@(x) = (=5x+k;)e** + k, e®*.
6. Intégrer I’équation différentielle
y'—6y' +9y =5¢°.

Nous savons que le polyndme caractéristique admet 3 pour racine double.
On doit donc chercher une solution particuliére de la forme

W(x) = (Ax*+Bx+C)e>.

Mais ¢(x) = (Bx+C)e®* est solution de 1’équation sans second membre. Les
termes en B et C s’élimineront des calculs. Il suffit de prendre

Y (x) = Ax* e,
D’ou
Y'(x) = ABx*+2x)e¥, Y (x) = AOX*+12x+2)e3*.
Il vient en identifiant
A[Ox*+12x+2) - 6(3x2+2x) +9x*] = 5,
soit A = 5/2. En résumé,
@(x) = e¥*(5x*2+mx+p) .
7. Intégrer I’équation différentielle
Y'—4y +3y = 3x*+1)e3*.

Le polyndme caractéristique P ayant pour racines 1 et 3, nous prendrons pour
solution particuliére de 1’équation avec second membre

¥ (x) = (Ax*+Bx*+ Cx+ D) e** .
(Le degré 3 est celui du polyndme figurant au second membre, augmenté d’une

unité car 3 est racine simple de P.) Comme d’habitude, on peut se débarrasser
des termes figurant dans la solution générale de I’équation sans second membre,



Equations différentielles du deuxiéme ordre 139

et ne conserver que
¥ (x) = (Ax* + Bx?+Cx) e**.

D’olt
¥'(x) = [34x>+3(4+B)x* + 2Bx+3C]e**
Y (x) = [9A4x> +9(2A4+B) x* + 6(4+2B) x+2B+9C]e**.

Reportons, simplifions par e3* et identifions :

' 64 =23 d’olt A=1)2
6A+4B =0 = —3/4
2B+9C =1 C = 5/18.

Finalement,
x* 3 5 )
x) =k, e+ = —Zx2+ = x+k, )"
be) = K (2 2 atl

8. Intégrer I’équation différentielle
P =6y +9y = (x+1)e*.

Remarquons que 3 est racine double du polyndme caractéristique. Il convient
donc de chercher une solution de la forme

Y (x) = (Ax° + Bx*+Cx+D) .
Puisque (Cx+ D) e** est solution de 1’équation sans second membre, on peut se
limiter 2

W(x) = (Ax*+Bx?) e>*.
D’ou

Y (x) = [34x° + 3(4+ B) x* + 2 Bx] e¥*

Y (x) = [94x> +9(2A4+B) x* + 6(4+2B) x+2B] e .

On trouve aisément 4 = 1/6, B = 1/2. La solution générale est
@(x) = (mx+p) ¥ + Y(x) = (x*[6+x*[2+mx+p) e**.
9. Intégrer I’équation différentielle
y'=2y"+3y/4 = sinx.

Le polyndme caractéristique est ¢ = X>—2X+3/4; ses racines sont 1/2 et 3/2.
La solution générale sans second membre est
o(x) =k, e¥? + k, e3/?, .
Pour trouver une solution particuliére avec second membre, écrivons que
ejx - e-—jx
%5

sinx =
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11 suffit donc d’ajouter des solutions particuliéres relatives aux seconds membres
membres e/*/2j et —e™I*/2j. Remarquons que ni j ni —j ne sont racines du poly-
ndme caractéristique. On cherchera donc des solutions des formes suivantes :

Yi(x) = A&~ et W, (x) = Be™i*,

Pour ne pas manipuler de fonctiops & valeurs complexes, on peut regrouper
W, et 5, et chercher une solution de ’équation initiale (avec sin x pour second
membre) sous forme d’une combinaison linéaire de sinus et de cosinus :

Y(x) = Csinx+D cos x .
D’ol
Y'(x) = Ccosx—Dsinx, Y'(x) = —Csinx—D cosx
et
(—C/4+2D) sin x — (D/4+2C) cos x = sin x .
Il vient par identification
—~Cl4+2D =1
2C+DJ/4 = 0.
D’ol C= —4/65, D =32/65 et

4 32
x) = — — sinx + — cosx+k, e’ +k, e3*/?.
(x) 65 65 1 K2

10. Intégrer I’équation différentielle
y'+y = sinx.

Cet exemple se traite comme le précédent. Mais j et —j sont racines simples
du polyndme caractéristique. Il faudrait donc chercher des solutions

Y (x) = (Ax+B)e™ et Yy(x) = (Cx+D)e ¥,

correspondant aux seconds membres e*/2j et —e~#*/2j. On peut encore chercher
une solution sous la forme

Y(x) = (ax+f) sin x+(yx+95) cos x .

Les termes en £ sin x et d cos x vont s’éliminer des calculs, car ils vérifient I’équa-
tion sans second membre.

"On peut simplifier les calculs en remarquant que les fonctions paires et les
fonctions impaires constituent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires. Or,
le second membre, sin x, est impair. D’autre part, la fonction x> ax sin x
est paire, ainsi-que sa dérivée seconde, tandis que la fonction x + yx cos x est
impaire, ainsi que sa dérivée seconde. Le terme en ax sin x s’élimera donc des
calculs, et I’on peut prendre

Y(x) = yxcos x.
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Par suite, " (x) = y(—2 sin x-x cos x) et
—27ysinx = sinx,
soit y = —1/2. Finalement,
@(x) = kysinx+ (—x/2+k;) cos x .
11. Intégrer I’équation différentielle
Y'—4y'+4y =+ (Bx—1)e*+x-2.

Pour trouver une solution particuliére avec second membre, nous commencerons
par décomposer celui~ci en trois, vu la linéarité, quitte 4 ajouter les trois solutions
particuliéres ainsi obtenues.

Commengons par e¢*. Comme 1 n’est pas racine du polyndme caractéristique,
on peut chercher une solution de la forme i, (x) = 4 e*. On trouve aisément 4 = 1.

La fonction polynomiale x — 2 peut étre considérée comme le produit d’elle-méme
par une exponentielle d’exposant nul. Comme 0 n’est pas racine du polynéme
caractéristique, on prendra ¥, de la forme y,(x) = Bx+ C. On obtient aussitdt
B=1/4et C= —1/4.

Enfin, 2 est racine double du polyndme caractéristique. On prendra i, de la
forme

Y3(x) = (Dx®+ Ex®+Fx+G) e** .

Les termes en F et en G s’éliminent des calculs; on peut seulement déterminer
Det E, asavoir D=1/2 et E= —1/2.
Finalement,

@(x) = e"+4(x—1) + 3x°—{x* + mx+p) e**.

7.12 Lquations différentielles linéaires A coefficients non constants sans second
membre. Considérons une équation différentielle de la forme

a(x) ¥’ +bx)y +c(x)y =f(x), (©)

ol a, b, c et f sont des fonctions données. L’équation sans second membre associée
est

ax)y"+b(x)y +c(x)y=0. @)

Lorsque a, b et ¢ sont des constantes, la discussion des n® 7.7 & 7.9 montre que
les solutions constituent un espace vectoriel de dimension 2 sur C. Nous admet-
trons que ce résultat reste valable dans le cas général des équations différentielles
linéaires sans second membre. Tout revient alors 4 trouver deux solutions linéai-
rement indépendantes.

La connaissance d’une solution particuliére ¢, ne s’annulant pas permet de se
ramener 2 une équation différentielle du premier ordre. Posons en effet y = ¢, 2,
d’olt y' =@ z+¢,z ety = @z+2¢42' +¢,2". Il vient en reportant :

a@ 2"+ (2agy +boy) z' + (api+ b\ +cp,) z = 0.

Le coefficient de z est nul, puisque @, est une solution de I’équation différentielle
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considérée. Il reste donc
ap,z" + (2apy+be;) z' =0,

ce qui est une équation différentielle du premier ordre par rapport 4 z’. On sait
intégrer cette derniére équation différentielle, car elle est & variables séparables :
ZII [s b

Z % 2

z' ¢, a

On en tire z’, puis z par un calcul de primitive.

ExeMpLE. Intégrer I’équation différentielle
Y tgx+y (g2 x—2)+2ycotx=0,
o x appartient a Uintervalle 10, n/2[, sachant que (pl(x)'--—— sin x en est solution.
Posons y =z sin x, d’olt ' =z’ sin x+z cosx et ' =2z" sinx+2z' cos x—z

sin x. En reportant ces expressions dans ’équation donnée, nous nous ramenons &
I’équation différentielle du premier ordre

z"+z' tgx = 0.
(Le fait que les termes en z aient disparu permet de vérifier que ¢, est effectivement
solution.) D’ou

z' =k, cosx et z = kysinx+k,.
Finalement,

o(x) = k, sin®* x+k, sinx .

7.13 Intégration A P’aide des séries entiéres. Nous venons de voir que tout le
probléme est d’obtenir au moins une solution particuliére. Voici une méthode
valable dans le cas fréquent ot les coefficients sont des fonctions polynomiales.

Supposons qu’il existe une série entiére dont la somme ¢ soit solution de 1’équa-
tion différentielle sur I’intervalle de convergence ] — R, R[ . Alors

0(X) = qp+ayx+ax*+ ... +a,x"+ ...
0'(x) = ay+2a,x+ ... +na,x"1 + ..
0"(x) = 2a,+ ... +n(n—Da,x""*+...

Si nous reportons ces développements dans le premier membre de 1’équation don-
née, nous devons trouver le développement en série entiére de la fonction nulle,
dont tous les coefficients sont nuls. On obtiendra ainsi des relations de récurrence
entre les coefficients a,. Il reste & déterminer le rayon de convergence de la série
entiére et, si possible, a en calculer la somme.

EXEMPLE. Intégrer I’équation différentielle
4xy" +2y'—y =0.
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La méthode précédente conduit 2 la relation de récurrence
@n+2)2rn+ ay., = a,.
On en déduit aussitdt

— 9o
e

a,

Le coefficient a, reste arbitraire. Nous avons donc trouvé un sous-espace vectoriel
de dimension 1 de ’espace vectoriel des solutions.

Notons que le rayon de convergence R est infini; il n’y a donc pas de probléme de
convergence.

Pour calculer la somme de la série entiére, distinguons deux cas :

Si x > 0, posons x = t?. La somme de la série de terme général #2"/(2n)! est ch £.
1La somme de la série entiére considérée est donc g, ch \[JE

Si x <0, posons x = —t*. On trouve de méme pour somme d, cos ;/ — x.

Connaissant une solution particuliére, nous pouvons chercher toutes les solu-
tions. Traitons par exemple le cas oit x > 0. Posons y =z ch \/} On trouve facile-
ment que z est solution de 1’équation différentielle

z_" 1 sh \/.';

! 2x \/)_cch\/)—c.

En posant de nouveau x = ¢, nous trouvons
z = 2k th\/x+k,

et donc

]

y = kyshyx+k,chy/x, ot _ k =2k.

7.13 Equations différentielles linéaires avec second membre quelconque. Reve-
nons a I’équation (6). La méthode de variation des constantes, déja rencontrée dans
le cas du premier ordre, permet de trouver une solution de I’équation avec second
" membre lorsqu’on connait deux solutions linéairement indépendantes ¢, et ¢, de
I’équation sans second membre (7).

Ecrivons en effet

Y = uQ +09,,
olt u et v sont deux fonctions inconnues. La dérivée de y est
Y =u @ +0 pr+ug + g3,

Si nous n’imposons pas de condition supplémentaire, le calcul de »” montre
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que ’on est ramené 3 une équation du second ordre, mais avec deux fonctions
inconnues au lieu d’une! Imposons donc la condition

o, +v'p, =0. ®)
Alors

V= w oy +v or+u" o +0" g,
Il vient en reportant

a(u' @y+v'93) = f,
équation i laquelle il faut adjoindre la condition (8). Le systéme ainsi obtenu,

fa @i +v'p3) = f

we+v'p, =0,

permet de calculer u' et v’, puis u et v par des calculs de primitives.

Remarque. Cette méthode s’applique bien entendu aux équations différentielles
linéaires a coefficients constants. Cependant, si f(x) est de la forme e™ Q(x), la
méthode du n° 7.10 est plus directe. Si f'(x) n’est pas de cette forme, il n’y a plus de
choix... car le procédé du n° 7.10 ne s’applique pas!

EXEMPLE. Intégrer I’équation différentielle

y'—y =1/ch®x.

L’équation sans second membre associée, " —y = 0, admet pour solutions ch x
et sh x, solutions linéairement indépendantes. Posons

y=uchx+vshx.
Nous sommes conduits a résoudre le systéme

{u’ chx+v' shx =0
u' sh x+v' ch x = 1/ch® x .

D’oit ' = —sh x/ch® x, v’ = 1/ch? x, puis
1 ’ ,
U= +ky, v=thx+k,.
2¢ch?x ! 2
Finalement,

o(x) = 5 L +thx shx+k, chx+k, shx.

chx



EXERCICES

Equations incomplétes

7.1

7.2

7.3
7.4
7.5
7.6
7.7

7.8

(A=x)y"=xy' =0

1
yn —
»3
yyl/_yIZ_l = Q
y'+y2-2ay® =0 aeR

' cosy+2y? siny+siny tos’y = 0
¥ = exp(x+y)

Y =tgy+tg’y avecla condition initiale y = /4 et y'=1si x = n/4
d? d%x

__l; .

dx dy?

Equations linéaires 4 coefficients constants

7.9

7.10
7.11
7.12
7.13
7.14

7.15°

7.16
7.17

7.18

7.19
7.20

2y" =5y’ =3y =0
y'—10y'+26y = 0

¥ =y =1+x*

2y"~y'—y = 3cos 2x—sin 2x
y"=9y = 6 cos 3x

Y =4y +4y = 2%
y'+3y'+2y =sh2x
y'—2y’'+y =chx

y'+y = xsinx

NG

Y =2y cosat+y = e¥? cos <= x o €0, 7]

Yty =tgx
Yty = x|+ 1.

Equations linéaires i coefficients non constants

7.21

7.22
7.23
7.24

7.25
7.26

X2y —=2xy’+2y = 2+42x3 sin 2x (chercher des solutions de la forme

y = x")
X%y +4xy’+2y = In(l+x) (méme indication)
A+x)2y" +(+x)y'—4y =0 ’ (poser ¢ =1+x)
=1y —2xy'— (x*=2x~1)y=0 (chercher une solution exponen-
tielle)
x(x2+D) Y 262+ y'+ 2xy =0 (chercher une solution polynomiale)
(A+x)y" =2y +(l—x)y=xe"% (chercher une solution exponen-

tielle).



CHAPITRE 8

 APPLICATIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU DEUXIEME ORDRE

Nous allons passer en revue de nombreuses applications a la physique des équa-
tions différentielles du deuxiéme ordre. On remarquera que l’on fait appel dans
presque tous les problémes aux mémes équations : équation du mouvement d’un
pendule et, plus généralement, équation du mouvement du cadre d’un galvano-
métre.

CHUTE DES CORPS

8.1 Loi de la chute des corps (accélération constante). Trouver la loi de la chute
des corps sachant que I'accélération est constante et égale a g. On négligera la
résistance de air. )

Supposons que 1’on abandonne le solide avec une vitesse initiale verticale &
P’instant ¢ =0. Nous savons que le mouvement est rectiligne. Prenons I’axe Ox
suivant une verticale ascendante. Par définition de I’accélération,

d*x - —g
dr? '
D’olr
v o= d_x = — gt+v
ds °
et .
x = —Lgt?+uvgtt+xg.

En particulier, si x, et v, sont nuls,.

x=—%gt* et v= —gt.

L’espace parcouru en chute libre est proportionnel au carré du temps. En éli-
minant ¢ entre les deux derniéres relations, on obtient la vitesse en chute libre

V= -/ —=2gx.

8.2 Trajectoire d’un projectile. Déterminer la trajectoire d’un projectile lancé
sous un angle o, en négligeant la résistance de Iair. :
Prenons pour. origine O la position initiale du projectile et pour plan xOy le
plan vertical issu de O contenant la vitesse initiale Vg (Fig. 8.1). Nous savons que ce
. plan contient la trajectoire.
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<

Fic. 8.1

La seule force appliquée au point M est son poids P. La loi fondamentale de la
dynamique s’écrit, en projection sur les deux axes de coordonnées,

d?x d*y
dt dt
Ainsi,
dx
— = Do COS A X = vyt cosa
dt
dy . 2 .
E—— = —gi+v, sina y = —5gl”+vl sina.
t
. x
Donct = ——— et
Dy COSU
y= 1 gxz + x tgo
2 v} cos®a .

La trajectoire est un arc de parabole d’axe vertical. Rappelons que le calcul de la
portée a été effectué au tome 2.

8.3 Loi de la chute des corps (attraction newtonnienne). Un point pesant M est
abandonné sans vitesse initiale a une hauteur au-dessus du sol égale au rayon terrestre
R. Déterminer le temps nécessaire pour atteindre le sol, et calculer la vitesse de M a
cet instant. On négligera la résistance de I’ air.

On sait que, suivant la loi de Newton, la Terre attire les corps avec une force
inversement proportionnelle au carré de la distance au centre de la Terre. D’ail-
leurs, & la surface du sol, cette force est tout simplement le poids mg du corps.

Plagons-nous 2 la distance x du centre de la Terre, x variant de 2 R au début a R
a la fin. La force est

= —k[x*,
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avec le signe moins, puisque x est compté en sens inverse de la force. La loi fonda-
mentale de la dynamique s’écrit

k d*x
T @

Lorsque x =R,

F=—mg= ——--1-{-5 R
d’ou
k = mgR*.
L’équation (1) devient
d’x  gR®
@

ce qui est une équation différentielle incompléte du deuxiéme ordre.
Posons g = v*. Alors

S = soit dq=—2gR2(—i—)2C.
Il en découle que
1 1
=2R2———J,
7 g <x 2R

puisque la vitesse est nulle lorsque x = 2 R. Donc

dx 2R—x
—— e ] R
dt g

H
X

le signe moins provenant du fait que la vitesse est dirigée vers le centre de la Terre.
Séparons les variables :

1 x

~ JIRN 2R—x

t___l_.j" EERPN
VIR J2rR V2R —x '

Posons x =2 R sin® u ; alors

dt = dx

et

= tgu, dx = 4R sinu cosu du et
R—x

/2 s /2
t=4\/EJ sin3udu=2ﬁ[u+51n2u] =2\/B(E+1>.
g Jni4 g 2 /4 g 4 2
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Si g=9,81 m/s? et R= 6366 km,
t = 2000s et v= —./gR ~ —8000m/s.

MOUVEMENT DU PENDULE

8.4 Calcul de la période d’un pendule simple. Considérons un pendule attache
par un fil & un point O, et que I'on a dévié de la verticale. Ce pendule va osciller,
et ses oscillations vont s’amortir par suite de la résistance de 1’air et des frottements
sur 'axe.

Neégligeons ces causes d’amortissement et calculons la période T des oscillations.
Plagons-nous a un instant quelconque, par exemple supposons le pendule en train
de s’élever et soit O ’angle que fait le fil avec la verticale (Fig. 8.2).

0

Notons x ’arc AM. Les forces appliquées au point M sont :

— son poids P = myg, force verticale dirigée vers le bas,

— la tension du fil T dirigée suivant la direction du fil de M vers O.

Projetons 1’équation fondamentale F = mI sur la tangente & la trajectoire; la
projection de T étant nulle,.

my = —mg sin

(le signe — résulte de ce que la projection du poids et 8 ont des signes contraires)
soit :

d*x .

— = g sinf.

ds?

Supposons 0 suffisamment petit (6 <10°) pour que I’on puisse, en premiére
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approximation confondre le sinus et ’arc x(x =16) :

sinf ~ 6 = —Jf,
1
ce qui donne
Px %
dr? 1

Nous reconnaissons une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre a
coefficients constants. Posons w = ./ g/ ; les solutions sont de Ia forme

@) = ky '+ ky 7

ou, si ’on préfére,
() = K, cos wt+ K, sin wt = M sin(wt+ @) .

On a un mouvement périodique sinusoidal : ¢’est le plus simple de tous les mouve-
ments périodiques; on ’appelle encore mouvement pendulaire ou mouvement
harmonique. :

La quantité x s’appelle I’élongation ou amplitude instantanée de la vibration, M
est I'amplitude maximale et ¢ est la phase. '
L’élongation x varie donc sinusoidalement, et le coefficient'de ¢ est la pulsation
w:

2n
T

) =

e

La période est

T=2n\/z.
g

On remarquera qu’elle est indépendante de la masse m.
A Paris oll g = 9,8098 m/s?, le pendule qui bat la seconde (soit T'=2s) a une
longueur

[ =0,99394 m ,
en supposant négligeable le poids du fil.

8.5 Oscillations d’un solide autour d’un axe. FEtudions plus généralement les
oscillations d’un solide tournant autour d’un axe. (Le cas du n° 8.4 est celui d’un
solide dont la masse est concentrée en un point, tournant autour d’un axe hori-
zontal sous ’action de la pesanteur.)

Soient I le moment d’inertie et § I’angle d’écart avec la position d’équilibre.
Rappelons que le produit I d*6/ds? est égal 4 la somme des moments des forces par
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rapport & I’axe. Plagons-nous dans le cas ou les forces appliquées au corps ont un
moment résultant par rapport a ’axe qui tend a ramener le corps & sa position
d’équilibre. Supposons que le moment résultant est proportionnel a 4 ; ’équation
du mouvement est
2
1 d—g = —C#0, ol C > 0.
de

Les calculs se poursuivent alors exactement comme dans le cas du pendule
simple. On obtient

8 = 6, sin wt ,

La période est

T=31‘.=2n\/z.
1)) C

Elle est indépendante de 1’amplitude, et donc constante (dans la mesure ot I’on
peut confondre 8 et sin 6).

Le mouvement précédent se rencontre lorsque le couple C8 est produit par la
pesanteur, lorsque 1’axe est horizontal, par la torsion d’un fil élastique, ou d’un
ressort spiral ou & boudin, comme par exemple le balancier spiral d’une montre, ou
le cadre mobile d’un appareil de mesures électriques, lorsqu’on peut négliger les
Jfrottements.

Cas du pendule simple. On retrouve le cas du pendule simple en écrivant que
I =ml? et que le moment est mgl sin § ~ mglf. Ainsi,

3
T=2nﬁ=2n /ﬂ=2n\/z.
C mgl g

Cas du ressort spiral.  Soit un petit anneau métallique (de section rectangulaire),
de rayons extérieur et intérieur R, et R,, et d’épaisseur e (Fig. 8.3).

Un ressort spiral est fixé en un point P extérieur, et son autre extrémité est fixée
rigidement 3 1’un des bras de ce volant. Soit 04 = a. On fait tourner le volant d’un
angle 6, a partir de sa position d’équilibre, le ressort exerce alors une force F
perpendiculaire au bras du balancier, puis on abandonne le systéme 2 lui-méme.

Si ’on néglige le poids des bras, le moment d’inertie de ce volant est

. me
= p?(R‘I—Ré),

oll p est la masse volumique du métal.
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[ 2]

Prenons la direction OA comme axe polaire et soit # I’angle dont a tourné le
volant au bout du temps .
"~ La période est

T =27 2n\/E gy [PmeRi=R3) 0,
w Fa 2Fa

Telle est la période du balancier spiral d’une montre, et ’on voit aussitdt
I'influence des divers facteurs : d, F, e, 6,, p, R, et R, sur lesquels on peut agir.

Nous avons évidemment négligé les frottements des deux pivots, ainsi que la
résistance de I’air.

Cas d’un aimant dans un champ magnétique. Soit un aimant allongé placé dans
un champ magnétique d’induction B, dirigé suivant I’axe de I’aimant (Fig. 8.4). Si
on le dévie d’un angle 6,, I’aimant oscille autour de sa position d’équilibre.

La force F qui agit sur la masse magnétique m de chaque pdle est mB. Le moment
du couple par rapport a I’axe est

~Flsinf = —mBl sin 8,
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ol / désigne la longueur totale de ’aimant. Le signe moins signifie qu’il s’agit d’un
moment retardateur. En remplagant sin € par 0, on obtient C = mB/. D ol

T =2z ——I—
NV mBl

8.6 Mouvement rectiligne d’un point attiré ou repoussé par un point fixe propor-
tionnellement a la distance (Fig. 8.5).

a

o
‘\_—//"
T A A

FiG. 8.5

Soient P, la position initiale d’abscisse x,, v, la mesure de la vitesse initiale (por-
tée par la droite OP,) et m la masse du mobile P. La force qui agit sur P est

F=kx.

La loi fondamentale de la dynamique s’écrit

2
mgz-;f= kx. ()

1. Cas de ’attraction. Alors k est strictement négatif, et nous pouvons poser
k = —mw?. L'équation (1) devient :
2
X
—— w?x = 0.
dt

Nous reconnaissons I’équation du mouvement d’un pendule. La solution générale
est
x = K, cos wt+K, sin wt .

Si t =0, alors x = xp, d’olt K; = x,. De plus,

_ 4

= = — K, wsinwi+K,w coswt.
t

Pour 1 =0, v =1y, d’ot K, = yy/w. Finalement,

vy . .
X = X coswt + - sinwt = M sin(wt+ @)
)

avec

2
v X
M?*=x3+—= et tgp=
w vo
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Le coefficient de # est la pulsation w, donc la période T est

27
B
w

elle est indépendante des conditions initiales.

Application. Probléme du ressort vertical. "Un point pesant P attiré par un
point fixe A proportionnellement a la distance (Fig. 8.6),

A
a
19
¢ P
Fic. 8.6

est placé en O a une distance OA = a au-dessous du point A, I'attraction de A sur le
poids P-est opposée au poids P. Trouver I’équation du mouvement du poids P en
“supposant qu’il soit abandonné sans vitesse initiale au point A. Quelle est la durée
de Ioscillation du poids P et quelle est sa vitesse quand il arrive en O ? On néglige la
résistance de I'air.
Application numérique : a= 0,1 m, g = 9,80 m/s%.
Notons x la distance de P & I’origine 4, & un instant quelconque et comptée
positivement vers le bas. La force attractive est de la forme — Kx, dirigée en sens
inverse du poids. L’équation fondamentale de la dynamique s’écrit donc

d%x
mg—Kx = m——.
g de?

D’autre part, en prenant P en O, on voit que
mg = Ka.
D’ou
m _dz_x + g X = mg
d* a
d*x  gx
P

équation différentielle du second ordre, incompléte, a coefficients constants et a
second membre constant. '
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L’équation sans second membre n’est autre que 1’équation du pendule; une
solution évidente de I’équation avec second membre est x = a. Ainsi, la solution
générale de I’équation avec second membre est

x =K, cos\/ét—l—KZ sin\/:‘zt—}—a.
a a

Lorsqué t =0, x =0 ainsi que dx/dt, ce qui donne K; = —a et K, =0. Donc

x=a-acos [Z¢ gf:Jgasin\/—g—t.
a

a dt

Le mouvement est sinusoidal et la position de P oscille de 0 4 2a. La période est
_2m_2¢ =2nﬁ.=2n [ 20 _ 0,635.
w g 980

En O, x=aet

T [a
t:—f;
2Ny

d’ol la vitesse

b= .35 = Jag = JO,1%9,8 = 0,99 m/s.
t

ey

2. Cas de la répulsion. Cette fois k est strictement positif. Posons k=mw?.
L’équation (1) devient
d*x
- w*x = 0.
dt

La solution générale est
x =k, e +ky,e™ ™
ou, ce qui est plus commode,
x = K, ch wt+K, sh wt.

Le calcul de K, et de K, s’effectue comme dans le cas précédent. On trouve

v
x = xo chwt +-° shot,
w

expression qui ressemble étrangement & celle de 1’attraction. (1l suffit en effet de
changer © en jw.)

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 4 6
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8.7 Mouvement plan d’un point attiré ou repoussé par un point fixe proportion-
nellement 2 la distance. On démontre que si un point P est attiré ou repoussé par
un point fixe O (mouvement dit & accélération centrale), sa trajectoire est plane.
Plus précisément, cette trajectoire est située dans le plan défini par O, la position
initiale P, et la vitesse initiale V;.

Dans le cas présent,

F =kOP.

En'projetant sur deux axes de coordonnées Ox et Oy, on se raméne deux fois au
probléme précédent :

Distinguons encore deux cas, suivant qu’il s’agit d’une attraction ou d’une
répulsion.

1. Cas de I'attraction. Posons k = —mw?. Alors

Vo . wy .
X = XoCoswt +2sinwl  y = y, coswt + —> sin wt,
w w

oll v, et w, sont les composantes du vecteur ¥,.
Pour déterminer la trajectoire, éliminons le temps ¢. Calculons 2 cet effet cos wt
et sin wt, et écrivons que la somme de leurs carrés est 1 :
XWy— YU . Xo—X
o~ VYo smwt:a)yo Yo
XoWo—Yolo XoWo—YoUo

2 ) 2
XWg— YU Xo—X
< o)’o>+wz<YO .YO>=1.
XoWo—Yolo XoWo—Yolo
On reconnait I’équation d’une ellipse de centre O. Cette ellipse sera parcourue
indéfiniment dans le méme sens. La durée d’une révolution est T=27/w ; elle ne

dépend ni de la position initiale ni de la vitesse initiale.
Si y, et v, sont nuls, cette équation se simplifie :

CRE

2. Cas de la répulsion. Posons k = mw?®. Alors

coswt =

v
X = xo ch wt + -2 sh wt y=yochwt+fgshwt.
w )

On élimine ¢ en écrivant que ch? wt—sh? wt = 1. On obtient 1’équation d’une
hyperbole de centre O.
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Lorsque y, et w, sont nuls, il reste

Xo Wy .

8.8 Oscillations d’une colonne liquide (Fig. 8.7). Soit un tubeen U de section S
renfermant un liquide quelconque. Si on provoque une dénivellation x d’un cbté
vers le bas, le niveau s’¢léve de la méme quantité x de I’autre coté. Le liquide va se
mettre en mouvement sous ’action de la force motrice qui est le poids de la

colonne de liquide de hauteur 2x; et si J est la masse volumique du liquide et g
’accélération due 4 la pesanteur, cette force est

F = S2xdg .
En négligeant les frottement et en appelant :

m  la masse fotale du liquide,
! la longueur du tube occupé par le liquide,

ona
m = [S0.

17
""""IX _____ %‘ initial

FiG. 8.7

L’équation fondamentale de la dynamique s’écrit

a3

md - — S 2x6g

de?

avec le signe moins, car la force est dirigée en sens inverse du déplacement de x,
puisque nous avons compté x @ partir de la ligne de niveau initial. On aura donc
I’équation du mouvement
cd*x .
IS6 — = — S2xdg
dt
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2
%—‘-;f= —-%gxz —w?x
t

2
%—%—wzx:O,

c’est un mouvement sinusoidal, et I’on remarque, par rapport & 1’équation que
’on avait trouvée lors du calcul de la période d’un pendule, que le liquide oscille
comme un pendule de longueur //2. L’élongation est

X = X sin(wt— @)

et la période T est

T=32—7—t=27r [—l—;
w 2g

elle est indépendante de la section du tube et de §, donc de la nature du liquide.
Mais il n’en serait plus de méme si on avait tenu compte de 1’amortissement
produit par le frottement du liquide dans'le tube.

8.9 Calcul de la période d’un circuit oscillant. On sait qu'un circuit oscillant,
ou circuit d’accord, est formé d’une bobine branchée sur un condensateur.
Appelons C la capacité du condensateur et L I'inductance de la bobine. Le conden-
sateur, ayant été chargé, se décharge dans la bobine (Fig. 8.8).

/v/

<

FiG. 8.8

Plagons-nous a un instant quelconque de la décharge et soient :

i I’intensité du courant & ce moment,
q la charge électrique qui existe & ce moment dans le condensateur,
-v=¢g/C la différence de potentiel aux bornes du condensateur i cet instant.

Nous savons que la f.é.m. résultant de la variation de flux dans la bobine est

e = ——Lg.
dt



Applications des équations différentielles du deuxiéme ordre 159

La loi de Kirchhoff nous donne alors

i = vte
R
On en tire
Ri = v—-Léi.
dr

Comme v = q/C, i= —dq/dt et di/dt= —d*q/dt?, nous obtenons 1’équation
différentielle

2
1L, g%, 9 _
dt it C

Nous ferons un peu plus loin une étude compléte de cette équation, mais pour
I'instant, faisons une étude simplifiée en supposant R =0 (trés souvent on peut,
en effet, négliger R); il reste alors

2
9,49

Le courant est donc sinusoidal, et

T = 27c\/vLC;

c’est la célébre formule de Thomson.

8.10 Propagation de la chaleur le long d’une barre. Soit B une barre, dans ’air,
supposée trés longue (théoriquement infinie) dont une extrémité est encastrée dans
un milieu dont la température est plus élevée que celle de I’air ambiant (Fig. 8.9).
On demande la distribution de la température le long de la barre lorsque le régime
permanent est atteint.

N

FiG. 8.9
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Soit 6 I'excés de la température au point d’abscisse x sur la température ambian-
te; nous nous proposons de déterminer 6 en fonction de x.

La quantité de chaleur qui traverse la section S de la barre (par conduction) a la
distance x est, pendant une seconde,

do
= —KS —,
¢ dx

avec le signe moins car 6 diminue si x augmente. Le coefficient K est la conductivité
thermique du matériau.
A la distance x+ Ax, cette quantité devient

2
Q—AQ = —KS <d.—9 - i—f Ax),

dx dx

et la différence

d%e
AQ = —KS — Ax
¢ dx?

est perdue par I’aire latérale (par convection) de la tranche Ax.
Calculons par ailleurs cette derniére quantité de chaleur perdue. Notons

p le périmétre de la tranche Ax;
o le coefficient de déperdition extérieure, qui dépend de 1’état de rugosité de la
surface extérieure, de sa nature et aussi de sa couleur.

La tranche Ax a une aire latérale égale & p Ax. La quantité de chaleur perdue en
une seconde est

AQ = —aflp Ax .
En égalant ces deux valeurs de AQ, on obtient
d*g .
~KS — Ax = —allp Ax.
dx? P

Posons m? = pa/KS ; nous obtenons 1’équation différentielle
2
~——-g ~m?0 = 0.
dx
La solution est _
0 =Ae™+Be ™,

Supposons par exemple > 0. Puisque 8 tend vers 0 lorsque x tend vers -+ oo,
nous voyons que 4 =0, D’autre part, si x=0, § =6,, d’oli B=6,. Ainsi,

0 =0, e .

La température décroit donc exponentiellement,



Applications des équations différentielles du deuxiéme ordre 161

En pratique, en biologie par exemple, on prend une lame métallique mince
que ’on replie en zig-zag (Fig. 8.10) et que I’on chauffe en 4 par une source de
chaleur; on obtient ainsi, le long de cette lame, des températures constantes en
chaque point, et variables en fonction de I'éloignement.

Fia. 8.10

MOUVEMENT DU CADRE D’UN GALVANOMETRE

8.11 Etude détaillée de la décharge d’un condensateur dans une bobine d’induc-
tance. Cette ¢tude est intéressante a plusieurs points de vue : d’abord au point de
vue strictement mathématique, puis au point de vue radioélectrique, enfin elle se
retrouve dans un grand nombre de phénomeénes oscillatoires chaque fois qu’il y a
de ’amortissement, par exemple le mouvement d’un cadre d’un galvanométre, le
le mouvement d’un navire, les vibrations d’un ressort, etc.

Ici, nous allons étudier en détail le fameux circuit oscillant qui est & la base de
tous les circuits de la radio (Fig. 8.8). Considérons un condensateur de capacité C
qui a été chargé sous une d.d.p. V; il posséde une charge électrique

Q=CV
et une énergie potentielle
W= LCV?

qui se manifestera par un dégagement de chaleur pendant la décharge.
Déchargeons ce condensateur dans une bobine dont la résistance est R et dont
I'inductance sera désignée par L.
Nous avons déja établi au n°® 8.9 I’équation

&g . d
Ld+rA+ L0, (1)
a?di

Faisons plutét intervenir la d.d.p. v = ¢/C; alors

2 2
da_od o da_d
dt dt dt dt
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L’équation (1) devient

2
IOy ol
dr? dt €

d’v, Rdv | v
e o o e e

dt? L dt LC

Posons pour simplifier I’écriture
Ry o Lo ;
2L LC

nous obtenons ’équation fondamentale

2
d—:+2a(—i—v+92v = 0
dt dt

C’est une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants
sans second membre. Le cas oll @ = 0 est celui de ’équation du pendule; nous n’y
reviendrons plus.

Le polyndme caractéristique est

P = X2420X+ Q%

Nous devons distinguer trois cas, suivant que le discriminant réduit,
2 2
A =a*— Q"

est strictement positif, nul ou strictement négatif.

Premier cas : a® —Q2 >0. Clest-a-dire (R/2L)? > 1/LC, ou encore

R>2\/:L—
C

Il'y a deux racines réelles. Pour alléger 1’écriture, posons m = \/a? — Q2. Les racines
sont alors

ryo= —ot+m Py = —d—m.
La solution est donc

v = A e(r}r—a)l+B e—(m+a)t.
De plus,
dq dv (m——a):b —{(m+a)t
= === —C — = —C[d(m—a) e —~B(m+a)e 1.
dt dt
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Calcul des constantes. Les conditions initiales sont, pour ¢ =0,
v=V et i=0.
Les constantes A et B sont donc données par le systéme

A+B=V
A(m—a) — B(m+a)=0.

Les formules données au tome 1 conduisent aussitdt a

A= V(im+a) B = Vim—a) .
2m 2m
D’ol
v = z [(m+a) e™ D + (m—a) e~ "+91]
2m
et
. V (m—a)t " —{(m+ta)t
[= ~2——C[(m+<x)(m—oc)e —(m—a) (m+a)e 1
m
2
— VCQ [e(m—a)t__e—(m-i'a)t]
2m
(compte-tenu du fait que m?—o? = —Q2). On remarquera que les coefficients m—a

et — (m-+o) sont tous deux strictement négatifs.

Tracé des graphes. La fonction v, somme de deux exponentielles décroissantes,
est elle-méme décroissante. La dérivée est proportionnelle & i(i = — C dv/dt) ; elle
s’annule donc lorque t =0, ce qui montre que la tangente au point d’arrét est
horizontale. Lorsque ¢ tend vers 400, v tend vers 0; ’axe Ox est asymptote au
graphe de v.

Pour étudier la variation de i, remarquons que

1%

i e “shmt.

m
Donc
di vc* _
— = —— " *(—~a shmt+m chmi),
dt m

expression s’annulant si et seulement si th mt = m/e. Nous pouvons alors dresser le
tableau de variation :
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t 0 1 Arg th m/o +00
m

i’ + 0 -

i 0 ya N\ 0

<Rappelons que Arg th n_ 1ln atm >
o o—m

Ainsi, chose curieuse, v décroit lentement, et cependant i passe par un maximurm,
correspondant bien entendu au point d’inflexion de v, puisque v” s’annule en méme
temps que i’ (Fig. 8.11).

Fie. 8.11

Deuxiéme cas : a®> —2? = 0. C’est-a-dire (R/2L)? = 1/LC, ou encore

R=2\/—§
C

C’est la résistance critique, elle est toujours trés grande en radio, supérieure 2
1000 ohms. En effet, dans les bons circuits de radio le rapport L/C est toujours
supérieur a 400 000, prenons méme 10%, d’ou

R =2./10% = 2 000 ohms.

Il'y a une racine double, & savoir r = —«. La solution est donc
v==¢" (A+Bt) = e (A+B1).

De plus,
i= —%‘-j—t-’ = —C[(A+Bf) (—a) e “+e " “B].
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Calcul des constantes. Un calcul analogue au précédent fournit aussit6t

= Ve *(l+at)
i=CVate ™

<
|

Tracé des graphes. Puisque i = — C dv/d¢, on voit que v est encore décroissante.
D’autre part,

i = CVate ™ (l—at).

Donc i passe par un maximum lorsque ¢ = 1/a, correspondant bien siir & un point
d’inflexion pour ». On peut remarquer que cette valeur 1/ est strictement infé-
rieure 4 celle que ’on a trouvée dans le premier cas; donc le deuxiéme cas corres-
pond pratiquement & la décharge du condensateur dans le temps minimal.

Les graphes ont la méme allure que dans le cas précédent (Fig. 8.11).

Troisiéme cas : a? —22 <0. C’est-a-dire (R/2L)* < 1/LC, ou encore

R<2ﬁ
c

Il v a deux racines complexes conjuguées. Pour alléger Pécriture, posons
m=./0Q%—u?. Les racines sont alors

rp=—at+jim r?P= —a—jm.

La solution est donc
v = e *(M cosmt+ N sinmt).
De plus, '
i=-c
dt

—C[(M cosmt+N sinmt) (—a) e”* +

It

+ e~ *(—Mm sin mt+ Nm cos mt)]

—C e " *[(Nm—Muc) cos mt — (Noo+ Mm) sin mt].

Calcul des constantes. Les conditions initiales conduisent cette fois &
M=V Moa—Nm = 0.

D’olt N = Maj/m = Vajm et

- o
p= Ve ¥ <cos mt + — sin mt>.
m
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Si on pose tg ¢ = mjua, on en déduit

. m
SiNQ = —m ==

mo
m?ta? Q’

cos @ = =

o
4/m +o? Q

=V 2 e~ sin(mt+ )

b= Ve <sm @ cos mt+cos ¢ sin mt>
m

sin ¢
_crve Q*
m

e ™ sinmt.

Mais, en général, o® est beaucoup plus petit que Q?, aussi peut-on écrire
m? = Q% —a? x Q? et mxQ;

donc tg ¢ = Q/« est presque infinie et ¢ est égal environ a 7/2, et comme

L £
cos mt = sin (— — mt> = gin{ -~ + mt),
2 2

on obtient finalement

v=Ve “sin <Qt +g>

Ve ™ cos Qt,

I

i =CVQe ™sinQt

ce sont les équations cherchees qui montrent que I’on a une décharge sinusoidale
amortie.
La décharge est, dans ce cas, oscillante. .

Tracé des graphes. On voit que v est décalé de n/2 sur i. Pour étudier la varia-
tion de i, calculons la dérivée :

di CvQ? —a
— (—oe
dt m

—at

"sinmt+e ™ m cosmt).

Cette dérivée s’annule donc si

— o Sin mt+m cos mt = 0

soit tg mt = mfa ~ Qfa. Les abscisses des extrémums sont équidistantes, puisque la
fonction ¢ +> tg mt est périodique.
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La période est

2r
1 R?

LC 4L

T =

C’est la formule exacte trouvée par William Thomson.
En pratique, o? est trés petit devant Q, et il reste

T =2n/LC

La fréquence peut varier de quelques hertz & plusieurs dizaines de milliers de
mégahertz (1 MHz =1 000 kHz).

L’intensité s’annule lorsque mt =0, n, 27, 37, etc., tandis que les extrémums
sont atteints lorsque tg mt = Q/a. Donc les maximums de i ne sont pas au milieu de -
la demi-période, mais un peu avant. Il faut d’ailleurs qu’il en soit ainsi pour que,
ainsi qu’on va le voir, le graphe de i soit tangent & celui de 1’exponentielle CVQ
e, On obtient ainsi la courbe de la figure 8.12.

iA

cvQl .

3

e e e — o e

Fic. 8.12

.Aux points 4, B, C, D qui correspondent au milieu des arches de la sinusoide
sin Qt, il est facile de voir que la courbe amortie-du courant est tangente & 1’expo-
nentielle

I=CVQe .
En effet, la courbe amortie
i=CVQe ™ sinQt

a méme amplitude que [ pour Q¢ = n/2.
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La tangente en 4, B, C, D, a pour valeur, pour la courbe du courant

% = CVQ[—ae ™sinQt+e” ™ Q cos Q1]
t

et pour Qf =n/2

% = CVQ(~a e ™™+0) = —aCVQ e ™.
t

Or, cette valeur est la méme que celle de la tangente 4 la courbe de I'; en effet,

I cvo(—ae.
dr

On voit enfin que les amplitudes décroissent d’autant plus vite que « = R/2 L est
plus grand, c’est pourquoi a est appelé le coefficient d’amortissement du circuit
oscillant, '

La quantité Q qui est le coefficient de ¢ dans le sinus est la pulsation propre du .
circuit oscillant

1 2n

Q= ===
J T

et la fréquence propre f du circuit oscillant est f'= 1/T.
On remarque que ’on a

Q

@=L
LC
d’ou
LCOQ?* =1 |,

formule qui ressemble a celle de la résonance des circuits de réception. Ici, en effet,
il n’est pas question de résonance, puisque c’est un circuit qui oscille spontanément,
c’est un générateur d’oscillations amorties. :

On sait qu’un tel circuit, reli€ convenablement 4 une lampe amplificatrice,
donnera des oscillations entretenues d’amplitude constante, que nous étudierons
plus loin.

Cn peut remarquer que, dans la décharge amortie, ’amplitude maximale de la
- premiére oscillation est

Lo = CVQ

max

et, comme ¥ et  sont trés grands, cette intensité peut atteindre, dans les postes
d’émission de radio, plusieurs dizaines de milliers d’ampéres.
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Application numérique. Prenons

henry R = 0,05 ohm.

C = 71077 farad L=71

10°
Alors
o == —R— = 17 500
2L
T = ——L———s.
150 000

Si V = 80 000 volts, on trouve pour la premiére amplitude maximale
I = 56 000 ampéres!

mais au bout de 115 oscillations (soit au bout de 1/1 300 de seconde) I’amplitude est
réduite & 1/2 ampére, soit 1/100 000 de sa valeur initiale.

Amortissement des oscillations. Faisons le rapport de deux amplitudes distantes de
une période

ip=1Te ™ sinQi
et
fop =17 DginQ(+T),

ce qui donne

i, Ie™™ sinQt

oy 1e*DsinQ+T)’

or, les sinus sont égaux, et il reste

H —at
h_ 8 e
iz e'!l( e‘-mT

Donc les maximums successifs décroissent en progression géométrique, de raison
T
e,

Prenons-en le logarithme népérien :

i
oT =1In-L;
2

cette quantité s’appelle décrément logarithmique et se note o

ol =6 |,

elle caractérise la rapidité de décroissance des oscillations.
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On peut écrire

or, en pratique, les radio-techniciens désignent par Q la quantité LQ/R (ou coeffi-
cient de surtension); on obtient ainsi la formule curieuse

QA

Il faut remarquer que 6 = o7 est un nombre pur, sans dimension; ¢’est un coeffi-
cient, qui est une caractéristique du circuit oscillant.

En pratique, Q varie de 100, pour les mauvais circuits, 4 500 pour les trés bons
circuits de la radio. Cependant, avec des cavités résonnantes on arrive 3 Q = 10 000
et méme plus, ceci avec les ondes de trés haute fréquence du radar ot1 I’on utilise des
fréquences allant jusqu’a 10 000 et méme 30 000 mégacycles/s, ce qui correspond a
des longueurs d’onde de 3 cm et méme 1 cm, produites par des magnétrons 2
cavités résonnantes.

8.12 Analogie mécanique. Soit un corps de masse m attaché & un point fixe
au moyen d’un ressort, le tout étant placé dans un milien visqueux. Si on écarte le
corps de sa position d’équilibre, il y revient aprés une série d’oscillations amorties
ou périodiques. Appelons x I’élongation du mobile & un instant ¢ quelconque, et
supposons que la résistance due au fluide soit proportionnelle i la vitesse; c’est
donc une force retardatrice de la forme r dx/dt, ol r est le coefficient de frottement.

D’autre part, la force élastique due au ressort est évidemment proportionnelle
au déplacement x, soit F; = Kx. On aura donc, en appliquant la formule fonda-
mentale de la mécanique et en écrivant que la somme de toutes les forces est nulle,
y compris la force d’inertie m d®x/d¢? :

2
md—x+rg~JE+Kx = 0.
de? t

En comparant & I’équation étudiée plus haut,
dg.,. 9 _,,

dZ
1+rRE Lo

L —=
de? dt C

on voit qu’a la charge g correspond 1’élongation x, au courant i = dg/d¢ correspond
la vitesse v = dx/dt, & la résistance ohmique R correspond le coefficient de frotte-
ment, & I'inductance L correspond la masse m du corps, et & la capacité C corres-
pond 1/X, ol K est le coefficient d’élasticité,

Enfin, & I’énergie électromagnétique 1/2Li* de la bobine correspond I’énergie
cinétique 1/2mv®. 11 y a analogie compléte entre ces phénoménes électriques et
mécaniques.
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8.13 Mouvement du cadre mobile d’un appareil de mesures électriques. Nous
pouvons aussi appliquer les considérations précédentes 4 1’étude du cadre d’un
appareil de mesures électriques (balistique ou autre), suspendu 4 un fil de torsion ou
placé sur deux pivots et muni de deux ressorts spiraux s’opposant 4 la rotation.

Appelons :

le moment d’inertie de ’équipage mobile par rapport & [’axe,

I’angle de rotation au bout d’un temps ¢,

une constante qui dépend de I"amortissement du cadre (celui-ci est doi & la
résistance de 1’air ainsi qu’a Deffet retardateur dfi aux courants de Foucault),
une constante qui dépend de la torsion du fil ou des ressorts spiraux.

a X~

Il'y a deux causes qui s’opposent au mouvement :

1° e couple de torsion du fil ou des ressorts, et qui est proportionnel & I’angle 6,
soit C8,

2° un amortissement d@ a I’air, ou 4 une cause électrique, et qui est propor-
tionnel & la vitesse de rotation df/d¢ du cadre.
La formule fondamentale de la mécanique pour les corps tournant nous donne
ici
2
I (i—g = — K §_Q —CO;
de? dt

on obtient alors ’équation classique

2
1909 g
dt dt

donnant la valeur de I’angle # en fonction du temps ¢.
Si 41C > K?, la solution est sinusoidale, et en posant
2
02 C K ‘ K

e O = e
I 417 21

on obtient, comme solution de I’équation différentielle,

0 = e~*(C, cos Qt+C, sin Qf)

0 = 6y e"* sin(Qt—p),
exactement comme pour la décharge oscillante d’un condensateur dans une bobine
d’inductance.

Si 4IC < K2, on trouve une somme de deux exponentielles, le systéme
n’est plus périodique, et le mouvement est monotone.
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OSCILLATIONS FORCEES

8.14 La résonance. Considérons un point de masse mz, soumis & une force
d’attraction proportionnelle & la distance x & un point fixe 0 sans amortissement
(voir n°® 8.7). L’équation du mouvement est

dZ

dZ-I-coox—O

La solution générale est
x = A cos wyt -+ Bsin wyt.

Supposons maintenant que ce systéme, qui est capable d’osciller avec la pulsa-
tion propre w,, soit soumis & une cause extérieure sinusoidale de pulsation w.
L’équation du mouvement devient

d*x .
_— +m0x = g smawt.
de?

Si w # wy, la théorie générale (voir n° 7.10) conduit & chercher une solution de la
forme

x = Csin(wt+¢), ol C>0.

On trouve aussitdt

—sio<wy, C=-—F5—F ¢=0;
COO-*CO
. a
—siw>wy, C=-5—F ¢=n1m.
CI)"'CUO

11 en résulte que si w < wy, le mouvement est en phase, et si w > wy, le mouvement
est en opposition de phase.
Si w = wy, il convient de chercher une solution de la forme

x = (ot + f8) sin wyt + (yt+8) cos wyt .

Un calcul analogue 2 celui du n° 7.11, exemple 10, conduit 2

X = — t coswgt,

2w

expression non bornée.

De plus, I’expression de C pour w # w, tend vers I'infini si w tend vers wy. On
dit qu’il y a résonance lorsque w = wy. L’ amplitude du mouvement devient considé-
rable, et il y a apparition de forces énormes.

Ainsi, la résonance (ici mécanique) permet, avec de faibles forces, d’obtenir des
effets intenses, et méme violents.
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On obtient en radio, avec des circuits oscillants, des effets analogues, ce qui
permet d’obtenir des courants intenses et des tensions trés élevées ou surtensions,
trés utiles pour les amplificateurs ou pour 1’émission.

8.15 Cas de I’amortissement. Tenons compte cette fois de ’amortissement.
L’équation des oscillations forcées devient

d? .
__z’f + 2a dx + Q?x = a sinwt.
dt dt

Si a0, jo et —jo ne sont pas racines du polyndme caractéristique, on peut
trouver une solution particuliére de I’équation avec second membre sous la forme

x = A sin wt+ B cos wt .

D’ol
dx .
— = Aw cos wt— Bw sin wt
dt
d%x .
- = — Aw? sinwt— Bw? coswt,
t

ce qui donne

a sin wt = (—Aw? sin wt— Bw? cos wt) +
+ 20 (Aw cos wt — Bw sin wt) + Q*(A sin wt+ B sin wt)

= (—Aw*—20wB+Q* A) sin wt + (—w? B + 20w + Q*B) x
X cos wt .

On en déduit par identification
(Q*—w*) A —20wB = a
2004 + (Q*—w?) B = 0.
La théorie des systémes de Cramer (voir tome 1) conduit aussitt a

0% —w? 20w
Ad=a—— 2 2 B=—a-——3 z 2"
(Q —w )Y +4a”" @ @ -0 +4a"w

On remarquera que |B| est maximal (mais non infini) lorsque @ = Q. Le phéno-
méne de résonance est beaucoup moins marqué, du fait de I’'amortissement.

Application numérique. Prenons o =2, Q= 3, a=13 et w = 2. L’équation diffé-
rentielle s’écrit alors '

2
9—)£+4QC*-I—9x=3sin2t.

de? dt
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La solution est donc, pour ’amplitude instantanée de la vibration :

x = 15 sin2¢ 4 cos2t
8 89 |
3 .
== — (5 sin2t—8 cos2t),
89

ou bien

sin(2t— @)

®
Il

g

avec tg ¢ = 8/5.
La période est :

T = 2_n = gﬁ == g secondes.
w

Remarquons que la solution générale de I’équation différentielle est :

x =M e *sin(/5t+a) + \—/%——5 sin(2t— o),

et, au bout de quelques périodes, on a bien :

=

] —3—sin(2t—(p).

NES



CHAPITRE 9

APPLICATIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES DU DEUXIEME ORDRE
AUX CIRCUITS ELECTRIQUES

Nous avons déja étudié en détail au chapitre 8 ’exemple fondamental de la
décharge d’un condensateur dans une inductance. Nous allons voir maintenant
d’autres exemples faisant intervenir des équations différentielles linéaires du
deuxiéme ordre.

9.1 Probléme I. On consideére le circuit linéaire de la figure 9.1 :

| s

H
r ) R
) hy Ig
C
ult) pu— vit)

- ‘ia
FiG. 9.1

a) Former une équation différentielle vérifiée par la tension de sortie v, le signal
d’entrée u étant supposé connu.

b) Le signal d’entrée étant un échelon d’amplitude E, déterminer la solution
générale de I’ équation différentielle précédente. Etudier la solution correspondant aux
conditions initiales. :

¢) Déterminer la réponse a un signal sinusoidal u(t) = U sin wt.

a) Les lois de I’électricité fournissent les relations suivantes :

U-—"0ec V—10¢

ij = Xt | i, = 2
1 ; ) 2= "% 2
i3 = Coc 3) iy =iy = y(u' =) 4)
i3 =1; + 1 (5)

En éliminant i;, i, et i entre les relations (1), (2), (3) et (5), nous obtenons
Cop =222 1% (6)

r R
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D’autre part, en éliminant i, entre (2) et (4), nous voyons que
ve = v—Ry(w' —v").
D’oli, par dérivation,
ve = v ~Ry(u" —v").

En reportant les valeurs de v et de v dans la relation (6), nous obtenons finale-
ment

y <1 1 1) L, b . <1 1> ,, 1
vVl —t+—=+— v + v=u A=t —Ju + u
Ry rC RC rRCy rC  RC rRCy

Posons

N TS N e
2\Ry rC RC rRCy
1 1 5
D=u"+{—=+—1u'+Q%;
v <rC RC)

Péquation différentielle devient :

V4200 + Q%0 = o(f)

Le polyndme caractéristique, P = X?+2aX+Q?, a pour discriminant réduit

A,_1<_1_ 1 _;_)2_ 1 _ (rC+Ry+r)* —4RrCy
4\Ry rC RC/ rRCy 4(RrCy)* )

or,
(rC+Ry+ry)*> — 4RrCy > (rC—Ry)*.

La solution générale de I’équation sans second membre est donc de la forme
v=-e"(k;e"+k,e™™), ol m=.,/4".

b) Dans le cas d’un échelon, pour tout instant ¢ > 0, ' =u" =0 et ¢(¢) = QE.
(On notera que u est seulement dérivable 4 droite 4 I’origine.) Il existe une solu-
tion évidente de I’équation avec second membre, 2 savoir v = E. La solution géné-
rale de I’équation avec second membre est donc

v=re "k, e™+k,e”™ +E.
Déterminons les constantes en fonction des conditions initiales, en remarquant

que le circuit est alors équivalent & celui de la figure 9.2a), ou encore 4 celui de la
figure 9.2b).
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Ta (0]
1 oy — _;J:[:_- /‘,(0)(- wl'z(o)
r R
+ r R
S Tiato) viol= £
/3(0)
FiG. 9.2a FiG. 9.2b

Nous voyons ainsi que 7; (0) = E/r, i,(0) =i,(0) = E/R. Il en découle que v(0) = E
et que v'(0) = — E/yR (le symbdie v’ (0) désignant la dérivée a droite de v a Pori-
gine). Les constantes k, et k, sont données par le systéme

kI+kZ = O
roky+rk, = —E[yR.

D’oir
k;= —k; = E[2Rym

e'—'at
v=FE <1 - sh mt>.
Rym
L’étude est alors calquée sur celle de la décharge d’un condensateur dans une
inductance (voir chapitre 8). La dérivée de v s’annule au point

et

1 m
0 = — Arg th —;
m o
elle est négative avant, positive aprés. On vérifiera que la dérivée seconde s’annule

lorsque

thmt = 2am  2thml — th2m0,

o2 +m? B 14th? mb

soit t=20. Le graphe est représenté figure 9.3.

c) Le second membre se présente sous la forme

1 /1 1
o) =[(Q*—0?) sin 0t+2fw cos U, ouf = — <—+—>.
0 ( [( ) B ] B sc\r T

Puisque jo et —jw ne sont pas racines de P, on peut chercher une solution parti-
culiére de la forme

v(t) = Vsin(wt+y).
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Avit)

ultl=F

Fic. 9.3

On peut aussi adopter la notation complexe : on remplace v’ par jov, v” par
jov' = —w?v, u' par jou et ¥’ par —w?u. Alors '
[(Q*—w?) + 2jaw] v = [(Q*—w?) + 2jfw] u,
d’ot le coefficient de transfert 7" en notation complexe :
Q?—?+2jfew

T = .
Q* —w? +2joaw

R e

Le module d’un quotiént étant le quotient des modules, et [’argument la différence
des arguments, nous obtenons facilement

(QZ____COZ)Z + 432 CDZ

T =
Il (Q*—w?? + 40’ 0®
et
tgy, —tgy,
tgy =g, —yo) = ———————,
1+tgyy tgy,
ol
. 2Bw 2aw
tglpl = 92-—-602, tglpz = Qz_wz .
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Ainsi, ,
2fw—2aw 20 (Q*—a?) (B—a)

(Q*—w?) (1 + (—_——Qi“ﬁwz)J (@ =" + dofo?
-

tgy =

et, finalement,
v(t) = U|T| sin(wt+v) .

9.2 Probléme II. On considére la cellule de la figure 9.4.

FiGg. 94

a) Etablir les équations différentielles de ce circuit.

179

vit)

b) En déduire les expressions de i et de i, lorsque u est un échelon de tension E,
sachant que les capacités ne comportent aucune charge & Dinstant initial et que

R*C=4L.

Représenter graphiquement les variations de i et de i, dans les mémes axes de

coordonnées.
a) Les équations du circuit s’écrivent

Ri' + — + Li| = o'
2C

1
~— i,+Riy = Lij.
JC 2 t

Chacune de ces équations fait intervenir deux fonctions inconnues. Ajoutons et

retranchons ces équations membre 4 membre :

at st l+12 1]
R(@'+1i3) + = U
(" +1i3) Y
R(@'—it) + (i—i,)2C = —2Li +u'.
Comme i, = i—1i,, cette équation s’écrit encore
R =)+ (i—i)2C = —2L({"—iy) +u'.

M

@

3)
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Dans 1’équation (1), il intervient seulement le groupement x=i+i,; dans
I’équation (3), il intervient seulement le groupement y = i—i,. Gréice & ces chan-
gements de notations, on aboufit a

x'+x/2RC = u'|R )]
V20 +Q%y = u'[2L, 5)
ou2a=R/2Let 2*=1/4LC.
On en déduira x et y, puis
i=3(x+y) et L =13(x-y).
b) Dans le cas d’un échelon, ' = 0. L’équation (4) fournit
—t/2RC

x=1ke

A Pinstant initial, le circuit est équivalent & celui de la figure 9.5.

i(0) il ‘sz (0)
- Tvz {o) R

I

F1G. 9.5

m
N
|

Comme i(0) =i,(0) = E/2R, nous voyons que k = E/R. Donc
iy = B e
R

Le polyndme caractéristique de (5) est

P=X%45X+;L.
2L 4LC

La condition imposée sur R et C signifie que 4’ = 0. Le circuit trayaille de ce fait
en régime critique. La solution générale est de la forme

y=e""(kit+k,).
Les conditions initiales se traduisent par

y(0) =i(0)—i,(0) =0 et v.(0) = E[2 = Li|(0).
Comme i, = i—1i,, nous voyons que ‘

i(0) = E2L = i'(0)—i3(0) = y'(0).
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On en déduit que k, =0, k; = E/2L et donc que

y = iE—te"""
2L

Finalement, compte tenu de la relation R/2L =2« =2 Q, nous obtenons
i= £ (™2 420t ™ i, = fn(e‘ﬂ‘/z-zgt e™ ).
2R 2R

Posons pour simplifier X = Qt, Y =2 Ri/Eet Y, = 2 Ri,[E.1.’étude des variations
de 7 et de i, est ramenée 4 celles de

Y=e*?42xe* Y,=e*?*_2Xe¥.
Les dérivées sont

Y =2e ¥(1-X)—-1e ¥? Y, =2e ¥(X—1)—Le ¥
Il est impossible de calculer les valeurs qui annulent ¥” et ¥;. Maisla relation ¥’ = 0
équivaut & 1—X—1 e*/? = 0. Posons donc

Z=1-X-}e*?;

alors
Z' = —1-}e*?

expression a valeurs strictement négatives. Par suite, la fonction Z est strictement
décroissante. Comme Z(0) > 0 et que Z(1) <0, il existe une racine et une seule,
comprise entre 0 et 1.

De méme, la relation Y} = 0 équivaut & 1 —X+21 e*/> = 0. Posons donc

Z, =1-X+%e¥?;

alors
Zh = —1+%e¥?,

expression s’annulant pour e*/? =38, soit X=2 In 8=6 In 2 =~ 4,16. D’ol1 le
tableau auxiliaire :

X 0 6In2 + o0
zZ} —_— 0 +
Z, 5/4 N m / +

Le minimum m de Z,, 4 savoir 3—6 In 2, étant strictement négatif, la dérivée de ¥,
s’annule deux fois. D’olu le tableau définitif :

X 0 X, X, +00

Y} - 0 + 0 -

Y, 1 N / N 0
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Pour tracer le graphe de Y, (Fig. 9.6), on remarquera que Y, s’annule entre 0 et 1
et entre 4 et 5. L’axe OX est asymptote.

Ay

FiG. 9.6
"""""""""""""" il 7577 T e et o
i
OR = (=) ® R @
L
C i
{ o
uy ; i V‘ Yz T V2
i R H i
i i
| Q, I i Q,
B e e s s s e s e e e e it e e o t L e o e st etk s e o i 4
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9.3 Probléme III. On considére les deux quadripbles linéaires Q, et Q, de la
figure 9.7. .
On branche les deux quadripéles suivant la figure 9.8, et on charge le tout par une
résistance R.

o (2

FiG. 9.8

Déterminer R en fonction de L et de C pour que I’'amortissement soit critique. Dans
ces conditions, déterminer I’énergie W emmagasinée dans le condensateur au bout du
temps ¢ =4 L/3 R, si ’on applique & ce montage un échelon d’amplitude E a Iinstant
t=0.

L’association série-série conduit aux schémas équivalents de la figure 9.9.

R R/g

] 3R
L L W 7
u(t) []R = |uw R = |ult) L

R 2 2

C
T¢ LT L T
Fic. 9.9

L’intensité i dans le dernier circuit vérifie I’équation différentielle
oy Ry 1w
2L LC 2L
Posons comme d’habitude 2a =3 R/2L et Q*>=1/LC. L’équation différentielle
devient
i+ 200"+ Q% = u'[2L.
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Pour que ’amortissement soit critique, il faut et il suffit que o = Q, ¢’est-a-dire

Si u est un échelon, 4’ =0, et la solution générale de 1’équation différentielle est
de la forme

i=e “(kyt+k,).
Les conditions initiales se traduisent par
i0)=0 i(0) = E2L.
Donc k, =0, ky;=E[2L et

. _E ., o u
=—te
2L

Pour calculer I’énergie emmagasinée, il faut connaitre la tension v aux bornes du
condensateur. Or,

ve(t) = éf i(x) dx.

[¢]

Une intégration par parties conduit aisément 2

ve(l) = }—;j [l—e ™ (ut+1)].

Au bout du temps 4L = l,
3R «

2 2
W = (5: EHOIAE c% (1-2e"Y2 =C %—(1 J‘--ﬁ‘;) ~ 0,021 CE?.
e [

9.4 Probléeme IV. On considére le circuit de la figure 9.10.,

D
r L
*————-—-{ >l-'—[:]--’m'0‘—-—-—x

ult) — v(t)

Fic. 9.10
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a) Déterminer une équation différentielle vérifiée par la réponse en tension v.
On désignera par p la résistance directe de la diode D.

b) Etudier la variation de v lorsque u est un échelon d’amplitude E. On supposera
Iamortissement oscillant.

c) Calculer I’énergie emmagasinée dans la capacité.

a) Vu la présence de la diode, il n’existe d’intensité non nulle dans le circuit
que pendant un intervalle de temps ol la perturbation d’entrée est strictement
positive. Dans ces conditions,

u(®) = (p+r)i+Li’+v.

Posons R=p+r. Comme i = Cv’, i’ = Cv" et
u= RCv'+LCv' +v,

soit
v +2a0" + Q%0 = Q%u,

ol 2a= R/L et Q* = 1/LC. En dérivant, nous obtenons
20l + Q% =L,

L
b) Posons m=./Q*—a? Lorsque la diode est conductrice,

v =e *(k, cosmt+k,sinmt)+ E.

On trouve aisément ky = — E, k, == — Eo/m et

v(t) = E [1—e""‘ <cos mt + 2 sin mt)]
m

Il vient par dérivation

. 2
i = E e ¥ sinmt

v'(f) =
C m
(compte tenu de la relation a?+m?= Q%). Donc i est positif sur Dintervalle
[0, n/m], et la capacité se charge jusqu’au premier maximum de v. Ensuite { s’annule
et la capacité conserve sa charge indéfiniment.
Pour obtenir le graphe de la figure 9.11, on a écrit v sous la forme

—at
v(t) = E [1 . cos(mt——(p)], ol tgo = ajm.
cos @
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¢) L’énergie emmagasinée est

W = %CVZ’ Ol‘j V m= D <_.7£.> — E(1+e—an/m).
. m

AV
o
E(‘"‘"casq)) T
~
~
~
=~ ~
s vit)
/1: TR
! St -
~ T e e e — -
£ = o P T — -
d R
t — I
L
-
4 ' -
0/ ¢ 7T - 37 py 7
(1! 9 b+ 7 37 g
cosq))
. BN
CIRN
AN
N
AN
5
1
|
i
13
i
: ~
i ~
: -
' ~ - _
i ",_?—-:—?-:—
z 7 7T 37T .27 o 777t
o} '2—‘—(P 72 \\\ Yo ol -
\ e
e
-

Fic. 9.11
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Donc
W = %CEZ(I—i-e_“"/'")z.

9.5 Probléme V. On considére le montage de la figure 9.12.

FiG. 5.12

a) Former des équations différentielles vérifiées par v, et v, suivant la position du
contacteur.

b) Trouver une condition suffisante pour que v, =v,. Dans ces conditions, le
régime de fonctionnement de ces circuits équivalents peut-il étre oscillatoire ?

c) Sous les hypothéses précédentes, donner Iexpression des tensions de sortie
lorsque u est un échelon d’amplitude E, puis lorsque u(t) = U sin wt.

a) Etablissons les équations du premier circuit (Fig. 9.13).

p R

FiG. 9.13

Les mailles extérieure et intérieure donnent respectivement
u = p(i"*‘ll) -+ Rll +1)1
i = C(Ri{+v}).

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 4 7
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Or, i, = C,v} et i{ = C;v]. En éliminant / et /; entre ces diverses relations, nous
obtenons I’équation différentielle

pRCC v + (pC+pC, +RCy) vi+v, = u(t). 1)

Passons au second circuit (Fig. 9.14).

Q“) c2 va(1)

Fic. 9.14

Nous obtenons
u = (p+r)i+Liy+uv,.
Comme i, = C, v}, il en résulte aussitdt
LC,v5 + (p+71) Cavy+v, = u(t). 2
b) Pour que v, =v,, il suffit que
pRCC, = LC,
pC+pCi+RC = pC,+rC,.
Ce systéme admet évidemment des solutions.
Le polyndme caractéristique de ’équation différentielle (1) est
pC+pC;+RC, X+ 1

P=X*+ .
RCC, pRCC,

La relation 4’ < 0 s’écrit
(pC+pC,+RC)*~4pRCC, <0,
soit
(pC+pC;—RC,)* +4RpC? < 0,
ce qui est impossible. Il est de méme du régime critique. Le fonctionnement est
apériodique.
¢) Dans le cas d’un échelon E, les équations (1) et (2) deviennent
V' +2a0" + Q%0 = Q®°E,
ol 20 =(p+R)/L et Q*>=1/LC,. Puisque le régime oscillatoire est impossible,
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ainsi que le régime critique, les solutions sont de la forme

v =k, e +k, e +E.

Si u(t) = U sin wt, v est de la forme ¥ sin(w?+¢). En employant la notation

complexe, nous obtenons

—w?v+2a jov+ Qv =Q%u,
soit

QZ

Q*—0®+20jw

e

et
UQ? 20w
V= 8P =
\/(5.22-602)2 + 40’ w® 0" —0

9.6 Probléme VI. On considére le circuit passif de la figure 9.15, dans lequel il
n’existe aucun couplage entre les diverses inductances.

X

v{t)

Fig. 9.15

On posera

o, = L1 0, =22 g=title

ry Tz ritTa

a) Déterminer i, en fonction du temps. En déduire i, et v.

b) Trouver une condition suffisante entre les composants de ce circuit pour que v
soit atténuée (sans déformation), quel que soit le signal d’entrée u. ,

¢) On suppose que ry =r,=0. On branche & Iinstant t=0 une capacité C,
précédemment chargée d une tension E, a 'entrée AB du quadripdle. Expliciter i.
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a) Il est immédiat que

in'1+r2i1 == u.

e—t/@z t
()= <f u(x) e*/° dx+k1> .
L 0

2

Donc

Le quadripdle pouvant se ramener aux schémas équivalents de la figure 9.16, ol
L=L,+L,etr=r;+r,,ilsuffit de remplacer L, par L et 0, par 6 pour obtenir 7, :

eto t
iy = —(J u(x) e® dx+k2>.'
L 0

L:L1+ L2

12 —

2 r=r1+r2

Fi1G. 9.16

Enfin, la tension de sortie est v = L,i5+r, L,, soit

v(t) = E:Li/f <r2 - I—é—2> <ﬁ u(x) e¥® dx+k2> + % u(t).

b) Pour que la tension ne soit pas déformée, il suffit que le coefficient de I'inté-
grale soit nul, c’est-a-dire que

Fy = LZ/O ]
ou encore que ¥, L, =r, L,, soit
91 = 92 .

Dans ce cas,

v(t) = T2 u(t).

rotr,

¢) Annulons maintenant les résistances r, et r,, et remplagons la source u par
une capacité C chargée 4 une tension E. Compte tenu du fait qu’un condensateur
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chargé a F est équivalent & un condensateur non chargé en série avec une source de
tension continue E, nous pouvons établir les schémas équivalents de la figure 9.17,
ou L' =L,L{(L,+L)etL=L,+L,.

Pl A

i o 4
|

Fic. 9.17

I est clair que i vérifie I’équation différentielle
L'i"+i/C = 0.
Posons Q=1 /\/I—"E ; nous savons que I est de la forme
i =k, sinQt+k, cos Qt.
Puisque i(0) =0, nous voyons que k, = 0. D’autre part, L'i'(0) = E. Ainsi,

sin Qt.

() = —2

L’intensité cherchée est donc sinusoidale de pulsation Q=1//L’C, ce qui était
d’ailleurs prévisible, puisque les résistances du circuit sont nulles.
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TRANSFORMATION DE LAPLACE

La transformation de Laplace, introduite par P.S. de Laplace au xviue siecle,
ressemble beaucoup i la transformation de Fourier (voir tome 3); comme cette
derniére, elle a pour objet la résolution de certaines équations de convolution. Nous
verrons en outre une application & la résolution des équations différentielles
linéaires & coefficients constants.

10.1 Transformation de Laplace. Soit fune fonction a valeurs complexes nuile
sur ] —oo, O[. L’ensemble des nombres réels x tels que la fonction ¢+ | f(¢)] e™
soit intégrable sur ] —oo, +oo[ est un intervalle de R, de la forme ]a, +oo[ ou
[a, +oo[. Ilen découle que, pour tout nombre complexe p, 'intégrale [§ * £ (¢) e ?'d¢
est absolument convergente si la partie réelle de p est strictement supérieure a a.
Le nombre a s’appelle abscisse de convergence absolue.

On appelle transformée de Laplace de f, et on note F, ou encore £/, la fonction
définie sur ’ensemble des nombres complexes p tels que Re(p) > a par la formule

F(p) = f T e dr )

Lorsque a = — 00, la fonction F est donc définie sur le plan complexe tout entier;
lorsque a = +o0, I'ensemble de définition de F est vide. Si f est dominée au
voisinage de +oco par une fonction de la forme ¢ — €*', ol k est un nombre réel,
I’abscisse de convergence absolue est inférieure 4 k. En particulier, si f est bornée,
I’abscisse de convergence absolue est négative.

La fonction F s’appelle image de f'; on dit encore que f est un original de F. La
correspondance entre f et F se note F(p) Cf(¢) (lire « Fest1’image de f») ou encore
F() 1 F(p) (lire « f est un original de F»).

La linéarité de 'intégrale montre que la transformation de Laplace est linéaire :

L(af+pg) = a Lf+ L%y .

1l existe une formule de réciprocité de Laplace, analogue 4 la formule de récipro-
citié de Fourier, permettant de reconstituer f a partir de F. Mais nous ne pouvons
pas donner cette formule ici : elle fait appel a la notion d’intégration dans le plan
complexe, qui n’a pas sa place dans un cours de mathématiques supérieures (méme
non élémentaire).

ExempLE. Fonction de Heaviside. La fonction constante et égale a2 1 n’admet
pas de transformée de Laplace, puisqu’elle n’est pas intégrable sur Pintervalle
]—o0, +0o[. C’est pourquoi I’on introduit la fonction Y (lire « upsilon») de
de Heaviside, ou échelon unité, définie par

Y@ =0 si t<0
T =1 si t=0.
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(Ainsi, I’échelon de tension d’amplitude E, que nous avons déja rencontré bien des
fois, se représente mathématiquement par la formule u(¢) =EY ().) La trans-
formée de Laplace de Y est définie par

+w
ZLY(p) =j e Pdt = _1 [e™?]5.
0 p

Cette expression a un sens si et seulement si Re(p) > 0; dans ces conditions,
Y(®H3I1p.

10.2 Cas des fonctions périodiques. Soit f une fonction de la forme Yg, ol g
est une fonction admettant la période T. Nous pouvons écrire F(p) sous la forme

+ o0 T 2T
f@e™ dt = lim J f@®e ®dt+ f@e Pdt+ ...+
n— +too JO T .
(n+ 1T
+J f@e P de+ -
nT
Effectuons le changement de variable u = t— T dans la deuxiéme intégrale, ..., le

changement de variable u = t—nT dans la (n+ 1)-iéme intégrale. Nous obtenons au
second membre

T
(I4+e T+ ..+ e“""T)J f@e #dt.
0

Nous reconnaissons la somme i ’ordre n d’une série géométrique, convergente
si et seulement si [e” 7| < 1. Posons p = x-jy, x et y étant réels; alors e™ 7T =
=e T ¢7 7 et [e7?”| = |e*T|; la condition précédente devient x > 0, c’est-a-dire
Re(p) > 0. Dans ces conditions,

1 T
F T e P dt. 2
®) = = L £ @
A 1)
F E i i
: : i
I ! 1
| ! I
I | i
1 : 1
i 4 : R
0 7 22
: : i
i ! 1
: ! '
—E { ) -

Fie. 10.1
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EXeMPLE. Chercher la transformée de Laplace du signal rectangulaire de
période T (Fig. 10.1) définie par

f()=E si tel0, T/2]
=—E si te]T/2, T
=0 si t =0 ou t = T/2.

La formule (2) s’écrit ici

72 T
E_ 7 e” P dt — e P dt
1—e P Jo T/2
E B e~pt T/2 e—pt T
= e — Y
—e P p Jo p /12

__E.
p(l—e")

F(p) =

(e PT—2e7P1241),

soit encore

E(l—e~PT%? _E1-e"* E_ pT

F = e
2 p(l+e P (1—e7?"?  pl4e™™? p 4

OPERATIONS SUR LES TRANSFORMEES DE LAPLACE

10.3 Dérivation. Soit f une fonction a valeurs complexes dont la restriction a
[0, +oo[ admet une dérivée continue. Alors

+ o0
Zf'(p) =J fl(e ™ dr.
) 0
Intégrons par parties, en posant u = e~ ? et dv = f'(¢) dz; il vient
+ o0
Lf' () =[f(1)e ™5 +PJ f@®e™™dt.
0

Supposons que la partie réelle de p soit suffisamment grande pour que f(2) = o(e?’)
au voisinage de +00. La quantité entre crochets se réduit alors & — f(0). D’olt

Lf'(p)=pZLf(p)-f(0).
Autrement dit,
F' @I pF(p)-£(0). (3
On en déduit aisément par récurrence que, pour tout entier naturel non nul #,

OO F@)—p" " fO=p"2 f10) ~ ... = fOTV ). )
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EXeMPLE. Prenons f(¢) =Y (¢) sin wt. Alors, d’aprés un calcul fait au tome 3,

“+ 00 e-p: + 0
F(p) =J sinwt e dt = [— — (psinwt+w coscot)]
] ptow

0

w

pr+ow?’

soit

Y (@) sinot ] ———,
pr+w

Jformule valable si Re(p) > 0.
Comme f(0) =0 et que (sin w?)’ = w cos wt, nous voyons sans nouveau calcul
d’intégrale que
P
Y(t) coswt ] TR
p+w

On trouverait de méme

@

P —a?

Y (#) sh wt ] si Re(p) > |w|

Y@ chotd—2— si  Re(p) > la].
D —w

10.4 Intégration. Introduisons les fonctions g et G définies par
) t
g() = L f(u) du et G Lyg®.
En remplagant f par g dans la formule (3), nous voyons que

G(p) = ifF(") Co) = f () du. ®)

Cette formule est plus simple que la formule (3), car g(0) =0; elle permet de
remplacer une intégration par une simple division par p. Nous en verrons des
applications au moment du calcul opérationnel.

ExempLE. Une primitive de Y est la fonction ¢ — Y (¢). Puisque Y (¢)J 1/p,
nous voyons que

tY ()3 1/p%.

Par une récurrence évidente, on montre plus généralement que, pour tout entier
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naturel i,
Y ()
——=T11/p".
(n—D! v
10.5 Originale d’une dérivée. Supposons que la variable p est réelle; on
démontre alors que F est dérivable. (Au niveau de cet ouvrage, il n’est pas question

de dériver par rapport & une variable complexe.) De plus, en admettant que ’on
puisse dériver une intégrale généralisée sous le signe |, on voit que

+ o0
. f [—1f (0] ™ dt,
dp 0
soit

F'(p) C—tf(). , ©®
On en déduit aussitot par récurrence que, pour tout entier naturel »,

FOM@C(=1" 1 (D). Q)
EXEMPLES.

1. Prenons encore f(¢) =Y (¢) sin wt, et donc F(p) = w/(p*+ w?). Supposons la
variable p réelle; alors

, 2pw
F R e
(» o)
D’ol
. 2pw
tY(®) sinewt ] ———.
(p2+w2)2

2. Prenons f(¢) =Y (¢). Nous savons que F(p) = 1/p. Lorsque p est réel stricte-
ment positif, nous retrouvons la formule '

F'(p) = ——IEE -t Y(@®.
p

10.6 Translation. Soit v un nombre réel positif, Posons

f(t) =f(t—1).
Alors

+ o
Zf.(p) =J ft—7)e " dt.-
0]
Le changement de variable u = ¢t— 1 conduit &
+ oo

Zf.(p) = J fwye e ™du.

-t
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Puisque f est nulle sur [ — 7, 0],

Lf.(p)=¢e" ZLf(p),
soit
f(@=1) Je""F(p). (®)

Cette relation est commode pour ’étude des phénoménes retardés.

10.7 Originale d’une translatée. Soit ¢ un nombre complexe. Alors
+ oo + o
F(p—o) = J fH)e @ D dt = J [e” f()] e ™ dt.
0 [}

Ainsi,
F(p—o) Ce™ f(1). €

Cette relation est commode pour I’étude des phénoménes oscillatoires amortis.

EXEMPLES.

1. Nous savons que
Y®) O 1p sii Re(p)>0.
Ainsi, pour tout nombre complexe «,
Y e L si Re(p) > Re(w).
p—o
De méme,
Y(t)te® ] ! 5 si. Re(p) > Re(n).
(p—)

2. Soit o un nombre complexe. Chercher les images de Y (t) ¢* sin wt et de
Y (z) e cos wt.
11 suffit d’appliquer la formule (8) pour obtenir

w

Y (9 e sin wt ] ———rn——
(p—0)*+w?

p—ao

Y (1) e coswt 7} ————.
( (p—2)*+w’

10.8 Homothétie. Soit k& un nombre réel strictement positif. Posons

Je() = f(kt).
Alors

L1 p) = J " f ity e dr.
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Le changement de variable u = kt montre que

25 () = -1,; F (ﬁ)

soit encore

1. (p
ky1-F —~> . 10
F (kD) p (k (10)
ou
F(ep)C = f (‘—) (10
VT k)
Ces relations sont souvent utilisées dans le cas d’un changement de variable.

10.9 Produit de convolution. Le produit de convolution de deux fonctions fet g
nulles sur ] — oo, 0] est la fonction /4 = f # g définie par

h(®) = (f+xg) (1) = J_wf(t—u) g(u) du =L f—u)g(u)du.
Par suite,

H(p) = [ [Jt Fft—u) gw) du} e P dt.

J 0

Nous admettons que ’on peut intervertir ’ordre des intégrations. Alors

*+ oo + a0
H(p) = g(u) du J ft—u)e ™ dr.
D’aprés la formule (8), la derniére intégrale est e™?* F(p). Ainsi,
*+ oo +oo .
H(p) = g(u) e ™ F(p) du = F(p) L g(u) e ™ du=F(p)G(p).

En résumé,
F@*g()IF(p) G(p).

La transformée de Laplace d’un produit de convolution est égale au produit des
transformées de Laplace de chaque facteur.

EXEMPLES.
1. Prenons f(¢) =Y (¢) sin t et g(¢) =Y (¢) cos t. Alors

t t

sin(t—u) cosu du = %j [sin ¢--sin(t—2u)] du
0

(f*g)(t)=J

0

—_ 1 5
= 1tsint.
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D’autre part, nous savons que

p
p*+1

F(p) = — G(p) =
p+1

D’ot

p
(FG) (p) = .
(p*+1)?
En résumé,

p -
(P*+1)*

Ttsint 7]

On pourrait retrouver ce résultat lorsque p est réel, en écrivant que

dF
(‘i; C—tf(®

e
dp \p*+1 P*+1)?*

2. En utilisant le produit de convolution, trouver Ioriginal de

1
(p2+a>2)2 )

et que

H(p) =

Remarquons que

602

H(p) = L (__co_> = 1[F(p)1?, ot f(t) = Y(¢)sinwt.

pz +o?

Or,
[F(pP Cf=f.

Calculons donc

t

(=) (@) = J sin(t—u) sinwu du

0

t
= %f [cos w{(t—2u) — cos wt] du
0

1.
= — (sinwt—wt coswt).
20

199
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Ainsi,

1 1
— [ —— (sinwt—wt coswf).
P*+0?? 20° ( )

CALCUL OPERATIONNEL

10.10 Intégration des équations différentielles linéaires. Le calcul opérationnel,
appelé encore calcul symbolique, a été introduit par le physicien anglais O. Heavi-
side & la fin du XIX°® siécle. D’un point de vue intuitif, sans aucune rigueur mathéma-
tique, Heaviside a montré qu’il est possible de résoudre rapidement de nombreux
problémes en utilisant un opérateur symbolique p, en évitant ainsi les manipula-
tions souvent longues des équations différentielles linéaires. Cette méthode se
justifie (au moins partiellement) & I’aide de la transformation de Laplace : la multi-
plication par p correspond & une dérivation, la division par p & uneintégration. On
notera 1’analogie avec les nombres complexes : la dérivation de ¢ —» e'' se traduit
par une multiplication par j, I’intégration par division par j.

Considérons une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre & coeffi-
cients constants :

ay"+by'+cy =g(t). M
Soit f une solution. Alors

f'(@) JpF(p)—f(0)

() 2 p* F(p)—pf (0)—1"(0) .
Egalons les images des deux membres de (1) :

(ap® +bp+c) F(p) — (ap+b) f(0)—af'(0) = G(p), ol G(p) Cyg(r).
Ainsi,
_ G0 +(ap+b) f(0) +af ()

F
@) ap*+bp+c

Il ne reste plus qu’a trouver original de F(p).

EXEMPLES.
1. Chercher la solution f de I’équation différentielle

Y'—=y' =6y =2V (1)

saiisfc\zisant a la condition initiale f(0) = 1, f'(0) = 0.
L’image de f"—f'—6f est

p* F(p)—pf(0)—f"(0)—pF(p)+£ (0)— 6 F(p) ,
soit, compte tenu de la condition initiale, '
(P*—p—6) F(p)—p+1.
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D’autre part, ’image de 2Y (¢) est 2/p. Ainsi,
(p*~p—6) F(p)~p+1 = 2/p;
d’olt

p 1+2

- - 2
—p+2

F(p) = p__p—p

pP*—p—6 p(p—3) (p+2)

Pour trouver 'original de F, décomposons la fraction rationnelle

en éléments simples (voir tome 1) :

X*-X+2 _ 1. 8 4
X(X-3)(X+2)  3X 15(X-3) S5(X+2)

" Donc

1 8 4
F = = ’
= =5, " 50-5 " 5p+2)

ce qui conduit a

f@ =10 (—~§+%e3‘ +3 e>

2. Chercher la solution f de I’équation différentielle
yll_3yl+2y — e-—x

satisfaisant & la condition initiale f(0) =1, f'(0) = 0.
La méme méthode fournit aussitot

@ -3p+2) F() — p+3 = ——

p+1
Donc
1
F(p) = P __ p"=2p-2
- @E-2 G+ (E-1)(E-2)
Or,
X2-2X-2 1 3 2

201

X2_X+42

X(X—3) (X+2)

X+D(X—1)(X—-2) 6&+1) T x-D 3x-2)

1l s’ensuit que

_ 1 3. 2 »
f(t)—Y(t)<6e +2e 3e>.
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- 10.11 Impédance opérationnelle. On peut utiliser le méme formalisme pour
I’étude des circuits électriques. En effet, la réponse d’un circuit linéaire a une
perturbation (régime transitoire) dépend des conditions initiales et de la perturba-
tion. II est alors possible de procéder comme en régime continu aprés avoir
remplacé les réactances du régime sinusoidal par Lp ou 1/Cp suivant le cas. Ceci
permet de définir une impédance opérationnelle, notée Z(p), par analogie avec
I'impédance Z(w), dite isochrone, du régime sinusoidal. Il est possible d’établir
I’équivalence des circuits de la figure 10.2.

—— circuit linéaire e — circuit
u(t}T non évolutif T vit) @ U(P)T symbolique TV(p)
-1 réel E— E— Z(p) E—
Fic. 10.2

Pour calculer la réponse du quadripble en notation opérationnelle, il suffit de
procéder comme en régime continu aprés avoir déterminé 'image F(p) de la
perturbation d’entrée et les impédances opérationnelles Z(p) du circuit. La solu-
tion opérationnelle est une fonction ¥ de la variable p; le véritable objet du calcul
est de rechercher I’original v de la fonction V. En pratique, il n’y a pas de grande

_ difficulté pour obtenir V(p), la transformation de Laplace permettant de calculer
assez rapidement U(p), et les lois de I’électricité faisant le reste. Pour obtenir v(z), il
n’existe pas de formulation directe. On procéde par comparaison avec les éléments
du tableau des transformées de Laplace usuelles et avec I’ensemble des régles
établies dans ce chapitre.

EXEMPLES.
1. On considére le circuit de la figure 10.3.

x

em————
x

x

Fic. 10.3

Chercher la réponse & une perturbation u
a) lorsque u est un échelon d’amplitude E ;
b) lorsque u est une impulsion isolée, prenant la valeur E sur un intervalle [0, .
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Les lois de 1’électricité permettent d’écrire

Vo) = U@ ——, on U@ o VL.

1+ L
Cp
Posons 6 = RC; alors
6
V(p) = U(p) —2—.
1+6p

a) Siu(t)=Y(¢) E, alors U(p) = E/p et
V@) =E ——.

p+l
0

Le tableau des transformées usuelles nous donne
v(t) = EY(®) e "?,

ce qui est un résultat bien connu.

b) Remarquons que la fonction d’entrée est la différence entre 1’échelon précé-
dent et EY (¢~ 1). Or,
e"P
EY(t—1) JE ~—.
P

L’image de la perturbation d’entrée est donc

U@) =2 1.
14

1l en découle que

V(p) = U(p)-l—1 = (*L' - e-pr)-

pt: \pt: pi:
6 o6 "o

Le dernier terme est le produit d’une exponentielle e#* par une fonction de la forme
1/(p—«); on reconnait I'image de Y (¢~ B) e**~#. Ainsi, I’original cherché est
v(@) = E[Y() e ™ - Y (t—1) 677,
2. Calculer la réponse a un échelon d’amplitude E du circuit de la figure 10.4.
Ici,
Z(p)

V(p) = U(p)R+Z(p),
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Fic. 104

olt Z(p) désigne 'impédance opérationnelle du circuit paraliéle, soit

_ R(R+Lp)

Z .
(P 2R+Lp

Comme U(p) = E/p, nous voyons que

V(p) = E R(R+Lp) 1 _p_ R+Lp
p 2R+Lp R+R(R+Lp) p (BR+2Lp)
2R+Lp

Une décomposition en éléments simples conduit aisément a

V<p>:§<1+1 1 )
4

3 2p+3_R_'
2L

D’ol

b(t) = ? (1+4e73R020),



EXERCICES

Transformées de Laplace

Déterminer les images des fonctions périodiques de période T définies sur
[0, T{ par

t
101 f()=E.

‘f(t)
2
E ! i
1 [}
| []
1 1
i 1
t {
H i
' 1
P !
{ 1
' 1 t
0 T 27
Fig. 1
t T
102 f()=2E7 site|:0,5:|
=2FE|1 L site Z, Tl .
T 2
it
E -
gz
0 T, T 27 -
5

Fic. 2
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Exercices
103 f@)=E sitel0, 1]
=0 sitelr, T

) f(t)

E aaam | yameceom—y
! P
i b
I i 1
1 1 ]
1 t 1
1 1 1.
I I t
1 1 1
i I 1
i I I
i 1 !
1 ! 1
' .
{ 3 ] 1

0 T T T+T 2T

FiG. 3
Examiner le cas particulier ou 7= T72.
. R T
104 f() = Esinwt site [O, 5]
T
= ( ite |=,T].
. ]2 [
A f(t)
E
T T g
0 7/2 2

Fic. 4
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10.5

f(?) = E|sin wtl.

 f(t)

Fic. 5

Calcul opérationnel

10.6

10.7
10.8
10.9
10.10
10.11

En appliquant les méthodes du calcul opérationnel, déterminer la solution f de
P’équation différentielle

y"+20y =0

satisfaisant aux conditions initiales suivantes :

a) f(0) =05 S0 =0

b) f(0)=0 £ =4

o) f(0) =05 £ =4

Meémes questions pour les équations différentielles suivantes :
y'=25y =0

Y'+4y’ +20y =0

V'+4y' +4y =0

y'+4y' +3y =0.

On considére 1’équation différentielle
d?» dv v

L—+R—+—==0.
dr? Rdt C 0

Déterminer la solution f telle que

S(0) = 500 £ =0

sachant que R =100 Q, C=0,5 puF et que
a) L=10"%H;

b) L =125%x10"3H;

¢ L=8x10"3H.
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CALCUL NUMERIQUE

11.1 Vocabulaire du calcul numérique. En mathématiques comme en physique,
les résultats d™un calcul numérique ne fournissent généralement pas la valeur
exacte d’un nombre réel (inconnu) g, mais seulement une valeur approchée a'. La
différence Aa=a’'—a s’appelle erreur. Le nombre réel a—a’' = — Aa s’appelle
correction; c’est le nombre qu’il faudrait ajouter A la valeur approchée a’ pour
obtenir la valeur exacte.

En mathématiques, ’erreur doit évidemment étre distinguée de ... la faute de
calcul. L’erreur provient d’une part de la méthode employée : par exemple, une
fonction compliquée peut étre remplacée par une fonction affine; pour calculer la
somme d’une série, on se limite aux premiers termes, car il n’est pas question de
calculer la somme d’une infinité de termes! L’erreur provient d’autre part des
arrondis : on remplace le nombre ﬁ par 1,414 et le nombre « par 3,14 ou 3,1416;
il est impossible de conserver la suite (infinie) de toutes les décimales.

En physique, il faut ajouter & ces causes le fait que méme les données d’un
probléme sont entachées d’erreurs. Il y a deux nouvelles sortes :

— les erreurs systématiques, dues aux méthodes de mesure et aux appareils
(toujours imparfaits);

— les erreurs fortuites, dues i Popérateur et au milieu dans lequel il opére.

Naturellement, on ne peut jamais calculer exactement 1’erreur que 1’on commet
sur un nombre a; on ne peut que donner un encadrement, sous la forme
a—g <a<a +¢&", ol g et g sont des nombres réels positifs. Si ’on peut choisir
¢’ =0, on dit que a’ est une valeur approchée par défaut; sil’on peut choisir &” = 0,
on dit que a’ est une valeur approchée par excés. Lorsqu’on ne connait pas le sens
de ’erreur, on préfére majorer la valeur absolue de I’erreur, et écrire |[a'—a| < ¢;
"un tel nombre réel positif ¢ s’appelle incertitude.

L’erreur Aaq et I'incertitude & n’ont guére d’intérét pratique. Une erreur de 1 cm
sur 1 m est grossiére; une mesure de 100 m & 1 cm prés est remarquable. Ce qui
compte avant tout, c’est le taux d’erreur Aaja, ou encore le taux d’incertitude &/a,
dont les valeurs numériques sont évidemment indépendantes du choix des unités.

Signalons un point de vue trés différent de ce qui précéde. Au lieu de majorer les
erreurs, on peut chercher un intervalle contenant vraisemblablement (et non plus
certainement) la valeur exacte a. Ce point de vue est celui de la statistique mathé-
matique; on I'utilise constamment dans la vie courante : sondages d’opinion,
contrdles de fabrication, etc. Nous le développerons au tome 6.

11.2 Régles de calcul des erreurs. En pratique, on assimile souvent 1’acroisse-
ment d’une fonction 3 celui de sa différentielle. Nous renvoyons au tome 2 pour le
cas des fonctions d’une variable, et au chapitre 2 du présent tome pour le cas des
fonctions de plusieurs variables.

Nous allons appliquer les résultats précédemment établis au calcul des taux
d’incertitude. Supposons que le nombre cherché a dépende de trois parameétres x, y
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et z, indépendants les uns des autres :
a=f{x,2).

Alors
Aa = f Ax+f, Ay+f] Az,

ce qu’on €crit sous la forme

Aa s Ax  yfy Ay, 2f; Az
a a x a y a z

Pour obtenir le taux d’incertitude sur a, on remplacera les taux d’erreur Ax/x, Ay/y
et Az/z par des taux d’incertitude. De plus, on remplacera les coefficients xf./a,
¥fyla et zf;|a par leurs valeurs absolues, afin de se placer dans le cas le plus défavo-
rable ou toutes les erreurs s’ajoutent.
Ainsi, le taux d’incertitude sur un prodult sera pris égal & Ja somme des taux

d’incertitude sur chacun des facteurs, puisque, si ¢ =xyz,

da _ dx dy dz

— 2 _I._ e

a x y oz

Mais le taux d’incertitude sur un quotient sera aussi pris égal a la somme des taux
d’incertitude. En effet, si a = x/y,

Comme on ne connait pas les sens des erreurs sur le numérateur et sur le dénomina-
teur, il n’y a aucune raison pour que les erreurs se compensent.

(I11y a cependant un cas ot I’on peut prendre pour taux d’erreur la différence des
taux d’erreur sur le numérateur et sur le dénominateur : c’est le cas ol a = u/u,
u et v étant des fonctions d’une méme variable x. Une erreur sur x se répercute sur u
et sur v, le signe — conservant son sens physique.)

11.3 Exemples pratiques de calculs d’erreur.
1. Nous avons déja calculé la différentielle de I’aire S = bh d’un rectangle :

dS =bdh+hdb.

D’ol
AS~ bAh+h Ab
et
AS Ab Ah
— R o —
S b he

Calculons I'incertitude sur S sachant que b =4 m, & = 2 m et que les deux mesures
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sont effectuées au demi-millimétre prés. Dans ces conditions,

AS| 05 05 _ 15
. < + =S .
S| 4000 2000 4000
Ainsi,
As] < 2§ 13X _ 3, 10-5 2 = 30 em?,
4000 4000

L’aire est donc comprise entre 80 000 — 30 et 80 000+ 30 cm?.

2. En électricité, dans la mesure d’une résistance au pont de Wheatstone (Fig.
11.1), I’équilibre du pont se traduit par

R _Ry
R, R,

R, Raq
Fic. 11.1

Ainsi, R; = R4 Ry et
R4

dR, _ 4Ry dR; _dR,

Pour nous placer dans les conditions les plus défavorables, nous prendrons

IAR,| _ |ARs]| AR2[+|AR4
IRy | IRy | [R,| |R,

<

Supposons par exemple que R, puisse varier ohm par ohm, et que R,, R; et R,
soient déterminées par le constructeur & 1/500 prés. Comme R; est connue a un.
ohm prés,

R

1 1
+

< —+—.
500 R,
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D’ol

ARy <3 L
R, 500 R, 500 R,
Si Ry =1000 Q,
AR,
R,| 500 1000 1000

Le taux d’erreur est alors de 7/1000 ou 0,7% .

3. Mesure d’une résistance électrigue au moyen d’un voltmétre. Prenons un
générateur électrique quelconque (pile séche ou accumulateur), et mesurons sa
f.é.m. E avec un bon voltmétre de résistance interne r, en branchant.ce voltmétre
aux bornes du générateur (Fig. 11.2a)).

o + E r
—— g On lit —— On lit
- |P la femn. -1 p U volts

@ ®
Fic. 11.2

Plagons maintenant en série la résistance x A mesurer, aiguille du voltmétre
déviera un peu moins puisque la résistance du circuit a augmenté (Fig. 11.2b)). Mais,
le cadran de I’appareil étant gradué, on lira ¥ volis sur le cadran; servons-nous
alors de cette lecture. '

Si p est la résistance interne de la source on a, pour l’intensité I du courant ;

E
I=—
ptx+r
mais comme r est énorme par rapport a p (surtout si la source est un accumulateur),
on peut négliger p par rapport a r, d’oll
E

I=—

x+7r

D’autre part, appliquons la loi d’Ohm au voltmétre (puisqu’un voltmétre
est tout simplement un milliampéremétre gradué en volts) :

V=rl;

en effet il y a ¥ volts entre les deux bornes du voltmétre (par construction).



212 Chapitre 11

Egalons les deux valeurs de I :

E _V e
X4r r
d’out
E-V
X=r
|4

Cherchons maintenant dans quel cas on aura la précision maximale, en calculant
le minimum du taux d’incertitude. Négligeons I’erreur sur la résistance r du voltmeé-
tre (car elle est en constantan); alors

dx _d(E-V)_dV
x E-V vV

Or, d(E—V)=dE—dV. En pratique, on prendra des incertitudes égales pour E
et pour V. Alors

2 1

éjf < JAV] (——~ + >

X -V Vv

11 faut donc rendre minimale ’expression.
-2 .1

YTE v

Annulons donc la dérivée :

L2 1 _2VP—(E-V),
y (E-V)Y?* V2 V2(E-V)?

d’ot y’' =0 pour

= (E~ V)Zb
soit
E-V =V.>2 (E> V)
ou enfin
E

= 1+\/§_

Le signe de y’ montre que cette valeur correspond a un minimum de y. Dans ce
cas, x devient :

_, [(1+ﬁ) V—V]
|4
x = rﬁ.
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INTERPOLATION LINEAIRE

11.4 Interpolation linéaire. Nous allons majorer 1’erreur commise lorsqu’on
remplace une fonction f par une fonction affine

— dans le calcul de f en un point ¢ (interpolation linéaire directe);

— puis dans le calcul de f ™! en un point k (interpolation linéaire inverse).

On emploie constamment cette méthode dans I'usage des tables numériques,
pour améliorer la précision. De plus, I'interpolation linéaire inverse contient comme
cas particulier la résolution des équations par la méthode des parties proportion-
nelles (voir n° 11.5). '

Interpolation linéaire directe. Soient f une fonction numérique continue sur un
intervalle [a, b] de R, ol @ < b, et ¢ un élément de ]a, b[. L’interpolation linéaire
directe consiste A remplacer f(c) par la valeur au point ¢ d’une fonction affine P
coincidant avec f aux points a et b (Fig. 11.3) :

Hd=ﬂ®+%§ﬂ@%ﬂﬂL

Y

0 a c b

Fic. 11.3

Pour évaluer ’erreur de méthode P(c) —f'(¢), supposons f deux fois dérivable sur
Ja, b[. Introduisons le nombre réel K défini par la relation

f@—w@-w,

2L ) —f@] +

c
b—a

f=f(a+
et la fonction numérique ¢ définie sur [a, b] par

wm==mnfw+§fuw%ﬂm+§u-@wwy
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La fonction ¢ est deux fois dérivable sur Ja, b[. Puisque
@(a) = ¢(b)=¢(q),

le théoréme de Rolle s’applique a la fonction ¢ sur les intervalles [a, c] et [c, b];
il existe donc un nombre réel ¢, appartenant a l'intervalle ]a, ¢[ et un nombre réel
¢, appartenant a I’intervalle ]c, b[ tels que

@' (¢1) = @'(c;) = 0.
Le théoréme de Rolle s’applique 2 la fonction ¢’ sur I'intervalle [¢,, ¢,]; il existe

donc un nombre réel d appartenant & 'intervalle lc,, ¢, [, et a fortiori & Uintervalle
la, b], tel que

¢"(d)=0. .
Or, la dérivée seconde de ¢ est définie par la relation
@'(x) = —f"(x)+ K.

D’out
K=1"@.
En résumé,
1@ = 1@+ =2 L&) —f @1+ 2= pa,

et ’erreur commise dans I’interpolation linéaire directe est

c—a)(c—b) .,
2
Soit 4 un majorant de |f”]; I'erreur est inférieure en valeur absolue 4
CERICL

Or, le maximum de la fonction

=) (x-b)
2

2
sur Pintervalle [a, b], atteint au point a;b, est (b—a)

. On peut donc prendre

pour valeur de l'incertitude
—m2
Gl Ny
8

Interpolation linéaire inverse. Soit f une fonction numeérique continue et
strictement monotone sur un intervalle {a, b] de R, ot @ < b, et k un nombre réel
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appartenant a I’intervalle ] f(a), f(b)[. L’interpolation linéaire inverse consiste 2
remplacer ¢ =f (k) par ¢’ = P! (k), ol P est la fonction affine coincidant avec f
aux points a et b (Fig. 11.4). Le nombre ¢’ est défini par la relation

c'—a

LfB)~f(a)]=k;
b—a

fa)+
d’ot
b—a
a+-——
fb)—f(a)

Cela revient a dire que ¢’ est obtenu par interpolation linéaire directe de la
fonction réciproque g = f !,

7

Lk—f(a)].

R4

f(b)
k

fla)

xY

0 a c ¢ b
Fig. 114

Lorsque f est deux fois dérivable sur ]a, b[ et que /' ne s’annule pas, I’erreur
commise dans I’interpolation linéaire inverse est

_Lk=f@ [k—f)]
5 g

(h).

Or,
p 1
g'Lf ()] ey

donc
£ (x)

oL =~
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Soit B un majorant de |f“/f"®]. On peut prendre comme valeur de 'incertitude

_Lf) —é’ @1 5

EXEMPLES.
1. Calculer les logarithmes décimaux des nombres

1028,7 et 10,287 .
Nous lisons dans la table
log,o 1028 = 3,011 99 .

La différence tabulaire est 43; la méthode des parties proportionnelles conduit
4 ajouter 7/10x43x 1077, La table des parties proportionnelles directes corres-
pondant & 43 fournit la valeur 30; d’ou

log,o 1028,7 = 3,01229 .
Nous en déduisons que
log;o 10,287 = 1,012 29 .
2. Trouver les nombres ayant pour logarithmes
0,229 25 et 3,220 25 .
Nous lisons dans la table
log,o 1,695 = 0,229 17 .
La différence tabulaire est 26. L’écart est
22925-22917 = 8.

Nous trouvons dans la table des parties proportionnelles inverses correspondant
4 26, en face de 8, le nombre 3. Dol

log,o 1,695 3 = 0,229 25
et
log,o 1 695,3 = 3,229 25 .

RESOLUTION DES EQUATIONS

Nous allons étudier trois méthodes pour trouver des solutions approchées des
équations :

— la méthode des parties proportionnelles, qui consiste & remplacer le graphe
d’une fonction par une corde;

— la méthode de Newton, qui consiste & remplacer le graphe d’une fonction par
une tangente;

— la méthode d’itération, qui consiste & approcher une racine par une suite de
valeurs construites par récurrence.
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11.5 Méthode des partics proportionnelles. Soient f une fonction numérique
continue et strictement monotone sur un intervalle / de R, et (a, ) un couple de
points de [ tel que

f@) f(b) <0.
L’équation
Sx)=0
admet donc une racine x, et une seule dans I'intervalle a, b[.

Une valeur approchée ¢ de cette racine est obtenue en remplagant J/ par une
fonction affine coincidant avec f aux points a et b (Fig. 11.5) :

b—a b—a
=a—f(a) ——% = p_fh) ——%
=@y e = )f(b)—f(a)

Ce procédé s’appelle méthode des parties proportionnelles, ou encore méthode .
de Lagrange; c’est le cas particulier de I’interpolation linéaire inverse olt k = 0.

rvy
fib)
a c _
0] Xo b X
f(a)
Fic. 11.5

Lorsque f est deux fois dérivable sur a, b et que ' ne s’annule pas, I’erreur de
méthode est donc
—x, _J(@ f(b) f(d)
2 fl@y
ol d appartient a ’intervalle Ja, b[.

Supposons que f”(x) ait un signe constant sur la, b[; comme f(a) f(b) <0, le
nombre ¢ est une valeur approchée par défaut si f“f’ > 0 (Fig. 11.6a) et b)), par
exceés si f"f" <0 (Fig. 11.7a) et b)).
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Ay Ly
f(b} fa)
a [4 - Xo b .
6] Xo b X (0] a c x
fl
(a) £(b)
(@) )
Frc. 11.6
Ay Ay
(@)
fib)
a__ Xo N c b
0 c b "X 0 a Xo x
fla) A(b)
@ (b)
Fic. 11.7

ExeMpLE. Montrer que I’éguation
X+2x-2=0

admet une racine et une seule entre 0,7 et 0,8.
Calculer une valeur approchée de cette racine par la méthode des parties pro-

portionnelles.
Montrons que la fonction f définie par la formule

f(x) = x3+2x-2
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prend des valeurs de signes différents aux points 0,7 et 0,8. En effet :
f(0,7) = —0,257
f(0,8) = 0,112.

Puisque f est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires montre que f
s’annule au moins une fois entre 0,7 et 0,8.

(%) = 3x*+2>0,

[ est strictement croissante, ce qui entraine 1'unicité de la racine.
Une valeur approchée est

0,1

0,7+0,257 x = 0,769 64.
Comme

f"(x) = 6x,
il vient aussitot

(%) _ 6x < 4,83 < 0.115.

F'x)? (3x*+2° 347

L’incertitude est

01120257 0415 _ 6,001 66,

Puisque f est convexe, la valeur obtenue est approchée par défaut; d’oti I’encadre-
ment :

0,769 64 < x, < 0,771 30.

11.6 Méthode de Newton. Soient toujours f une fonction numérique conti-
nue et strictement monotone sur I, et (@, b) un couple de points de I tel que
f (@) f(b) <0. Pour résoudre I’équation f (x) = 0, remplagons f par la fonction

x> f@+x—a)f@.

Cela revient 2 remplacer le graphe de f par la tangente au point d’abscisse «
(Fig. 11.8).

On obtient une valeur approchée de la racine x, en cherchant 1’abscisse ¢’ de
I’intersection de la tangente avec Ox :

f@+ (' ~a)f'(a) =0,

d’ou
i f@ 1
T @ @

QUINET — Mathématiques supérieures, Tome 4 8
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fib)

5 %, /

0 c' b

=Y

f(a)
Fic. 11.8

Pour évaluer I’érreur commise en ramplagant x, par ¢’, utilisons la formule de
Taylor-Lagrange a 1’ordre 1 (voir tome 2) :

2
' Xo—a "

76:0) = @) + (ro=0) @)+ = (a4 00—, @

ot 0 < 0 < 1. Puisque f (x,) = 0, nous obtenons par différence entre (1) et (2)
2
’ Xg—da "

(e=x0) 1@ = &= p[a10(xp-a)] = 0,

soit
_ (x0—a)’ f"[a+6(xo—a)]
C—Xq = - .
2 f'(a)
En pratique, on prend pour incertitude
M—M—Z, ol M, = sup |f"(x)] et m; = inf |f'(x).
2 ny xela,b) xe[a, b]

(On notera que cette fois les valeurs a et b jouent des rdles trés dissymétriques :
le point b ne sert qu’a garantir que x, est entre a et b, mais il n’intervient pas dans
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le calcul de ¢’. Bien entendu, on aurait pu considérer la tangente au point d’abscisse
b; dans ce cas, c’est le point d’abscisse a qui aurait un rdle secondaire.)

ExempLE. Reprenons I’équation
¥+2x-2=0.
La tangente au point d’abscisse a = 0,7 a pour équation
y = —-0257+3,47(x-0,7) .
On obtient la valeur approchée ¢’ en annulant y :

¢ = 0,7+ 0;257-7 = 0,7740.

2

L’incertitude est

001 48

=~ 0,007.
2 347

La concavité de f montre que ¢’ est une valeur approchée par excés. Ainsi,
0,7670 < x, < 0,7740 .

11.7 Méthode d’itération. La méthode d’itération repose sur le théoreme
suivant :

Théoréme du point fixe. Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle
Sermé I de R, telle que f(I) soit contenu dans I et que f' soit majorée en valeur
absolue par un nombre réel positif k strictement inférieur & 1.

1l existe alors un point & de I et un seul tel que

F@=¢.

De plus, pour tout point x4 de I, la suite de terme général x, définie par la relation de
récurrence

Xn =f(xn—1)
converge vers &; plus précisément,
]C"
%, =& < — |x1—xo. )
1—k

Remarquons d’abord que, d’aprés la formule des accroissements finis, pour
tout couple (x, x’) de points de I,

f()—f ()] < klx—x].
Unicité de la solution de I’équation f (x) = x. Soient a et b deux points de I tels que

fl@=a e fB) =b.
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Alors
la—b| = | f(@)—f(®)| < kla—b].

Puisque k < 1, nous en déduisons que a =b.

Existence d’une solution de I’équation f(x) = x. Soit x, un point de I. Considé-
rons la suite de terme général x, définie par la relation de récurrence

Xn =f(xn—'1) .
Pour tout entier # supérieur a 2,
lxn“xn—‘ll = If(xn-l) _'f(x —-2)‘ < klxn—l_xn—-z .

On en déduit par récurrence que
Ixn"'xn—ll < knvl!'xl'—xol .

Soit (r, s) un couple d’entiers naturels tel que r <s. Il résulte de I’inégalité
triangulaire que

s—1
|xs—xr{ < Z pr+1_xpls
p=r

et donc que

s—1
lx—x,| < <Z k”)]xl—xo .
p=r

Or,
p=r 1—k 1—k
11 s’ensuit que
kW
b, —xd < T il @

Puisque k < 1, k" tend vers 0 lorsque r tend vers +co. La suite de terme général
x, est donc une suite de Cauchy de nombres réels; elle converge vers un nombre
réel &. Comme D'intervalle 7 est fermé, ¢ appartient & I. Enfin, puisque f est conti-
nue, f(x,_,) tend vers f (&) lorsque n tend vers +oco. La relation

Xy =f(xn—-1)
montre alors que
&=5(.

Pour majorer |x,— ¢, faisons tendre s vers +oco dans I'inégalité (2). Comme x;
tend vers &, |x,—x,| tend vers |x,—¢&|. Le prolongement des inégalités fournit
aussitdt la relation (1).

Pour trouver une valeur approchée de la racine ¢ de 1’équation

f(x) =x,



Calcul numérique 223

il suffit donc de calculer les premiers termes de la suite de terme général x,,. L incer-
titude est alors donnée par la formule (1).

Si f* est positive, la suite de terme. général x, est monotone. Lorsque x; < Xy,
x, est une valeur approchée par défaut de &; lorsque x, > x4, X, est une valeur
approchée par excés. On dit que approximation est en escalier (Fig. 11.9a)).

Si f' est négative, les suites de termes généraux x,, et x,,,, sont monotones
de sens contraires. Par exemple, si x, < x,, les termes x,, et x,,,; fournissent un
encadrement de & :

Xan < é < Xon+1 -

On dit que ’approximation est en spirale (Fig. 11.9b)).

A
Y / 4

REEN X X2 %3¢ X 710 x, X EX3 X

(a) G))
Fig. 11.9

Si nous avons donné en détail la démonstration du théoréme du point fixe,
c’est parce que ce théoréme est a la base de la plupart des méthodes employées sur
ordinateur : équations implicites, équations différentielles, et méme systémes de
Cramer! Il est trés remarquable que dans le cas des systémes de Cramer, ot I'on
connait des valeurs exactes des solutions a partir d’une formule, on préfére employer
un procédé itératif ne donnant qu’une valeur approchée! De toute fagon, I’ordinateur

fournira un certain nombre de décimales (et non une valeur exacte); tout ce qui -

compte, ce n’est pas la méthode utilisée, mais le temps mis pour trouver un résultat!

EXEMPLES.

1. Soit a un nombre réel strictement positif. Montrer que, pour tout nombre réel
strictement positif uy , la suite de terme général u, définie par la relation de récurrence

u, = -1-<ll -+ a2>
n 2 n—1 ll"_l

converge vers d.

xy
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(On introduira la suite auxiligire
u,—a
D, = e,
u,+a

APPLICATION.  Calculer une valeur approchée de /2.
Un calcul immédiat montre que

2
Uy —a 2
v, = (——) = Vg
un—-1+a

oM.

V. =

I s’ensuit que si v < 1, ¢’est-a-dire si 4, >0, v, tend vers 0 lorsque » tend vers
+ 00 ; donc u, tend vers a.

Application. Prenons a* = 2, et uy = 1. Alors

u1 = == 1,5

[SS NI

U, = 7 ~ 1,416
12

Uy = 377 ~ 1,414 21.
408

On constate que u5 est égal & la valeur donnée pour ﬁ dans la table des racines
carrées.

2. Montrer que I’équation

x 2
f gl
o 1+1% 2

ne posséde qu’une racine positive; calculer cette racine par la méthode d’itération.
La fonction F définie par la formule : '

x t2
F(x) = dt
) Jo 1+

est strictement croissante. Comme

FO)=20 et lim F(x)= +o0,

x~++ 0

I’image par F de intervalle [0, +oo[ est ce méme intervalle. Il s’ensuit que F
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prend une fois et une seule toute valeur positive. En particulier, I"équation

F(x) =%
posséde une racine positive et une seule.
Or,
£ 1
14122 1+

donc F(x) = x— Arc tg x.

Six=1,x~Arctgx ~ 0,2 <1,

La racine cherchée est donc supérieure a 1.

La dérivée de Arc tg x est inférieure & % dés que x est supérieur a 1; le théoréme
du point fixe s’applique. D’ou

n X, Arc tg x,
0 1 0,785
1 1,285 0,910
2 1,410 0,954
3 1,454 0,968
4 1,468 0,973
5 1,473 0,974
6 1,474 0,975
7 1,475 0,975

La racine cherchée est donc 1,475. '

CALCUL APPROCHE DES INTEGRALES

Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle [a, b] de R, olla < 5. On
se propose de calculer une valeur approchée de I'intégrale

b .
I= J Sf(x) dx,
a
et de déterminer un encadrement de la valeur exacte de I

11.8 Méthode des rectangles. On peut remplacer f par la fonction constante et
égale 4 f (a). Cela revient & remplacer I’aire limitée par I’axe Ox, le graphe de f'et les
droites d’équations x = a et x = b par celle du rectangle abB’ 4 (Fig. 11.10).

On obtient ainsi la valeur approchée

Ry =(®-a)f (.
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Fic. 11.10

Pour obtenir un encadrement de I, plagcons-nous dans le cas ol f est continiment
dérivable sur [a, b]. En intégrant I par parties, nous voyons que

b b
j Jx)dx = [(x-b)f(X)}Z—-J (x—b) f'(x) dx

b
=(b“a)f(a)—f (x—b) f'(x) dx.

Posons M, = sup |f'(x)|; alors
xefla, b]
b—a)* , b—a)*
-Rit < 8= sup 1700l =D my. 1
xe[a, b} 2 ()

Soit maintenant n un entier naturel non nul. Considérons la subdivision
(x1)o < i < de Uintervalle [a, b] telle que, pour tout élément i de [1, #],
b—a

xi-xi_1 = B
n

Pour obtenir une valeur approchée de I, on peut remplacer la restriction de /'
tout intervalle [x;_,, x,] par la fonction constante et égale & f(x;..,). Cela revient a
remplacer 'aire précédemment introduite par la somme des aires des rectangles

Xi-y X Aidiy.
On obtient ainsi la valeur approchée
b—-a
R, = [f (@) + £ (xep) +f(x5) + oo+ S (- 1)].

n
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4
A Ay B
A ,
Ay A, B
A
Ay
(6] a X,’ X2 X3 b X>
Fig. 11.11

L’erreur commise est la somme des erreurs sur chacun des intervalles [x;, x;_,]. En
appliquant » fois la relation (1), nous trouvons la majoration suivante :

G- Gp 1701,

n xela, bl

lI— Rul <

On remarquera que si f est croissante (resp. décroissante), R, est une valeur
approchée de I par défaut (resp. par excés).

Nous allons montrer qu’une légére modification de la méthode conduit 4 une
bien meilleure précision, avec sensiblement autant de calculs.

11.9 Méthode des trapézes. On peut remplacer f par la fonction affine coinci-
dant avec faux points a et b. Cela revient & remplacer 1’aize limitée par ’axe Ox,
le graphe de f et les droites d’équations x = @ et x = b par ['aire du trapéze abBA
(Fig. 11.12).

Fic. 11.12
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On obtient ainsi la valeur approchée

b—a

T =
)

Lf (@)+/(b)].

Pour obtenir un encadrement de I, plagons-nous dans le cas ol f est deux fois
continliment dérivable sur [a, b]. En intégrant [ par parties, nous voyons que

jbf(x) dx = |:<x~—a;:b> f(x)}b —‘J‘b <x— a-(l;b) f'(x) dx

a+b
2

b—a b ,
= [f(a)+f(b)]~f <x— )f(X)dx-

Une nouvelle intégration par parties conduit

f <x - ”“;_”") 1) dx = 2 =) (=) £/ (T -

»

—%Jb«\-—a) (x=b) /() dx

il

——é—jb (x—a) (x—Db) f"(x) dx.

Posons M, = sup |f"(x)]. Comme

xe[a, b)

J‘b (x—a) (x—b) dx = fb (x—a) (x—a+a—~b) dx
=S =0 S G-=a = —2(-a,

il vient finalement

N3 N3
oD qup (o) = £

H-T| <
xela, bl 12

M,. )

Soit maintenant » un entier naturel non nul. Considérons la subdivision
(*)o < i< de Vintervalle [a, b] telle que, pour tout élément i de [1, #],
b—a

XXy = .
n

Pour obtenir une valeur approchée de I, on peut remplacer la restriction de /4 tout
intervalle [x;_;, x;] par la fonction linéaire affine coincidant avec f aux points x;_,
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et x;. Cela revient 4 remplacer ’aire précédemment introduite par la somme des
aires des trapézes x;..,x;4,;4,;., (Fig. 11.13).

AY
Aas
Ay
Ay Ay
AQ
0 a X, Xy X3 b X
Fig. 11.13

On obtient ainsi la valeur approchée

7 b-a [f(a);rf(b)

=
n

(X)) +f(x2) + - +f(xn-1)]-

L’erreur commise est la somme des erreurs sur chacun des intervalles [x;_;, x;].
En appliquant # fois la relation (2), nous trouvons la majoration suivante :
(b—a)’ '
Sz Sup Lf" ol

n xel[a, b}

I-T)| <

On remarquera que si f est convexe (resp. concave), T, est une valeur approchée
de I par excés (resp. par défaut).

EXEMPLES.
1. Calculer une valeur approchée de

1 .
1n2=J dx
o 1+x

par la méthode des trapézes @ 5x 1073 prés.

Comme
) = —2
. (1+x)3 ’
M est égal 4 2. L’erreur de méthode est donc inférieure &
3
M (b~a) 2

1212 B 12n%

Puisque /' > 0, on obtiendra une valeur approchée par exces.
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Si nous prenons n = 10, ’incertitude est 1,67 x 10™3. 1l convient donc de com-
mettre une erreur d’arrondi inférieure 4 3 x 1073. Or, cette erreur est due au calcul
des valeurs de f en tout point autre que 0, 0,6 et 1. Il faudra donc pousser cha-
cune des huit divisions jusqu’a la troisiéme décimale. Pour conserver le sens de
Perreur, nous prendrons pour chaque terme une valeur approchée par excés. D’oll
le tableau :

1

x =
1+x

0 1
0,1 0,910
0,2 0,834
0,3 0,770
0,4 0,715
0,5 0,667
0,6 0,625
0,7 0,589
0,8 0,556
0,9 0,527
1 0,500

La somme des aires des trapézes est
0,1(0,75+6,193) = 0,694 3 .

Finalement
0,690 < In2 < 0,695.

2. Calculer par la méthode des trapézes une valeur approchée de I'intégrale

0,6
J 14+x3 dx,
0

en partageant lintervalle d’intégration en six intervalles par les nombres 0, 0,1, 0,2,
0,3, 0,4, 0,5, 0,6. '

Préciser le sens de I’erreur commise en appliquant cette méthode et déterminer
un majorant de la valeur absolue de cette erreur en adoptant pour ce majorant
Pexpression générale (b—a)® M,[12n*, c’est-d-dire ici 0,6° M,/(12x 36), o M,
-désigne un majorant de la valeur absolue de la dérivée seconde de . /1+ x>.

Pour obtenir M,, calculons les dérivées premiére et seconde :

y =2 X
2 [+
) = 3x 9 x* 3x*+12x

[T+ 4 Q+x)2 41 +x)7
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La dérivée seconde est inférieure a

3%x0,6*+12%0,6
7 )

Nous prendrons M, = 1,8. L’erreur est alors majorée par

3
08 5020 g 10m4,
12% 36 240

La fonction étant convexe, la méthode des trapézes fournit une valeur approchée
par excés. Si nous voulons une erreur totale inférieure & 103, il convient de calculer
les valeurs de la fonction avec une erreur inférieure 4 10~ 4, La table de logarithmes
s’impose.

D’oli le tableau :

x x3 1+x° logio (1+x%) | log;o/1+x3 y

0 1

0,1 0,001 1,001 0,000 43 0,000 21 1,000 5
0,2 0,008 1,008 0,003 46 0,001 73 1,004 0
0,3 0,027 1,027 0,011 57 0,005 78 1,013 4
0,4 0,064 1,064 0,026 94 0,013 47 1,031 5
0,5 0,125 1,125 0,051 15 0,025 57 1,060 6
0,6 0,216 1,216 0,084 93 0,042 46 1,102 7

Il vient alors

=04 x[1+1,21027

+ 5,110 0} == 0,616 135.

Vu la précision des calculs, nous retiendrons
I~ 0,616.

CALCUL APPROCHE DE LA SOMME D’UNE SERIE

11.10 Calcul approché de la somme d’une série. Considérons une série conver-
gente de terme général (). Nous pouvons prendre la somme s, & 'ordre # pour
valeur approchée de la somme s. L’erreur de méthode est s, s, ¢’est-a-dire 'opposé
du reste r, & 'ordre n.

Mais il faut tenir compte aussi de ’erreur d’arrondi commise dans le calcul
approché des premiers termes de la série. On procédera donc de la maniére sui-
vante : ’
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Soit & un nombre réel strictement positif. On choisira n tel que \r,| < g/2. On cal-
culera ensuite les termes g, uy, ..., u, de telle sorte que la somme des incertitudes
sur ces termes soit inférieure a g/2.

Dans ces conditions, I'incertitude sur s est inférieure 4 &/2+¢/2 = ¢,

(Plus généralement, on peut choisir n de telle sorte que |r,| < &; on calculera alors
les premiers termes avec une précision suffisante pour que la somme des incertitudes
dues a la méthode et aux arrondis soit inférieure & ¢.)

Nous allons calculer une majoration du reste de la série dans chacun des cas
étudiés au tome 3.

11.11 Séries majorées par une série géométrique. Considérons une série de nom-
bres réels positifs telle que
Yu, < k, ou ke]0O,1[. )
Alors
Fy S K" E 4 kP

soit, puisque k < 1,

kn+1

1-k

@

Ty &

Bien entendu, dans le cas ou la relation (1) n’est vraie qu’a partir d’un certain
rang n,, on n’appliquera la formule (2) que si n > ny.

Passons au cas ol la convergence est établie & 1’aide de la régle de D’Alem-
bert :

—— < k. (3)

Pour tout entier naturel p, u,,, <k?"'u,,,, d’ol

Uptq
p € . ©)
1 — N

b

Si la relation (3) n’est vraie qu’a partir d’un certain rang #,, on choisira 1 > n,
pour appliquer la formule (4).

EXempLE. Calculer une valeur approchée par défaut a 10”5 prés du nombre de
Neper e, sachant que ce nombre est la somme de la série de terme général (1/n!).
Suivant un calcul effectuée au tome 1,

1
U, < e < U, +-—.
n.n!

Il faut donc choisir # tel que 1/n.n! < 1078, c’est-a-dire r.n! > 10°. En essayant les
premiéres valeurs de n, on voit qu’il faut aller jusqu'a n=9, auquel cas
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¥, <3x1077. Les erreurs d’arrondi proviennent alors des termes uy, uy, ..., ig,
soit sept termes. Il suffira de calculer chacun d’eux avec une incertitude inférieure &
10~7 pour obtenir une incertitude totale inférieure & 3x10™74+7x 1077 =106,
De plus, nous prendrons toutes les valeurs approchées par défaut, pour connaitre le
sens de 'approximation sur e.

Dressons le tableau suivant :

u

hS

1

1

0,5

0,166 666 6
0,041 666 6
0,008 333 3
0,001 388 8
0,000 198 4
0,000 024 8
0,000 002 7

N=lio BN B e R LI S o R

D’ou
2,7182812 < e < 2,7182822.,

Une valeur approchée de e & 10~ ¢ prés par défaut est donc 2,718 281 2.

11.12 Séries majorées par une intégrale. Soit f une fonction continue sur
{0, 4+ oo a valeurs réelles positives, décroissante et ayant pour limite 0 & Pinfini.
Nous savons que la série de terme général (/' (n)) est convergente si et seulement s’il

+ o )

en est ainsi de l'intégrale J(t) dt. Dans ces conditions,
]

+ o0 + oo

J f(t)dtsr,,<f S de.
n+1 n

11 suffit donc de connaitre une primitive de f'pour obtenir un encadrement du reste 4

I’ordre n.

EXEMPLE. Calculer la somme de la série de terme général (1/n") a 1073 prés par
défaut.

Le résultat précédent s’applique & la fonction f: ¢+ t~7 (& ceci prés que le
terme général de la’série n’est pas défini pour n = 0). Puisque f admet pour primi-
tive la fonction ¢+ —1/6¢°, nous voyons que

1 1
<s<s, +—.

Sp+ ——— <
6(n+1)
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Nous prendrons # tel que

ll:_l__..l_jl <11073,
61n® (n+1)°

réservant 0,5 x 1073 aux erreurs d’arrondi. Dol n=3 et
1 1 1

On trouve facilement
s~ 1,008 .

11.13 Séries alternées. Considérons une série alternée dont le terme général
décroit en valeur absolue et tend vers 0. Nous savons que les sommes a I’ordre 2p
et & I'ordre 2p -1 constituent un encadrement de s. Autrement dit, ’erreur est en
valeur absolue inférieure au premier terme négligé et du signe de celui-ci.

EXEMPLES.
1. Déterminer I'incertitude commise sur la somme de la série de terme général
4'1

e = (=1) (4n)!

en prenant pour valeur approchée s, .
Nous savons que s, est une valeur approchée par excés, car le premier terme
négligé, a savoir u5, est négatif. L’incertitude est

43
Uy = —— = 1/7 484 400.
12!

Tenons compte maintenant des erreurs d’arrondi. Pour obtenir une valeur de s
approchée par excés, nous prendrons une valeur par excés de 4%/8!, soit 0,000 396 9
et une valeur par défaut de 4/4!, soit 0,166 666 6. D’ol1

s = 0,8337303.
Plus précisément,
0,8337301 < 5§ < 0,8337303.

2. Calculer une valeur approchée par défaut de n/4 a 10™° prés. On utilisera la
Jormule

1 1
Arctg 1 = 4 Arctg - — Arc tg —.
§ gS g239

Nous savons que
E::Arctg1=—-1+~1-+...+(—1)" !
4 3 5 2p+1

+ ...
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Mais |13, = 1 ; pour obtenir |r,, . 4| < 1078, il faudrait prendre 2 p +3 > 105
...|..

c’est-a-dire calculer cing cent mille termes (les termes pairs étant nuls). Le lecteur
doit commencer 4 comprendre pourquoi I’énoncé impose une autre méthode!
Rappelons que

x3 x5 2p+1
Arctgx = x——3—+—5r+ v+ (1Y

+ ...
2p+1

Il suffira de commettre une erreur strictement inférieure & 2 1 10~ ¢ sur le calcul de
Arctg } et une erreur strictement inférieure & 41076 sur celui de Arctg 51y .
La majoration du reste d"une série alternée conduit 4 chercher un.entier p tel que

1 1
@p+3) 573 " gx10°

On prendra p = 3, d’olt

| S S S
5 3x5% 5x5% 7x57°

1
Arctg - =~
gS

valeur approchée par défaut.
De méme, la relation
| < 1
24g+3) 2392‘1_+3 2x108

est vérifiée si g =0. D’olr

Arc tg L ~ L ,
239 239

valeur approchée par excés.
La somme des incertitudes dues a la méthode est
1 1

4 +
9x5°  3x2393

=0,227x107%+0,025%x107% < 0,5x 107¢.

Les erreurs d’arrondi proviennent des trois termes suivants: 4/(3 x 5°), 4/(7x 57) et
1/239. 11 suffira de calculer chacun de ces termes & 10~ 7 prés. De plus, chacun de
ces termes €tant précédé du signe —, on calculera des valeurs approchées par excés
pour obtenir finalement une valeur approchée par défaut de n/4.

4 4x2°

5 = —— ~ 0,010 066 7
3x%5 3x10°
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4 4x2
7x57  7x107

= 0,000 007 4

1~ 0,0041842.
239

Ainsi,
Arctg 1 =~ 0,800 256 0—0,014 858 3 = 0,785 397 7.

Cette valeur est approchée a 10~ ¢ prés par défaut. On peut en déduire une valeur
approchée de w4 4 x 10~ ¢ prés par défaut :

= 3,141 590 8
ou, si ’on préfére,

3,141 590 < n < 3,141 595.



SOLUTIONS DES EXERCICES

CHAPITRE 1
Dérivées partielles
1 pe——1t Y £
2V({1+x) (1+y) 2N14y1+4y
1.2 p=-—-yisin-2-2 q=lsm2—y.
X x X X
1.3 =1 21 q = - xz L
y cos®x/y y* cos® x/y
14 p=E cosy q=~—1 /——x——siny.
2 X 2V cosy
15 p=1/x g=—1/y.
2 2 2 2
1.6 p=xcos(x +y9) __ycos(x +y°)

Jsin (x*+y%)
1.7 f(x,y) = exp(xy* Inx)
p=y*(1+lnx) f(x,)

y(1+y%)

1.8 =
(1+x2+y2)3/2

19 p=

p
SV =52 (/v =%

(La valeur de g se trouve dans le tableau des primitives usuelles.)

110 p=Rx—yx*+y)]e™™

1
11 p=——
yJ1=x*y*
112 p= — 1

E ]

q= .
sin (2 + %)

g=2xylnxf(x,y).
_ x(14x2)
(L+x2 4232

1

61="‘--~,.y—2.:-x_2-

g =[2y—x(x*+y*)] ™.

X
g=—-——
yZ /l_xZ/yZ

X

q:
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1.13

1.14-

1.15

1.16

1.17

1.18

Solutions des exercices

Si x et y sont strictement positifs,

pzzJ@__i__
2Vx (Jx+yy?

qzzJE__i__
2V WV’

e’ e’
p= == q=——""7
(ex+ey)2 (ex+ey)2
e23:__e.x+y ex+y ezl’_ex+)’
= e 5= P 3 b=
(@ +¢) @+ €+
p=lex/y qz___’iex/y
y »*
x X
= - ex/y S == — ———-‘-I;y ex/y t == (x+2y) "y exl".
y y y
__cosx __sinxsiny
cos y cos? y
sin x cos x sin sinx
P e s=-———————2——~¥- t = (1+2tg%y)—=.
cos y cos“y cosy
p=2cos2xcos3y g = —3sin2xsin3y
r=—4sin2xcos3y s= —6cos2xsin3y = —9sin2xcos3y.
Posons, pour simplifier ’écriture, u = x/y. Alors
1 sinu g = X sinu
y cos’u y? tos®u
1 cos? u+2 sin® u
»? cos® u
1 sinu  x cos’u+2sin’u
e R R S S
y* cos®u y cos” u
, 2% sinu x? cos®u+2 sin’ u
y* cos’u y* cos’u’
Posons u = 1/xy%. Alors
— : 2 o o D2
p = 5 Sin“u cosu g = 5 sin“# cosu
x°y xy
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12 . 2 s a3
r= sin“u cosu + 2 sinu cos“u — sin” u
x3y2 x4y4( )
§ = ——sin* u cos u + —— (2 sin u cos® u — sin® u)
x*y x°y :
18 . 2 . 2 . 3
= — sin"u cosu + —— (2 sinu cos” u — sin” u).
xy Xy
119 p=— 2 ‘ ___2tg?x2c052y
cos“ 2x sin2y sin® 2y
. 8sin 2x . - 4cos 2y
cos® 2x sin 2y cos® 2x sin? 2y
4 sin® 2y+2 cos® 2y
I =4tg2x —3 .
sin” 2y
1.20 Posons u=¢*; alors f(x, y) =tguet
_uy _ux
cos*u cos®u
) 2 cosu+2sinu
ro=uyt ——————
cos” u
u cosu+2sinu
§ ==+ uxy ————
cos“u cos” u
2 cosu+2sinu
t=ux® ————
cos” u
121 p = 3x*—6xy+4y> q = —3x*+8xy-3y*
F=6x—6y §= —b6x+8y t=8x—6y.
122 p= —12x*+5y2 q = 18y*+10xy
r= —24x s= 10y t=36y+10x.
123 p=—2— = -
Xty x4y
___2xy 5= xz—-yA2 ' = 2xy
(o + ) (*+ %) = +y%)
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1.24 En posant u=1—x et v=1—y, nous nous ramenons a !’exercice pré-
cédent, car f= Arc tg ufv,

or_ _of of _ _of
Ox ou dy v
’f_of &f _9f o0'f _ oS
x2 u? 0x0y  Oudv ay* ot
1.25 p= .
x?—y*

Le calcul direct de g est compliqué. Remarquons que f est homogéne de
degré 0. L égalité d’Euler s’écrit

px+qy = 0.

On en déduit sans calcul

g = _px 2x
y Y/ x*—y?
2 2 C2x %2 -2yt
(xl_yZ)B/Z (xZ__yZ)B/Z yZ (xl_y2)3/2
126 p = & e=1si y>0, e=—1 si y<0.

2/ —x*+3xy—2)"

Puisque f est homogéne de degré 0,

q=——p
y

(voir exercice précédent).

p= £ 2x—3y s & 4y—3x
4 (—xP 3 xy—2yP)32 4 (—x%+3xy—2y%)3*?
;P xS ex —2 x*+9 xy—8 y?
vy Ay (=x*43xy-2y%)
1 1 [Inx
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_ _ (+2lhx)¢e s = — 1 t—l Inx
4x* (e’ Inx)*? dx. /e Inx 4\ e
1.28 f(x,y) =2lnx~3Iny
p=2/x qg= -3y r= —2/x* s=0 t = 3/y*.
3 2.2
129 p= 2% =20
14+x*y® 1+x%y
301 _ 9,46 4.6 A 6
r=2y < 43)‘637%)) s = 6xy* 1 x4y6-z t=6x’ : zfgz'
A+x"y") (1+xy") (A+x"y")
130 p= —¢e"Inx g=¢&Iny
r= —e"(Inx+1/x) s=0 t=¢(ny+1/y).
’f 4 *f s 0°f 22 OF 3
131 — =6 = 24x = 36x —= == 24x°y,
ox® Y ox>dy Y dxdy? Y 3 d
f 3 ’*f 2 > 2 Pf_ s
132 — = = 2y+x = (2x+x — = x°f .
P v 5520y Qy+xyI) f 52y ( nf P f

Relations entre dérivées partielles

X y

133 p= xT-{——yE g = ;2_+_y_2
p o Ymx N )
(x*+ y?)? (x*+yH?
Donc r+¢=0.
134 r =e¢"cosy t = —e*cosy = —r.
135 r = —cos(x+y)+cos(x—y) = —f = ¢.

1.36 La fonction considérée est homogéne de degré 1. La relation demandée est
I"égalité d’Euler.

1
1.37 p=u—%(xu'+v') g=u +=-0v
X ' x
Vo 2V N Y
r=—-2=u +——3—(xu+v)+~z(xu+v)
x x x
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Solutions des exercices

1<Il 1 Il)
P o=—{u +-v ).
X X

En multipliant ces trois expressions respectivement par x?%, 2xy et y* et
en ajoutant membre 4 membre, nous obtenons effectivement 0.

Dérivées des fonctions composées

1.38 Ils’agit d’une expression de la forme y = f (u, v) = #°, o u = x et v = 1/sin x.
cosx
u =1 T —
sin® x
! 1 (1/sinx—1) ! 1/sinx
Ji=——x [, =x Inx.
sin x
Donc
y = .1 x(1/sinx-1),1+x1/sinx,lnx<_ (foszx)
sin x sin“ x
XM E fsinx
= -———2—<—— ~cosx-Inx |.
sin“x \ x
1.39 ' = x cosx(sinx)*"! + (sinx)* In(sin x).
140 y = x*""!cosx—sinxx*** Inx.
! tgx tgx—1 . 1 g x
141 y' = 5 (Arctgx) + —— (Arctgx)®*In(Arctgx).
1+4x cos“x
142 ) = x*"®* " 1Arctgx + ——1-3 XA ¥y i,
14x
t 1 2
143 y = 5 [x Arcigx + $In(1+x%)].
1+x

Dérivées des fonctions implicites

144 y =L

1 2

_2xym
£ 2x%y+1
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1.45

1.46

1.47

1.48

1.49

1.50

1.51

1.52

1.53

1.54

1.55

. y?+8x+3x*
2y(d~x)

,_ _2x(1=3y)
Yy =i e a2 a0
3x“+3y°+2y
. 2x43y
3x+10y'

L 2xyt xy
2y(x*—1) 1—x"

<«
I

On aurait pu aussi résoudre 1’équation en y :

=L . dou Yy =-—pg—
Y -1 (e =1)*%

L 3y+y*-3x
x(3+2y)

y* cosx—2x siny

’

x? cosy—2y sinx

y' = 1=y _ 1— 1
1—x 1—x
1y ,
Inx—Iny =4(x—y) ——==4(l-y")
x ¥y
, 1—4x
y=2 :
x1—4y
. _yy*=2x"Iny
x x2=2y% Inx
yo= X l—cos = '+y%) = x sin®(x% + y%)
y 14cos?(x?+y%) y L+cos?(x*+y?)
x+yy' _xy'—y y =Xy

x2+y2-x2+y2 -x—y'
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156 ZEW X g = XAy )
JeE+yr Xy YOE =yt xR
2_ .2
157 y =225V
X 2x°+y
x1/3 2 1 1
1.58 y:(@) = x1/3 Y = -3 -
x+2 , 4 , 4 1
x—2 (x—2) 3 y*(x—2)
1.60 xy =Inx y = ox . l—lznx
. . .
2_...
161 y ==—%
ax—y

GRS ) Bt N c ) B
(x+y) (=)

soit, en multipliant numérateur et dénominateur par (x+3)'/3 (x—y)/3,

1.62 y =

P =T
(x=y)P=(x+ '3

1.63 La fonction f est homogéne de degré 0. Nous savons que, dans ces condi-

tions,
Y= ylx.
Plus précisément, y/x = — Arc tg 1+kn.

1.64 Méme remarque.

1.65 L’équation s’écrit f(x, y) =1, ol f est une fonction homogéne de degré 0.
Ici encore y’ = y/x. Plus précisément, y/x = 1.

1.66 Pour la méme raison, y’' = y/x.
1.67 L’équation est impossible.

1.68 En divisant les deux membres par x%, on se raméne au cas d’une fonction
homogéne de degré O :

2
_y._(zﬂ) _o.
X X

Donc y' = y/x.
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1.69
1.70

1.7

1.72

1.73

On divise cette fois les deux membres par x*.
Dérivons les deux membres :
2x+y+xy +2yy =0;

2
don y' = ~aEEY

2y+x
Dérivons encore une fois :
2+2yl+xyll+2y/2+2yyn — 0,
’ 12 2 2

soit y = —p LEYHVT X HxyHy
Compte tenu de la relation de départ,

I — _._.§——
Qy+x)?®

Y 42xyy' —1-y =0

2
, -1
y=y

1-2xy

4yy/+2xy/2+2xyyu___yu o 0

4 ’ 2 2 1 2
oAy 2yt y3(3x+y)_
1-2xy (1—-2xy)

x+2yy —xy' ~y =0

' X—y
y E=-
x—2y

14202 +yy") =2y —xy" =0

2y+x Qy+x)?®

= 1+2y2=2y"  x*—2xy+2y* 1

x~2y (x—2y)° _(X“ZY)3-

, _ 1=sin(x+y) 1 _
sin(x+y) sin(x+y)

N COS(x+y)  cos(x+y) _

Y= —(1+y)

sin?(x+y)  sin®(e+y)  sin®(c+y)

245
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CHAPITRE 2
Calcul des différentielles
21 df =22 82D
(x+y)
. 1 1 dx d
22 fry)==+-  df=-S-=
x ¥y x y
23 df= ycosx dx+siny dy —sin(x—y) (dx—dy).
24 df=2tg2 L xdy"zydx.
* cos?? *
X
25 df=2=rdx
x4y
|
dx
2.6 f(x,y) = Arctgx+Arctgy+kn df= 5
1+4x
27 df= -2 —28EEYdy
1= 1+x+y%?
28 df= - 1 -3y dx+32x dy.
/1_<2x+y)2 (x=)
Xy
Six—y>0, df=3__yﬁc:_x_dy__'
~ =3x(x+2y)
2.9 - <E+Q>—M}(dx+dy).
2+ \Jx ¥ ()
10 0 itndndey o)
(L+x*+yHY (L+x*+y%%
_(1=2x? 4y dx 4+ (1 +x*=2y*) dy
(1+x2+ y2)3/? '
211 df= ydx—x dy+1xdy+y dx’

y? 2 oy

Solutions des exercices

14y
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du y? dx—x*dy

2.12 f= \/L_t df = 2\/;‘— = 492 (=)

2.13 dfzw_
xy—1
dy
214 f(x,y)=xIny df =Inydx+x —=.
y

215 df =e* " (2x dx+2y dy).
2.16 df =™ (y* dx+2xy dy).

(XY dx—xdy
—

217 df=cotZd% = co
y y y oy

2.18 df =e** (2sin3y dx+3 cos 3y dy).

Formes différentielles exactes

219 w=Pdx+Qdy, ol P=x+2y2 et =7 5
(x+y) (x+y)

op_ _ 2y _ %

dy x+y)?®  ox

La forme différentielle w est donc exacte.

220 £ _ 2% -
ay  (x+y)
La symétrie des roles joués par x et y montre sans calcul Que 0Q/0x = 0P/dy.
2
2 B _¢x 2
ay y® X
2.22 op = —sinx =a—Q.
dy O0x

223 ydx+xdy = d(xy) é_’f+fll =dln|x|+dln |y = dIn|xy|.
x oy

Donc
o = d{xy+In|xy|),

ce qui montre que la forme différentielle w est exacte.
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2.24

2.25

2.26

2.27

2.28

2.29

2.30

Solutions des exercices

Qf B 3x'2y2
oy (F+y

Vula symétrie,a—Q = 6_P

ox dy
op =3y*—2x = 6_Q
dy Ox

1+4x? '
C’est donc une forme différentielle exacte.

op_ ___xly N____ X

o J1=xy ox Y-

Ces expressions sont égales si et seulement si y >'0; la forme différentielle
o n’est pas exacte.
opP 1 o0 1

ay  x*+1 ox  yr+1

La forme différentielle w n’est pas exacte.

w=xdx+ydy)+(ydx+x dy)—“—)—(l)%tj—c—zfl—y
x“+y
d
— 314Gy + d(y) - 282
x*y

Ainsi, w =d f, ou

1
f=1*+y) +xy + —.
Xy

2.31 On peut calculer comme d’habitude les dérivées partielles croisées. Leur

égalité s’écrit
o (xz-i—yz) —2ay(x—y) _ x2+y2—2ax(x+y)
(x2+y2)a+1 (x2+y2)a+1

3

ce qui équivaut & g ==1.
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On peut encore écrire la forme différentielle w de la maniére suivante :

xdx+ydy xdy-—ydx
e I 2, 2 "
="+ +y"

Posons x = p cos 0, y = p sin 0. Alors

2
w=.p-d—e+p d.

2a ~2a
La forme différentielle p' =27 dp est exacte. Pour que la forme différentielle

df/p?°~2 le soit, il faut et il suffit que le coefficient de d6 soit indépendant de
p; on retrouve ainsi la condition a = 1. De plus, w est alors égale a df; ou

f(p,0) =1np+6.

o = (x—yp) (dx—dy) + (a+1)(ydx+xd y)

2.32 3
(x=y)
d(x— d(x
= 40T A) gy S0
(x—») (x—)
En posant u=xy et v =x~—y, on voit aussitdt que la forme différentielle
w est exacte si et seulement si @ = —1. Dans ces conditions, @ = d f, ol

10 y)=1/(y—x).

Problémes sur les différentielles

233 dV = lhdb+bh di+bl dh,
d’on
v _db dl di
Vv b l h

et

AV Ab Al AR 1 1 1 1

vV b l h 100 100 100 100

AV ~ —1—6 = 0,06 m>.
100

2.34 V=§m#h — =2 —,
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2.35

2.36

2.37

2.38

2.39

Solutions des exercices

AV _,AR AR 2 1 3
v R h 1000 100 100
3 Ixn -5_3 3
AV = — V¥V = —20,01x0,2 = 628x10”5m® = 62,8 cm®.
100 100
[ a - 9E _p dR
r+R r+R (r+R)?
Al _i_ﬂ=_o,ogA_
50 2500
W = yCy? aw _dc _ ,dv
w  C v
AW=W<é9+2éz>=120x10"6x104(9’—5-+-2—)=2,5><10“3J.
C v) 2 100 100
1 _ 1 dz _ _df _dC€
Co 2nfC z f c
AZ __Af AC 2 1 _ 3
z f C 5 100 100
3
Z=-—x318=960
100
4l dR dl _dD
7D R I D
AR _AL_,AD 1 2 _ o9
R I D 1000 100
-6
AR = 0,019 OO 7 08 — 380 0.,
S‘L‘_l(éé+99> é'l_l(é_fz+A_C>
A 2\L cC A 2\L ¢
Ad == 1885 /IOOOXL<-——i)=—1885=-9,42m
1 000 \100 100 200
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CHAPITRE 3

3.1  Calculons les dérivées partielles de f:
p=2x—y
g =2y—x-—3.

La relation p = 0 implique y = 2x; en reportant dans g = 0, nous obtenons
x=1y=2.

Pour savoir si f passe par un maximum ou un minimum, calculons les dérivées
partielles secondes :

r=28=—1,1t=2.

Ainsi, s*—rt =1-4= —3 <0, Il s’agit d’un extrémum. Puisque r > 0, f passe par
un minimum, a savoir — 3.

3.2 p=xy*Q+gx+4y)
q = x*y*(3+9x+8y).
La nullité de p et g se traduit par x =0, ou y =0, ou
I9x+4y+2 =20
9x+8y+3 =0,
soit x = —1/9, y= —1/4.
r=2y*(1+9x+4y)
s = xy*(6+27x+16y)
t =6x>y(1+3x+4y).

. 1 N, 1 .
Aupoint { — =, —— ], §°—rt = — < 0. Puisque >0, asse par un
P ( 9 4) 27 x 256 q e P

minimum, & savoir Si x ou y est nul, s —rt = 0, et il faut faire une

243%128°

étude directe. Le signe de f étant celui de y(1+3x+2y),

— en un point de la forme (x, 0) il n’y a pas d’extrémum;
— en un point de la forme (0, y), y # 0, il y a minimum si y > —1/2 et maximum
si y < —1/2; au point (0, —1/2), il n’y a pas d’extrémum.

33 p=4x*—4(x-y)
g =4y*+4(x—y).

Annulons p et g; par différence, nous voyons que x* = —y?, soit y = —x. Dans ces

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 4 9
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conditions,
x}-2x =0,

d’oﬁx=.0,x=\/§etx= -2

Fo= 8x*—4
s =4
t = 8y*—4,

Aux points (\/-IZ, —\/i) et (—\/Z \/5), s —rt=—128 <0etr=12>0; la fonction
f passe dans les deux cas par le minimum —8. Au point (0, 0), s*—rt = 0; mais,
pour tout réel non nul x, f(x, x) > 0 et, si |x] est suffisamment petit, /' (x, 0) <0.
Il n’y a pas d’extrémum. '

34 p=3x*—6ax
g = —8ay.

La nullité de p et ¢ conduit & y =0 et soit & x =0, soit & x = 2a.
r = 6{a—x) s=0 t = —8a.

Au point (0, 0), s>~rt <0 et r<0; il y a un maximum.
Au point (24, 0), s*—rt > 0; il n’y a pas d’extrémum.

3.5 p=4x(*+y?) —4a’x
g =4y(x +y*) +4a’y.

La relation g =0 impose y =0; alors x =0, x =a ou x = —a.
r=12x*—4a®> s = 8xy t= 12y*+4d%.

Au point (0, 0), s>—rt > 0; il n’y a pas d’extrémum.
Aux points (@, 0) et (—a, 0), s*—rt< O et r>0;il y a un minimum.

3.6 p=3(x*-2y+1)
q =30*-2x+1).

Par différence, (x—y) (x+y+2) =0. La relation y = —2—x conduit a
x*4+2x+5=0, ce qui est impossible sur le corps des réels. Il reste x = y =1,

r==6x §= —6 t=26y.

Au point (1, 1), s*—rt=0. Faisons une étude directe, en posant x =144,
y=1+k. Alors

F@,y) =24+3(h—k*+n>+ k>,
Sih=k>0,f(x,»)>2;sih=k<0, f(x,y) <2. Il n’y a donc pas d’extrémum.
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37 p=2(x—y) @x*+y*—xy—1)

g =2(x—y) (=2y"~x*+xy+1).
Si x #y, on voit en faisant la somme que x* = y?, puis que 4x*=1. D’ol les
points (xo, xo), (1/2, — 1/2) et (— 1/2, 1/2).

r=2(6x*+2y*—6xy—1)

s =2(=3x*—3y*+4xy+1)

t =202x*4+6y*—6xy—1).

Aux points (1/2, — 1/2) et (= 1/2,1/2), s* —rt < 0; il y a un minimum.
En un point de la forme (x,, X,), s —rt = 0. Une étude directe montre qu’il y a
un maximum si x3 < 1/2 et un minimum si x3>1/2. Si x3 = 1/2, tout voisinage de
(%0, Xo) contient des points ot x*+3y2—1>0 et des points ot x*+y*—1<0;
il n’y a donc pas d’extrémum.

On retrouvera ces résultats en passant en coordonnées polaires.

3.8 (a cosx+bcosy)? + (asin x+b sin y)?> =a*+b*+2ab cos(x—y). On se
rameéne au cas d’une seule variable :

g(t)=A+Bt, ol A=a*+b*, B=2abett=cos(x—y).

Si B>0, il y a un maximum si cos(x—y) = 1, soit x =y (mod. 27);
il y a un minimum si cos(x—y) = — 1, soit x = y+m (mod. 27).
Si B <0, les conclusions s’échangent. Si B =0, f est constante.

39 p=cosx+cos(x+y)
g = cosy+cos(x+y).

D’ott cos x = cos y.
Si x =y (mod. 27), alors cos x+cos 2x =0, soit 2cos? x+cos x—1 = 0. Ainsi,

cos x = —1 et x=n (mod 27), ou cos x = 1/2 et x = +x/3 (mod. 2n).
Si x= ~y, on retrouve cos x = —1.
F = —sinx—sin(x+y)
s = —sin(x+y)
t = —siny — sin{x+y).

Aux points (n/3, n/3) et (—n/3, —n/3), s> ~rt<0; dans le premier cas, f passe
par un maximum (r<0), et dans le second par un minimum (+>0). Au point
(m, ), s> —rt=0; en prenant y=x, on voit que f a le signe de sin x, ce qui montre
quil n’y a pas d’extrémum.

310 p-= cosx—-siri(x-l—y)
q = cosy—sin{x+y).

D’ou cos x = cos y.
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Si x=y (mod. 27), alors cos x=sin 2x =2 sin x cos x. Ainsi, cos x =0 et
x =7/2 (mod. ), ou sin x=1/2 et x = n/6 (mod. 27) ou x = 57/6 (mod. 2m).

Si x = —y, on retrouve cos x = 0 (mais y = —n/2 si x = n/2).
r = —sinx—cos(x+y)
s = —cos(x+y)
t = —siny—cos(x+y).

Aux points (n/2, n/2), (r/2, —n/2), (—7/2, nj2) et (—=/2, —7n/2), s*—rt=1>0;
il n’y a pas d’extrémum. Aux points (n/6, n/6) et (57/6, Sn/6), st—rt=—3/4<0;
comme r < 0, f passe par un maximum.

3.11 F(x,y,z) = xyz, ol x+y+z=S.
Eliminons S, pour obtenir une fonction f de deux variables indépendantes :

f(x,9) = xp(S—x—y).

D’ou
p=y(—x—-y)—xy
q=x(S—x—y)—xy.

La relation x+y =S, impliquant z =0, est & rejeter; il reste x = y, et finalement
x=y=2z=5/3.
r= —2y §s=8-2x—-2y t= —2x.

D’ou s2—rt = —8%/3<0; comme r= —2 (§/3) <0, f atteint un maximum.

312 F(x,y,z) = x+y+z, ol xyz = P.

P
fxp) =x+y+—
xy

P - P
p=1-—- q=1-—.
x°y Xy
On trouve cette fois x = y=z=3/]5.

_2p p 2P
x*y x*y xy

r

Dot s2—rt <0, r>0; il s’agit d’un minimum.

3.13 Puisque x*y* 23 = (xyz2)® = (¢*)® = @°, on se raméne & I’exercice précédent
en posant X =x?, Y =33, Z =2z et P=4a". La fonction passe donc par un mini-
mum au point (g, , a).
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3.14 Soient x, y et z les longueurs des arétes. Le volume est ¥ = xyz, et aire

S =4(xy+yz+:zx),

S=4<xy+K+K>.
x Yy

soit

4V
p=4y—;—2— qg=4x—-—.

Ainsi, x*y =xy* =V. Dot x=yp=3/V. Alors r=1t=8, s=4 et
s*—rt=16—64 <0. Comme r > 0, il s’agit bien d’un minimum, correspondant au
cas ot le parallélépipéde est un cube.

3.15 Rappelons que
S =.p(p—a)(p—b) (p—c), ol 2p=a+b+c.

Pour que S soit maximale, il faut et il suffit que y = S? le soit. Or,

oy
= = p(p—b) Qp—2a—b)
da

oy
- = —a)(2p—2b—a).
% p(p—a)2p )

La valeur p = g est & exclure, car elle conduit 4 b+ ¢ = a, ce qui est impossible dans
un triangle. De méme, p +# b. Il reste

a+2b=>b+2a =2p,

soit a=b=c=2p[3. Le triangle est alors équilatéral. On vérifie 4 1’aide des
dérivées secondes qu’il s’agit d’un maximum de I’aire.
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CHAPITRE 4

Equations incomplétes

41 y=tgx+C.

4.2 y=—§—x3~x+C.

4.3 dy=e¢” cos x dx. Un calcul classique montre que

y = ¥e*(cosx+sinx) + C.

44 T _ux — 3l [FE2 _ i
y -1 1—y

45 W _ 4 %m_w—q=x+c.
2y—7 2

4.6 gX =¢e", soit e?dy=dx; dot e?=C-x et y=-—In(C—x).
x

47 x=y' e® . Posons m=y'; alors x=m e*" et
dy = mdx = mQm+1) e* dm.

Nous savons qu’une primitive est de la forme {am?+bm-+c) e*™; on trouve par
identification

y = (mz —% m-l—%{) e 4C.

48 y'?*—y (4+y?)+4+y* =0, équation du deuxiéme degré en y’. D ot
2 2
y,:4+y + J4+y ot dx = 2dy

2 4+y2iy«/4+y2'

Prenons par exemple le signe -+ et posons y=2tgt; alors

dt 1—sint 1—sint
= = ——dt = S—dt
1+sint 1-—sin“t cos“t

dx

et

x=tgt——L+C.
cost

49 Posons X=yp+y' et Y=yp—yp'; alors X3>= Y2, ce qui s’écrit encore
X =12, Y=1¢3 Par suite,’

y=1X+Y) = 3@+ ¥ =3X-Y) =30 -1).
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D’ou

dy = @rm) dt = y dx = $(*—£) dx.

Ainsi,
2 5
dx = L4201y, 3tH2y, =<-2-——— dt
t5—t t—t t t—1
et
2 s 2, .3
x=1In + C, jointa y = £(t°+1°).

lt—1)°

Equations a variables séparables

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

dy_ 3% g 32 . C

y 1+x* 214x% (1+x?)32"
dy_ dx y = Ctgx/2.

y  sinx
g¥-=xdx y = Cexp x*/2.

y

d . ' .

gX=~£—}-dx, soit W=dx; d’ou X:Cex, soit y=CxeT
y X ylx x

L dy=d—): ~Jimr=-tic

1—y* x
d d 2~
- 2x y==0C 7.

y x*—4 2+x

\/dy 2=\/d" - v+ STH9% = Clx + J14x2).
1+y 14x

2 2

y X . 4 9 )
dy = dx, soit [1-— dy ={1~ dx.
yoa ' T ¥ g < 4—y2> Y ( 0¥

D’ou

%izl 3
2—y 2

34x

3—x

y—1In + C.
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4.18 ‘dyz = dxz Arctgy = Arctgx+C.
1+y 14x
Or, il découle de la relation tg(a—b) = _’Eg_a_—ig_l_y_ ue
1+tgatgh
' y—x N
Arctgy — Arctgx = Arctg + kn, ot ke Z.
1+4+xy : ‘
Ainsi,
y=x _ g ot y = x+D ,
14+xy 1—-Dx

équation d’une hyperbole équilatére.

Equations homogénes

2
419 y = E_TFH
dx 2
d_x= P dt = 22 dt=<1-——-1—->dt
x o f4d4r 42t 0\t 142
2
2
—c- y=C-+—
t+2 t+2 ‘
2_
420 5 =" 4c_15=_2dt =___22t ds
2t x  £-4 £ +4
2t
= C y = Ct
£ +4 £ +4
42
4.21 t+xﬂ'—-=1 ! dx _ thdt=—-1 ft
dx 2t b 1-3¢ 331r°—1
X

_ C )= Ct
/32 -1 3 —1
422 xdy—ydx = x*dt tx?dt = 1+ dx

dt x=Cexp./1+£ y= Ctexp. J1+2.

dx t

x | J1+8
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2
423 1-1% = x* (91> dx _ 4t
X X J1-1
x = C exp (+ Arc sint) y = Ctexp (& Arcsint).
4.24 X My:cosz xéi=cost d_)g___c_l_t_
x x dx x cost
t =n ' I =
x=Ctegl=+= = Cttgl-+-]).
g(z 4) Y g(2 4>
2
425 1rx 2o 2L s L
dx 1+4¢ x  t(1-1)
Posons u = t?; alors
dx _ 1 _1du 4 =<.1__1__ ! )du
x  2u(l—uw) 2u  u-—1
Ju Il l1
x = C—~— = C — == Cf e .
u—1 -1 Y 1?1
2 3 3
4.26 y,=_3t:~2 %z_‘ttdzt =__ztdtz .
t x 438242 @t +1) (£*+2)

On pose u = t?; alors

ﬂ_ _1 u du ___1_ du _ du
X 2Qu+1) m+2) 2u+1 u+2
«/u+ «/t +1 41
y=2Ct .
u+2 242 t+2

t t
a7 o _te dr:d(fi—>
x (41?2 t+1

e e’
x = Cex » = Ctexp|——.
p(t-}-l) y p<t+1>

4,28 1l s’agit d’une équation du deuxiéme degré en y’. Or,
A = (x4___y4-)2 + 4x4y4 — (x4+y4)2‘
D’ou
c_ Y et ()
2x2 yZ )
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a) y ==

B Cx+1°

=

b) y=—-= yrdy = —x?dx x*+y* = C.
y

4.29 Ce n’est pas une équation homogéne, mais le changement de fonction
t = y/x permet encore d’intégrer :

2._
x2 dt:-.{.._L_
a+2bt+ct?
d___a+2bt+ct ( a+c 4 2bt>dt
X ?—1 — t —1
1 1 atc, [1+¢ 2 _
;—-x—o' t+—‘2——ll ‘I——-*l bh’l}t 1[ y—-z‘x.

Equations linéaires

4.30 Sans second membre : y'/y =x/(x*—1)  y=C./x*—1.
Solution évidente : y = a. Solution générale avec second membre :
y=a+C. /x*—1.

4.31 Sans second membre : y'/y = —1 y=Ce "
On cherche une solution particuliére sous la forme d’une fonction polyno-
miale de degré 2 (méthode habituelle pour les équations du deuxiéme ordre,
valable aussi pour le premier ordre). On, obtient par identification
y=x*—2x+2. D’ol la solution générale avec second membre :

y =x*—2x4+24+Ce ™",

4.32 Sans second membre : y'/y = 2/x y = Cx?, Faisons varier la constante :

3
C’x3=-1—x3 c =1 C=2+k Y=+ kx?.
2 2 2 2
4.33  Sans second membre : y'/y = —2x y=C exp(—x?).

Cherchons une solution particuliére sous la forme y = ax®*+bx-+c. On
trouve par identification y = 1/2(x*~—1). La solution générale avec second
membre est

y = 1/2(x*—1) + C exp(—x?).
4.34 Sans second membre : y'/y = 1/x y= Cx. Faisons varier la constante :

C' =Arctgx C=xArctgx—3In(1+x*)+k
y = x[x Arc tgx—1In(1+x%) + k].
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4.35 Sans second membre : 2 = 22X y = Cjcosx.
y  cosx
C' = sin2x C = _0052x+k
1 < cos 2x> ky
y = k— = —~ COS X,
cos x 2 Cos X
4.36  Sans second membre : 2 = — ——1——— y = Ccot X
y sinx 2
Faisons varier la constante :
C' = tgf—}- COSZ:ZX .
2 2cos“x/2
Comme
cos2x  cos 2x _ (1—2sin*x) (1—cosx)
2cos’x/2 1-+cosx sin” x
= —2(1~cosx)+ ———r,
( ) 2 cos?x/2
on obtient aisément
y = k cot X + 142 cot f<sinx—x——ln cos )-C>
2 2 2
! 1_
4.37 Sans second membre : . 2 y=20C X
y  x*—1 1+x
2 3 1
dc = x+2dx=[ 4 de
(x—1) (x—1) x-1
31—
C=————3 +Injl—x|+k y=___+———x[ln11—x|+k].
x—1 14+x 1+4x

’

4.38 Sans second membre :l . y = c.J/Ix*—1].

y  x*-1

dx

dC = ——==.
|x*~1]
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4.39

4.40

4.41

4.42

. — lorsque x > Qoux < -2, y

Solutions des exercices

Silx] >1,C=In|x+./x*—1|+k y=.x*-1 (1n]x+,/x2—1|+k)
Silx] <1, C = Arcsinx+k y = J1—x* (Arc sinx+k).

x .
— dx- = C./x*+1.
x*+1 Y

Yo
y

2
X
= ——dx.
(2 +1)3?

Pour faire disparaitre ’exposant fractionnaire, posons x =tg ¢ ; alors

- 2
dc = 22 tdt=<———1—————cost>dt.

cost cost
D’ou

t n . o e s
y =-—-—[ln tg<—+—> ~51nt+k],101ntax=tgt.
cost 2 4

X: ox+1 1. 1 C

Y= m— .
y x{(x+2) 2x  2(x+2) VIx(x+2)|
Or, x(x+2) = (x+1)*—1. Ainsi,

_Argch(x+1) + k|
Vx(x+2) ’

__Arccos (x+1)+k

 —x(x+2)

— lorsque —2 < x < 0,

’ 2
X:.f’x_"’f_:z.. 1 y=C * car 1+x > 0.
y  2x(l+x) x  2(x+1) J14%

dx 1 X
dC = — — C==4+k y = (1+kx).
x x V14x
y__1  ,__¢
y 2x X
- /P
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2
Six>0,posonst=\/3c-;alorst=-1t dt=<——1+ 1>dt

y=l|:—t+lln‘1ﬁ +k].
t 2 |1t

Si x < 0, on pose de méme t = ./ —x.

4.43 A 1 y = Cx. Faisons varier la constante :
y X
Inx s . _—
dC = —- dx. On integre par parties ; d’olt
X
C-_—_.IH———I—.;‘I(, y-———~lnx~——1-+lcx.

x 2x? 2x

4.44 Sans second membre, y = C e*. Faisons varier la constante :

x X

dC=<1+1e‘2">dx y=22 % sken
22 2 4

445 Y =4 y=Ce™.
" |

On peut prendre comme solution particuliére de 1’équation avec second
- membre une fonction polynomiale de degré 4 ; on obtient par identification

y LIID e e c—— p—————. o . . s
a a* a’ at  a’
Y 2 1 . . '
446 2 = 5 y=¢C —ﬁ. Faisons varier la constante :
y l1—x 1—x

, 1 I4+x( 1
C = — y——:—<—~:-+k>.
(1—x) 1—x\1-x

4.47 Pour supprimer les radicaux, posons x = sin ¢ ; I’équation reste linéaire :

dy

1.
—ay = ~sin 2t.
dt 2

Sans second membre : EI—X = g dt y = C e”. Avec second membre :
y
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4.48

4.49

4.50

4.51

Solutions des exercices

- at

dC=£e_‘" sin 2¢ dt C=——CT——(——a sin 2t—2 cos 21) + k
2 2(a”+4)
1 . at
y (—asin2t—2 cos 21) + k e™.

T 2d’+4)

Posons x = sht; ’équation devient

dy _
—d? -y = cht.
Sans second membre : =% = dt y=Ce".
1 e t e¥
dC—(§+—2—>dI C—~§—T+k
tet et .
y=7 ~ tke

On se raméne & une équation linéaire en posant u = y*; alors

!

u x
X ——u=x"
2
w_2 u = Cx* d’ol C =
U oox
xu—Z
Ste#2,C=2 +k
oa—2

Sie=2,C=2Inx+k

~

_-Y__=__ y:Cx” C' = e¥
y x
y_ 1 o, ¢
y 2x Vx|
dc= NMI*l
2x(1—x)

Si x>0, posons t = \/;c; alors dC =

1—2°

2xa—'3

xd

u=y*=2 + kx?.

o

u=y*=2x"Inx+kx*.

C=¢"+k y = x*"(e*+k).

. Faisons varier la constante :

d¢ 141t

k
I—1t *

tC=-1—1n
2
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4.52

4.53

4.54

y=1<11nllfi;+k>.

2

/5

Si x <0, posons t = ./ —x; alors dC =

X

dt
I+t

s et C=Arctgt+k

y o= —-1.—-; (AI‘C tg\/——_X‘f‘k).

=2 dx y=C./I1-x%.

x%—1

’

Sans second membre :

< =

Une solution évidente de’l’équation avec second membre est In x.
Si x>0, xy'+y=x? Sans second membre, y'/y = —1/x, y=C/x. On

trouve aisément la solution particuliére y = x2/3. Ainsi,

y=24= )

Si x < 0, la solution générale de I’équation sans second membre est y = Cx.
Une solution évidente est — x2. Ainsi,

y = —x"+k x. (2)

On peut se demander s’il existe une solution valable sur R. La relation (1)
montre que k doit étre nul. La dérivée de y étant alors nulle & I’origine, la
relation (2) impose k; = 0. Finalement, il existe une solution et une seule
sur R, définie par y = x%*/3si x>0 et par y = —x? si x < 0.

En développant, nous obtenons
Y 4 yy —xy—x* =0,

soit

O'=x) (' +y+x) =0.

Ainsi, y est solution de I’'une au moins des équations différentielles linéaires

x2
y =x,etalors y = —2——{-Ic;

YV+y+x=0,etalorsy=1—x+ke "
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CHAPITRE 7

Equations incomplétes

70 L =2 ' ¢

[ y o= —_—
yo 1-x? JI1—=x

Silx| <1,y = CArcsinx+D.

Silx| >1,y=Cln|x +./x*~1| + D.

7.2 Onpose y2=gq,dol1 y’ = % %‘1 L’équation devient

y
1d 1 2d 1 ,
__.ﬂ_—__3 dq:-—s;y q:-..-—i-}-C:yZ
2dy y yeo
dx = + —2 4 y. La constante C est nécessairement strictement posi-
JCyr—1
tive, et
1 [, 1
X =Xxgt—0 [y ——.
/T c

7.3 De méme,
lyfi—i—-q—l = 0,
2 dy

"D’o1, en séparant les variables,
49 _,dy
1+¢g ¥y
4y
JCy -1

Argch ky = + k(x—xp), soit y = ich[k(x—mo)].

14+g = Cy* = 14+y* donc C > 0.

= + dx. Posons k=./C; il vient

7.4 % y -;EI- + g—2ay* = 0, équation linéaire du premier ordre.
y

Sans second membre : dg = —2 dy q = 22

q y

A
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Avec second membre : solution évidente g = ay?. Ainsi,

267

C . dy y
2 2
y©=ay®+—, soit dx = + = dy.
y? ., C Jayt+cC
ay” +—
y
N 1 dt . .
Posons t = y°; alors dx = + ~ . Cing cas se présentent :
2 Jat*+C
1t
a=0 X == b X
2y 7°
1 a
a>0,C>0 X =4+-——Argsht [—
2./a C
o1 a
a>0,C<0 X =+ —=Argcht [——
2. /a C
1 a
a<0,C>0 x =+ Arcsint [ ——
2 /—a Vv C
a<0,C<0 impossible.
1 d . .
75 -cosy 2424 siny+siny cos’y = 0.
2 dy
C’est encore une équation différentielle linéaire du premier ordre avec
second membre. L’équation sans second membre est dq = 43 dy. Dot
q cos y
g = Ccos*y
1., 5 . 2 sin y 1
~C'cos’y = —sinycos"y dC = -2 —dy C=———+k.
2 cos”y cos” y

y'? = cos*y(k cos*’y—~1), ou k>=1.

Ecartons la solution cos y = +1 /\/72 et séparons les variables :

dx = + dy

"~ cosy.Jk coszy-—I.

Posons ¢ =sin y; alors d¢ =cos y dy et

dt

dt

.._t Eed i .
(1—=1®) Jk—1—ke® 2 ,  k—1
JEA—=1%) [ =t ’+T

dx =
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Posons a= (k—1)/k et t = a sin ¢ ; alors

dx = + de .
Jk(1—a? sin® p)

Posons enfin u = tge ; il vient
du

\/lz(l—az)<uz+ 12>
l1—a

dx = +

1
X = Xg + ————Arctgu /1—a’.

- Jk(1—a?)
7.6 Effectuons le changement de fonction z = x+y; alors

z" = e°, équation incompléte.

Posons g = z'? ; 1’équation devient

1dg dz
i S g =2e+k dx = + ———
2dz J2ei+k
Posons u =e~#?2; il vient
dx = i———z-— du.
2+ ku?
— Sik=0,x= x5+ 2u.
— Sik>0,x=x, iﬁArgshu\/g.
. . k
— Sik<0,x= xoiﬁArcsmu . ——E.
7.7 Posons g=yp'?;alors dg=2tgyd(tgy) g=tg>y+k.
La condition initiale impose k =0 et y’ =tg y. D’ou
-(—i—x-zdx x = xo-+Insiny.
tgy
2 2 "
7.8 Posons y' = dy et y' = d—-—)i); alors dx _ 1 et c—i-—; = -2 Doi
dx dx dy y dy y3
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Posons z =y’ ; nous obtenons une équation du premier ordre :

| 1
1——}dz = dx Zd—— =X~—Xq.
( 23> 222 0
Enfin,

2
dy=zdx=z<1~—1§>dz y—yo =241,
z 2 z

Fquations linéaires a coefficients constants

7.9 Les racines du polyndme caractéristique sont 3 et —1/2. D’ol

y=Ae**+Be 2,

7.10  Les racines du polyndme caractéristique sont 5+j et 5—j. D’ou

7.11

7.12

7.13

y = e>*(4 sinx+ B cosx).
La solution générale de I’équation sans second membre est
y=Ae+Be " ou y=Cshx+Dchx.

Le second membre étant une fonction polynomiale de degré 2, on cherche
une solution particuliére de la méme forme. On obtient par identification

y = —x*-3,

Le polyndme caractéristique a pour racines 1 et —1/2. Puisque 2j et —2j
ne sont pas racines de ce polyndme, on cherchera une solution particuliére
de I’équation avec second membre sous la forme

y=asin2x+bcos2x.
On obtient par identification a=3/85 et b= —29/85. D’ol la solution
générale de I’équation avec second membre :

y=Ae*+Be ¥? +—3-sin2x —%gcos 2x.
85 85

La solution générale de I’équation sans second membre est
y=dAde*+Be™ ou y=Csh3x+Dch3x.

Comme 3j et —3j ne sont pas racines du polyndme caractéristique, on
cherche une solution particuliére de la forme

y = asin3x+b cos3x.

Le second membre étant pair, on prendra a=0, d’ou b= —1/3 et

y=Ae*+Be —; cos 3x.



270

7.14

7.15

7.16

7.17

Solutions des exercices

Le polyndme caractéristique admet une racine double, a savoir 2. La solution
générale de I’équation sans second membre est

y = (mx+p) e**.

Puisque 2 est racine double, on cherche une solution particuliére de la
forme y = (ax*+bx-+c) e**. Les termes en b et ¢ correspondant a la solu-
tion de I’équation sans second membre s’élimineront; on peut les choisir
nuls.

Si y=ax? e**, alors ¥’ =a(2x?+2x) e**, y" = a(4x*+8x+2) ¢**. D’ou
a=1et

x2
y = (—2—+ mx+p> e,

Les racines du polyndme caractéristique sont —1 et —2. Or,
2x -2x )

sh2x = ———2—— . Comme 2 n’est pas racine et que —2 est racine simple,

on cherchera une solution particuliere de la forme
y = a e® + (bx+c) e” .

Le terme en ¢ s’élimine. On trouve aisément
2x
e _ X -
y=—+4e "+<~+B>e 2x
24 2

x —_X
e +e -
,on cherche

Sans second membre : y = (mx-+ p) e*. Comme ch x =

une solution particuliére de la forme
y = (ax®*+bx+c) e*+ae .

Les termes en b et ¢ s’éliminent; on trouve a=1/4, a =1/8 et

-x

y = <£+ mx+p>e"+9—-

4 8
Sans second membre : y == A sin x+ B cos x. Puisque j et —j sont racines
simples du polyndme caractéristique, on cherche une solution de la forme

y = (ax*+ bx+c) sinx + (ax*+pfx+7) cosx.

Les termes en ¢ et y s’éliminent. De plus, comme le second membre est pair
on cherche une solution paire :

y = bx sinx+ax? cosx.
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7.18

D’out

y" = b(—x sinx+2 cos x) + a(—x> cos x—2x sinx-+2 cosx)
et ‘

Y4y =2bcosx—20x sinx-+2a cosx = x sinx.

Ainsi, ¢ = —1/2, b= —g=1/2 et

y = Asinx+B cosx -—%xz cos x +% x sinx.

Le polyndme caractéristique a pour racines

r, = coso+jsine = e r, = coso—j sina = e,
Si a € ]0, n{, ces racines sont distinctes, d’ou la solution générale :
y = Aexp(x &) + B exp(x e ™).

Sia =0, 1 est racine double; la solution générale devient

y = e*(mx+p).

Si @ ==, —1 est racine double; la solution générale est alors

y =¢e *(mx+p).

Passons & la recherche d’une solution particuliére de 1’équation avec
second membre. Remarquons que

VY R TN |

Donc -

/2 cos\—/z—gx =—12—[e_“”‘+e'5”‘], ol o= _IZJ‘/—E.

€

Cherchons une solution correspondant au second membre 1/2 exp(— @x);
P’autre cas s’en déduira par passage aux conjugués, '
Si — @ n’est pas racine du polyndme caractéristique, c’est-a-dire si « = 7/3,
on cherche une solution de la forme y = a exp(—@x); on obtient

1
a4 = ————————
2&(2cosa—1)
Si o = n/3, — @ est racine simple; on prendra y de la forme
y = (ax+b) exp(—&x).

Le terme en b s’élimine, et I’on trouve a = —w/4.
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7.19

7.20

Solutions des exercices

Sans second membre,
y = Asinx+Bcosx.

Le second membre n’étant pas le produit d’une exponentielle par une fonc-
tion polynomiale, faisons varier les constantes :

A cosx—B' sinx—tgx =0

A sinx+B' cosx = 0.

Dot A’ = sinx A= —cosx+A
2 .
B = s x=cosx~—1-— B=sinx-lntg<ic+§>l+u
cos X cosx \2 4

y = Asinx+pcosx—cosx In

)
2 4)|

Sans second membre : y = A4 sin x+ B cos x.

Avec second membre, y = |x|+ 1. Mais comme la fonction x — |x| n’est pas
dérivable & I’origine, les solutions ainsi obtenues ne sont valables que sur
]— o0, O] ou sur ]0, + oo[. Cherchons les solutions valables sur R.

Six>0,y=Asinx+Bcosx+x+1.
Six<0,y=4; sinx+Bycosx—x+1.

Comme y est continue a ’origine, B; = B ; comme y est dérivable & Iorigine,
A+1=A;—1, soit 4; = A+ 2. En résumé, si x <0,

y =(44+2)sinx+Bcosx—x-+1.

Equations linéaires a coefficients non constants

7.21

Posons y=x", ot neZ. Alors y' =nx""1, y" =n(n—1) x" 2.

En reportant dans ’équation différentielle, nous obtenons des mondmes
tous de méme degré n. En simplifiant par x", nous obtenons

n(n—1)—2n+2 =0,

n—1

c’est-a-dire # =1 ou n = 2. D’ol1 les solutions y = x et y = x%. Ces solutions,
étant linéairement indépendantes, constituent une base de ’espace vectoriel
des solutions :

y = Ax+Bx*.

Décomposons le second membre en deux. Si le second membre est 2, une
solution particuliére est 1. Si le second membre est 2x* sin 2x, faisons varier
les constantes : :

A x?+2B'x*—2xsin2x =0
A'x+B'x% = 0.
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D’ou
A= —2xsin2x A=xc032x-sm2x+l
B’ = 2sin2x B = —cos 2x+p
et
5 sin 2x
y=1+Ax+pux"—x S
7.22 Posons encore y = x". Cette fois, n = —1 oun = —2. La solution générale de
I’équation sans second membre est
A B
y = —+ -
X X
Faisons varier les constantes :
A’ +2—[—3- +In(l+x)=0
X
A'x+B = 0.
D’ou
A =In(l+x) A=(+x)On(l+x)—17+4
. 1—x? x? x
B = —xIn(l14+x) B = In(1+4x)+— —=+
( 5 (L+x) 2 ot
et
Ao (14x)7? 3 3
= — 4 -+ In(l4x) — ——=.
Y x  x* 2x% 2x 4
2 2
7.23 Comme dy - et que i-ivz- = d—-z)i, I'équation devient
dx dr dx dt
d’y  dy
Pt = —4y =0,
de* dt

Cherchons des solutions de la forme y = ¢"; nous obtenons la condition
nn—1)+n—4 =0,
Doin=+2et

y=Aﬂ+§=Aa+@%k BZ.
t (1+x)
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7.24

7.25

Solutions des exercices

Puisque, pour tout nombre réel x,
x*—1-2x — (x*—2x-1) =0,

y = & est solution. Cherchons toutes les solutions sous la forme y =ze”;
d’olt y' = (z'+2) e* et y' = (z"+2z"+2z) ¢*. On peut simplifier par e*; le

‘coefficient de z est nul, et il reste

x*=1) (2" +22)—2xz' = 0.

Séparons les variables :

" 2x+2-2x* 2x
Z = = —2

z' x*—1 x2—1
D’ou

z = C(x*—1)e" .

Nous savons que z est de la forme

z = C(ax*+bx+c) e *+D.

Nous obtenons par identificationa= —~1/2, b=a= —1/2,2¢c=5b+1=1/2,

2
z=C (—E——-J—C+l>e'-2"+D.

2 2 4 ‘
Ainsi,

2
y=C<—§~—~J—C+1>e”‘+De’~‘.

2 2 4

Il est clair que toute solution polynomiale est de degré 2. On trouve par
identification la solution y = x*+ 1. Ecrivons la solution générale sous la
forme y = (x*+1) z. Alors

y = @*+1) 2" +2xz
Yy = (x*+1) 2" + 4xz'+2z

et

x(x*+1) 2" +2(x*—1) 2z’ = 0.

D’ou

z" x*—1 2 4x , x?

—_ —_ 2" m= O e
x(x*+1)  x  x*+1 (2 +1)?

Une intégration par parties conduit a

=-§Arctgx+£ + B

2 x*+1
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7.26

Finalement, en remplagant C/2 par 4,

y = Ax—A(x*+1) Arc tgx+B(x>+1).

On remarque que y = e* est une solution évidente de 1’équation sans second
membre. Posons y = z e*; on aboutit 4 ’équation linéaire du premier ordre
(1+x) 2" +2xz' = x e,

Sans second membre :c_l_z_ = — 2x
dx 1+x

LI C(l+x)* e %,
X

Faisons varier la constante :

X dx dx
= 3 dx = 2 3
(1+x) (1+x)?* (A+x)

1 1
— +-—-—-__
1+x  2(1+x)?

I

C + k

z = e P [—x—1+ k(1+x)*].

On sait qu’une primitive est de la forme e~ ?*(ax?+ bx+¢). On obtient par
identification

y=e [-112"—’5 + A(5+6x+2x2)]+ B
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10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

‘Solutions des exercices

CHAPITRE 10

E 1 T
F(p) = = te P dr.
2 T1~e"”Tfo

Or, une primitive de ¢ exp(—pt) est de la forme (A¢+ B) exp(—pt). On
trouve par identification 4 = —1/p et B= —1/p*. D’ol

T
Fp) =2 I_TK—i—%>an==f Q+ Ly
T1—e7? p p o p°T 1—e?T

On trouve de méme

2E 1-2e77724e7PT  2F 1—e™?7? 2FE _ pT

F e = == th—‘“’.

@ T 1—e T pPPT 147772 p2T 4

' E 1

F(p) = e Tdt = S (1—e77).

2 1—e7 7" L l—e"”p( )
Sit=1T/2,

E 1
Fo) == 1o
E CorT2

F(p) = : sinwt e dt.

@ 1—e™PT _[o

D’aprés les formules d’Euler,

e)wt - e—_](l)!

sin ot = -
2j
Donc
T/2 ”
J sinet dt = ll:’—l— gle— e +_1__ e~(5w+p)r] °
0 2jljo—p jo+p o
__w ~pT)2
== (1+e772%)
pt+o
et

w 1
F(p) = Ep2+co2 1—e-PT/2

On peut considérer ce signal comme la somme du précédent et d’un translaté
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de celui-ci. Donc

o 14e P2
Fo) = Ep2+co2 1—e™PT/%

Calcul opérationnel

10.6 Soit F 'image de f. Alors
p* F(9)~pf O ~f' (0)+20 F(p) = 0.
a) (p*>+20) F(p) =§

1 1 1
F(p) = —L — == :
® = 2w 4<p—2jﬁ+p+2jﬁ>

1O =3 @) = Loos 21 5.

4 1 1 1
b F e e nd J—
= jﬁ<p—2jﬁ p+2jﬁ>

f@® = —1—5 (5 423 = 2 Ginot J3.

i3 E

c) Ce cas est la superposition des deux précédents, car la solution dépend
linéairement de la condition initiale :

f@ = %cos 2t /5 + % sin 21./5.

107 p* F(p)~pf (0) = f'(0)~25 F(p) = 0.

_ . p it L
2 F) 2(p*-25) 4<p-5+p+5>

ch 5¢.

[

1) =3 e =

w Fp = =2 ()
P p>—25 5\p—-5 p+5

2 5t — 5t 4
) =—(e’—e == ~Sh 5t.
@ 5,( ) s
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10.8

10.9

10.10

Solutions des exercices
c) f(t) = —21~ch5t+%sh5t.

(p*+4p+20) F(p) — (p+4) £ ©) — f'(0) = 0.

1 +4 2—} 1 2+j 1
a) F(p>=5——”——— e DR SIS o . S

— 2t

f@® = ggﬂe “”‘2)‘+%§—J g Wt - ‘fz— (2 cos 4t +sin 41).

4 2 1 1
b) F(P)=-5’—““‘—=“T< L >
pPP+4p+20  2j\p+2—4j p+2+4j

f@ = Elte”z‘ (e**—e ") = e” ' sin 4t.
)

-2t

o fl) = 3—4—(2 cos 4t+5 sin 41).

(p*+4p+4) F(p) — (p+4) f(0) — f'(0) = 0.

1 p+4 - 1 11
2) Fp) == = —— +~
2(p+2) (p+2)° 2p+2

1 1\ -
t =te”2'+~e"2‘=<t+——>e 2t
f@ 5 5

b) F(p) =
) F(p) 12y

f@) =4te ™.

o) f( = <5t +-;~> e .

(p*+4p+3) F(p) — (p+4) S (0) —f'(0) = 0.

1 p+4 _1(3 1)
) FO) = i 1) 4<p+1 7+3

3 1 &
) ==e ' —-e .
A 4 4
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4 _ 22
(+)(p+3) p+l1 p+3

O =2@"'—e™?).

b) F(p) =

1 9

) f® =7

10.11 L[p* F(p) — pf (0) — f'(O)] + R[pF(p)—f (O] + é F(p) =0,

soit
(Lp*+100 p+2x 10°%) F(p) — 500(Lp+100) = 0.
-3 . 5
a) F(p) = 500 — 0 P¥100 __ _ 550 PHIO"
1077 p"+10p+2x10 p°+10°p+2x10

4=10""-8x10° = 20x10° JA~ 4,5x10%.

Les podles sont —27,5x 10% et —72,5x 10%. D’ot1

805 3 305
p+275%x10°  p+72,5%10°

F(p) =

f(f) = 805 exp(—27,5x 10%) — 305 exp(—72,5x 107).

b) F(p) = 500 p+8x 107 _ s0p 2HBx10%
PP +8x10*+16 x 10® (p+4x10%?
2% 107 500

= +
(p+4x10%*  p+4x10*

f(t) = (2x107¢+500) exp(—4 x 10*£).

p+125x10?

¢) F(p) = 500
) o) p*+125%x10% p+25x 107

4 =5%10*~10° =~ 844x10° /4 ~ 29x10°.

Les poles sont (—62,5+145)) 10% et (—62,5—145j) 10>. D’ou

250+ 108 250—108]
F(p) = — —
p+(62,5+145)) 10> p + (62,5—145]) 10

F(® = [500 cos(145 x 10%£) + 216 sin(145 x 10%£)] exp(—62,5 x 10%1).



TRANSFORMEES DE LAPLACE USUELLES

Originales Images Abscisses de
convergence absolue

Y 1/p Re(p) > 0
r(nt 1/p? Re(p) > 0
Y@t neN nl/p"*? Re(p) > 0
Y(t)e* aeC 1/(p—o) Re(p) > Re(a)
Y () sinwt weR o/(p*+w?) Re(p) > 0
Y (t) coswt wekR /(P> +?) Re(p) > 0
Y (¢) showt weR o/(p*—w?) Re(p) > o)
Y (t) chowt weR pl(p* —w?) Re(p) > |ow)

at s 1)
Y (t) ¥sinowt _-——(p~a)2+w2 Re(p) > Re(w)
Y (P) e* coswt ——B:Z—a-——-z Re(p) > Re(w)

(p—o)* 4+
I PF(p)—f(0)
1 p* F(p)—pf'(0)—f (0)
f £ () du Lr@)
° P
f—-7) teR, e " F(p)
e™ f (D) geC F(p—o0)
f (ki) ker: | LF <5>
k k

f+g F(p) G(p).




INDEX TERMINOLOGIQUE

A

ABSCISSE DE CONVERGENCE
‘ABSOLUE, 192.

ACCROISSEMENTS FINIS
(formules des), 43.

ADHERENT (point), 4.

ANGULAIRE (secteur), 15.

APPROCHEE (valeur), 208.

C

CARACTERISTIQUE (polynéme),
130.
CONTINUE (fonction)
. en un point; 4.

sur une partie, 6.
CONNEXE (partie), 7.
CONVOLUTION (produit de), 198.
CORRECTION, 208.

D

DEFAUT (valeur approchée par),
208.
DEGRE d’une fonction homogéne,
15.
DIFFERENTIABLE (fonction), 30.
DIFFERENTIELLE
(équation), 53.
(forme), 37.
d’une fonction, 31.

E

ENCADREMENT, 208.
EULER (égalité d”), 17.
ERREUR, 208.

EXACTE .
(forme différentielle), 37.
(valeur), 208. N
EXCES (valeur approchée par), 208.

-
FERME, 3.
(disque), 3.

G
GAMMA (fonction), 25.

H

HEAVISIDE (fonction de), 192.
HOMOGENE
(équation différenticlle), 55.
(fonction), 15.

I

IMPLICITE (fonction), 18.
INCERTITUDE, 208.
INCOMPLETE (équation différen-
tielle), 124.
INTEGRALE (courbe), 53.
INTERIEUR (point), 4.
INTERPOLATION LINEAIRE
directe, 213.
inverse, 214.
ITERATION, 221.

L

LAGRANGE (méthode de), 217.
LAPLACE
(transformation de), 192.
(transformée de), 192.
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LIMITE d’une fonction, 4..
LINEAIRE (équation différentielle)
du premier ordre, 57.
du deuxiéme ordre, 130, 141.

LINEAIRE (interpolation), 213, 214.

LOCAL
(maximum), 42.
(minimum), 42.

M

MAXIMUM, 42.
MINIMUM, 42.

N
NEWTON (méthode de), 219.

0]

OPERATIONNEL (calcul), 200.
ORDRE d’une équation différen-
tielle, 53.
ORIGINAL d’une fonction, 192.
OUVERT, 3.
(disque), 3.

P

PARTIELLE (dérivée), 7.

PARTIES PROPORTIONNELLES
(méthode des), 217.

POINT FIXE (théoréme du), 221.

Index terminologique

R
RECTANGLES (méthode des), 225.

S
SCHWARZ (théoréme de), 13.
SECOND MEMBRE
(équation différentielle avec), 58,
134.
(équation différentielle sans), 57,
129, 141, '
SYMBOLIQUE (calcul), 200.

T

TAUX
d’erreur, 208.
d’incertitude, 208.
TAYLOR-LAGRANGE
(formule de), 45.

‘TOTALE (différentielle), 31.

TRAPEZES (méthode des), 227.

U
UNITE (échelon), 192.

Vv

VALEURS INTE_RMEDIAIRES
(théoréme des), 7.

VARIABLES SEPARABLES

(équation différentielle &), 53.
VARIATION DES CONSTANTES,
58, 143.
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