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Preface

Au début du dernier siecle, il a été constaté que les petits particules (voir des
molécules) ne suivent plus les lois de la mécanique classique, mais montrent
certaines propriétés qui rappelent la mécanique des ondes. La resolution de
ce paradoxe est la mécanique quantique dont I'importance pour la chimie est
immense. Tous nos notions des orbitales (d’aromaticité, des liasons formées
a partir des orbitales hybrides, des notions basées sur la théorie des orbitales
frontieres, et etc.) sont basées dessus! Dans ce cours, nous allons étudier les
notions fondamentales de la mécanique quantique et nous allons étudier la
solution de ’équation de Schrodinger pour des problemes simples. Vers la
fin du cours, nous allons considerer des notions importantes pour la solution
de I'équation de Schrodinger pour des systémes polyélectroniques.

En fait, une connaissance des bases de la mécanique quantique est main-
tenant de rigeour pour toute chimiste. On dit que toute théorie importante
doit réussir trois étapes:

1. La théorie est capable d’obtenir des résultats des experiences déja fait.

2. La théorie doit éetre capable a interpretter des données et donc de
suggerer des nouvelles expériences a faire.

3. La théorie devient aussi fiable qu’elle peut replacer le besoin de faire
des expériences.

Dans certaines instances dans la chimie nous nous trouvons au niveau de la
troisieme étape! Nous avons donc vu I’émergence de la Chimie Quantique
comme veritable utile des chimistes de tout gendre.

Les objectives de mon cours sont multiples :

e Une introduction aux plus importantes modeles simples de la chimie
quantique.
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e La capacité de faire des solutions approximatives a partir d’'une simple
théorie semiclassique.

e Familiarisation avec les techniques mathematiques pour obtenir des
résultats exacte a partir de la solution de I’équation de Schrodinger.

e Une compréhension des postulats de la chimie quantique et leur impli-
cations dans l'interpretation des solutions approximatives et exactes.

e Une connaissance des méthodes pour obtenir des solutions approxima-
tives des problemes complexes.

Paul Adrien Maurice DIRAC (un des fondateurs de la théorique moderne
de la mécanique quantique) a écrit,

“Tous les lois physiques fondamentales necéssaires pour la théorie
mathématique d'une grande partie de la physique et I'entirété de
la chimie sont complétement connues et la difficulté est seulement
que l’application exacte de ces lois meénent aux équations trop
compliquées a resoudre.”

Il faisait reférence a 1’équation de Schodinger dont la forme unidimensionnelle
et indépendante du temps pour une seule particule est
2 2

IO | o(ayite) = Bola) )
Dans ce cours nous nous concentrons dans un premier temps sur des modeles
assez simple que I’équation de Schrodinger puissent étre resolue exactement.
En addition, nous garderons bien a l’esprit que ce cours s’agit d’une intro-
duction a la mécanique quantique et donc que nous devons bien reflechir a
la connection entre nos solutions et les solutions dispenibles & partir de la
mécangiue classique (ou plitot semiclassique), a l'interpretation correcte des
résultats exactes obtenues a partir de la mécanique quantiques, et aux tech-
niques exactes et approximatives utilisés pour la solution de I’équation de
Schrodinger pour les modeles considerés pendant le cours.

Mark E. Casida

Enseignant du cours d’Atomistique et Spectroscopie
Années:

2001-2002

2002-2003
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Figure 1: Le milieu des années 1920 voyait la naissance de la mécanique quan-
tique — une théorie qui aurait un effet profond dans le domaine de la chimie.
Il n’est pas rare que les théories scientifiques sont présentés d’abord en forme
de présentation aux congres internationels. Cette photographe des scien-
tifiques bien connues a été prise pendant le Congres International a Solvay
en 1927. Plusieures des noms des personnes présentes sont toujours familiers
aujourd’hui. Premier rang, de gauche a droite : I. Langmuir, M. Planck,
M. Curie, H.A. Lorentz, A. Einstein, P. Langevin, C.E. Guye, C.T.R. Wil-
son, O.W. Richardson. Deuxieme rang, de gauche a droite : P. Debye, M.
Knudsen, W.L. Bragg, H A. Kramers, P.A.M. Dirac, A.H. Compton, L.V.
de Broglie, M. Born, N. Bohr. Debut, de gauche a droite : A. Piccard, F.
Henriot, P. Fhrenfest, E. Herzen, T. De Donder, E. Schriodinger, E. Ver-
schaffelt, W. Pauli, W. Heisenberg, R.H. Fowler, L. Brillouin.



Chapter 1

Bases conceptuels

1.1 Modeles

Formulation Hamiltonienne

Avant de nous lancer dans les mysteres de la mécanique quantique (MQ),
il semble approprié a considerer de point de vue de la mécanique classique
(MC) quelques systemes physiques aux quels nous serons intéressés. En
générale dans la MC, I’énergie totale, F, est representée par la summation
de son énergie cinétique, T', et son énergie potentielle, V',

E=T+V. (1.1)

Pour N particules, I’énergie cinétique est donnée par

vy Bl (12)
i—1 2m,
ou m; est la masse de la particle i et
8
pi=| p, (1.3)
P,

est son impulsion linéaire. Dans une seule dimension (x),

p:mcé—:z =muv. (1.4)

9
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Souvent le potentiel peut étre deviser dans deux partis,

V=V1+V2

Vo= 3l

Vo = ; :Z (1.5)

[

ou le potentiel v(7) agit seulement sur la particule i et le potentiel w(i, j)
n’agit que sur les particules ¢ et j.

Pour une molécule avec N électrons et M noyaux, nous pouvons écrire
I’énergie totale a une bonne approximation comme

M M ZIZJe

2
Eiotate = Z|p[| +Z Z

2m1 T=1J=I+1 |RI—RJ\

+ gg +zz

11]1 T
N M Z]6

- X)X =m (1.6)

=17I=1 ‘RI—T'z|

TJ|

ol m est la masse de 1’électron et e = |e| est (moins) la charge d’un électron.
Le cas que nous intéressons le plus est le cas ou I’énergie totale, F, est
une constante.

Unités

(Ca vaut la peine a remarquer que nous utilisons les unités Gaussien dans
I’éq. (1.6). Dans ce systéme d’unités électromagnétique, la force entre deux
charges est donnée par

7o Q1Q2A
2
Q1Q2
= ;-13 2 Y (]‘7)
ou
T
r=1vy |. (1.8)
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Le potentiel correspondant a ce force est donné par

V= —QlTQQ : (1.9)

a cause de la définition

= -VV
oV /ox

= —| aV/oy |, (1.10)
oV /0z

B

ou
. 0/0z
V=| 0/dy (1.11)
0/0z

est 'opérateur du gradient. Dans le systéeme Gaussien, nous utilisons les
unités centimetre (distance), gramme (poids), seconde (temps), et “stat
coulomb” ou “electrostatic unit (esu)” (charge). Le systéme Gaussien est
la basse de la plus part de nos équations écrites!

Par contre, un autre systéme, le systéme internationnelle (SI) est préferable
pour des calculs pratiques! Dans le SI les unités sont le metre (distance),
kilograme (poids), seconde (temps), et coulomb (charge). Il est important a
comprendre que 1'unité de charge n’a pas la méme dimensionalité dans les
systemes Gaussiens et SI. Il n’est donc pas surprennant qu’il y a une con-
stante avec unités qui entre dans ’expression SI pour la force entre deux

charges,
Q1Q5
4;60:27« , (1.12)

F=

oll g = 8,854 x 1072 C? /N-m? est la permativité de la vide. En comparant
les équs. (1.7) et (1.12), on déduit que

Q' = Vire)Q, (1.13)

un facteur de conversion entre les deux systéemes d’unités suffaisant pour
les fins de ce cours. Le potentiel correspondant a la force en SI donnée en

éq. (1.12) est
Q1@

Amegr

V= (1.14)
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Approximation Born-Oppenheimer

Nous ferons dans la suivante I’approximation de Born et de Oppenheimer.
C’est, 'approximation que les électrons dans une molécule bougent telment
vite que 1’énergie des électrons a chaque instant ne dépend que sur les po-
sitions des noyaux et pas sur le fait que les noyaux bougent. Dans cette
approximation nous pouvons définir I’énergie électronique par I’énergie de la
molécule sans compter I'énergie cinétique des électrons. Donc

Lo Mo M gz
V(R Ry By) = 3 Y 2 _ZiZse”

I=1J=I+1 |RI RJ|

T 1

1=1 1=1j= 1 ]|

(1.15)

est a la fois ’énergie électronique et le potentiel dans le quel les noyaux
bougent. L’energie des noyaux devient

Z |p1 -+ V( (R, Ry, ...Rr) . (1.16)

Molécule diatomique
L’énergie des noyaux dans une diatomique est donnée par I’expression,
E=T+V(r), (1.17)

ou

=R, — R, (1.18)

=

est la coordonée relative et

7o M+ molty (1.19)

mi + Mo
est la coordonée du centre de masse. Or, il se passe que ’énergie cinétique
peut étre exprimé dans ces deux coordinées,
2 2
p1 |

‘pQ
T = —
2m1 o, 2m2
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1
= —m1|R1|2+§m2|R2|
1 : 1 s
= Smy|R— —2 4 Sy |R — L
mi + mo 2 my + Mg
1 |R»|2 1 mime é _,+1 mlm% ‘_,‘2
= -m — = ¥+ = T
2 ! 2m1+m2 2(m1+m2)2
1 ., 1 mmy 3 - 1 mym? -,
+ —mo|R)* + = (A
2 2| | 2m1+m2 2(m1+m2)2‘|
1 o 1 mi1mo :
et ()i
5+ ma) P + 5 (A )i
1 . 1
= SM|R]> + S pl7|?
S MR+ 2 plif?,
ou
M =mq +meo
est la masse totale et
_ mime
M_ml-i-mz

est la masse reduite. Nous voyons donc que 'Eq. (1.17) devient

E=TR)+T(r)+V(r).

13

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

Comme les variables R et r sont indépendante et F est constante, nous avons

les trois nouvelles équations,

E = Ecuy+ Era
Erel = T(T‘) + V(’I') .

(1.24)

Ce qui signifie que le probleme de la motion des noyaux du diatomique se
sépare dans deux problemes indépendantes : le probleme du motion du centre
de masse, M, et le probleme du motion d’un pseudo particle de masse p.

La Particule dans une Boite

Si la molécule est dans un gaz dans une boite finie, le potentiel pour le

centre de masse de la molécule est donné par

V(R) = 0; R est & Pintérieur de la boite
4+00; R est a 'extérieur de la boite

(1.25)
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A Dintérieur de la boite,
1 i
T(R) = 5M\R|2 =Ecu - (1.26)

Ces équations sont d’une importance fondamentale dans la derivation des
équations d’un gaz idéel a partir d’une modele moléculaire. Mais pour nous,
le modele d’une particule dans une boite va aussi servir comme premiere
approximation pour le potentiel senti par les électrons 7 dans des polyénes
et des molécules aromatiques.

Rotateur Rigide

Par contre, la motion de la pseudo particule décrivant la motion interne
de la diatomique est gouvernée par I’équation,

.
§u|r\2 +V(r)=E.q. (1.27)

Si nous supposons dans une premiere approximation que la distance r est
fixe, nous avons le modele du rotateur rigide. L’impulsion angulaire,

L = por (1.28)
est conservie (v = |7| est la vitesse). Nous avons donc que

L2
Erot = w = Lirel — V(T) . (129)

est ’énergie rotationnelle. Nous pouvons également écrire

L2
Ero = 57> 1.
=2 (1.30)
oll
I = ml\él —R|2+m2\é2—é|2
= ur’ (1.31)

est le moment d’inértie.

Oscillateur Harmonique
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Nous pouvons toujours faire une dévelopement de type Taylor autour du
longeur de liaison d’équilibre pour la diatomique,

V() = V)V = + 5V =)+ gV ) =)+
= V() GV ) )+ V)= (1.32)

ou la premiere derivée est nulle a cause de la condition que la force,
F=-V'(r,), (1.33)

soit zéro a la géométrie d’équilibre. Pour encore simplifier les choses, nous
prenons V(r.) = 0 (il suffit de rechoisir le zéro d’énergie) et nous négligeons
tous les dérivées commencant avec la troisieme, pour obtenir le modele
d’oscillateur harmonique,

2
p
EHO:2_

k
- =z, (1.34)
w2
ou
T=T—Te. (1.35)
Dans I’approximation du rotateur rigide et d’oscillateur harmonique, I’énergie
interne d’un diatomique est donnée par

Erel = E’rot + EHO
2 2
P L k
2u ' 2ur? 2" re) (1.36)

Maintenant cherchons la solution du probleme de 1’oscillateur harmonique
en mécanique classique. La loi de Newton est

d*x
F = pa= W - (1.37)
La force est donnée par
dV (z) d(1/2)kz?
F=- =— = —kx. 1.38
dz dx o ( )
Nous devons donc resoudre 1’équation
d?x(t
k() = p B0 (1.39)

dt?
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Nous regarderons en beaucoup de détail des techniques diverses pour résoudre
les équations différentielles. Il suffit pour I'instant a savoir que la solution
générale de I’Eq. (1.39) peut étre écris comme,

z(t) = Acos <\/§t + (15) , (1.40)

ou A est 'amplitude de la motion est ¢ et la phase de la motion. La periode
de la motion est donnée par

\/E
-7 = 27
7

r o= om/E. (1.41)
k
La fréquence est donnée par
v = —
-
1k
o7 u
w = 27v
k
= 4/—. (1.42)
W
Donc
k= pw?. (1.43)

Atome Hydrogénoide
L’expression pour ’énergie d’un atome hydrogénoide est donnée par

2 Z2
=2 2% (1.44)
2m T

Atomes et molécules a plusieurs électrons

Les problemes d’un particule dans une boite, le rotateur rigide, ’oscillateur
harmonique, et les atomes hydrogénoides ont des solutions QM exactes.
Pour aller plus loin et traiter des atomes a plusieurs électrons et méme des
molécules(!) nous trouverons que I’équation de Schrédinger n’a plus de solu-
tion exacte et il faut donc nous familiariser avec des différentes facons pour
trouver des solutions approximatives.
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1.2 Approache semi classique

Un tout petit peu d’histoire

Si les premieres théories concernantes la nature de la lumiére se mon-
traient assez indécises sur la question de si la lumieére soit de nature particule
ou onde, toute reservation semble avoir disparu quand Thomas YOUNG
(1801) faisait une série d’expériences montrant bien la nature ondulaire de la
lumiere. 1l était donc généralement accepté que la lumiere consiste des ondes
électromagnétiques. Ces ondes électromagnétiques obéient la loi,

VA =c, (1.45)

ol v est la fréquence de la lumiére en unité Herz (s 1), A est la longeur de la
onde en unité metres, et la constante ¢ = 2,997 x 10® m/s. L’équation (1.45)
applique a tout le spectre électromagnétique qui va en ordre de croissance de
fréquence, v, (ou diminuation de longeur d’onde, \), comme

1. ondes radio

2. micro ondes

3. infrarouge (IR)
4. visible

5. ultraviolet (UV)
6. rayons X

7. rayons 7y

Autant plus choquant était donc ’observation au début du dernier siecle
qu’un comprtement de particule venait d’étre constaté pour la lumiere. Max
PLANCK (1900) a du invoqué l'idée de quantification d’énergie pour expli-
quer les mésurements de radiation émise quand un corps noir (par exemple,
une brique de fer) est chauffée au point de luminescence. La relation de
Planck pour I’énergie irradiée est

E =nhv, (1.46)
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oll v est la fréquence de la radiation émise et h = 6,626 x 1073* J-s est une
constante, maintenant appelée la constante de Planck.

Peu apres, Albert EINSTEIN (1905) invoqué 'idée d’aborption d’un par-
ticule de lumieére (un photon) pour expliquer l'effet photoélectrique. Dans
I’effet photoélectrique, une surface métalique peut emettre un électron apres
avoir absorbée de la lumiere des que ’énergie de la lumiere est plus grande
qu’une certaine seuille, ®, appelée la fonction de travail. L’énergie cinétique,
T, de I'électron émise est donnée par léquation

Ephoton =hv =® +T. (1.47)

Luis DE BROGLIE (1923) a suggéré que si les ondes de lumiere peuvent
se comporter comme des particules, alors les particules (par exemple, les
électrons) puissent aussi se comporter comme des ondes avec longeur,

Une facon pour obtenir la relation de de Broglie est de commencer avec la
relation

E=hv, (1.49)

pour photons. Or, selon la théorie de relativité de Einstein, la masse d’un
photon est donné par

E =mc, (1.50)
donc
E = pc, (1.51)
ou
p = mc (1.52)

est I'impulsion de 'électron. La combinaison des Eqns. (1.45), (1.49), et
(1.51) donne I'Eq. (1.48) :

FE = hv
= pc=pIv
h = pA. (1.53)

Approximation semi classique
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Nous pouvons prendre les idées historiques déja présentées pour créer
une premiere théorie quantique pour étudier les problemes déja présentés
dans la derniere section. Cette théorie resemble beaucoup a ce qu’on appele
souvant la vieille théorie de la mécanique quantique, initiée par Niels BOHR
(1913) et d’autres. Malgré ce fait, il est mieux & le considerer comme une
approximation semi classique de la mécanique classique — c’est-a-dire une
mélange appropriée des idées de la mécanique classique de Newton et de la
mécanique quantique moderne. Cette approximation semi classique ne donne
pas toujours les méme résultats que la vraie mécanique quantique, mais a
I’avantage de nous donner des résultats assez facilement tout en gardant un
bon lien avec les idées de la mécanique classique.

La théorie est applicable a deux cas unidimensionnel :

1. Systemes avec points de retour classique.

2. Systemes circulaires, sans points de retour classique.

La particule dans une boite et I'oscillateur harmonique a une dimension
sont des problemes avec points de retour classique. Par ceci, on veut dire
que la particule rebonde entre deux murs et le point ou la particule frappe
le mur et change de direction est son point de retour. Pour ces systémes,
une argumentation simple basée sur la théorie des ondes implique que nous
devons avoir un nombre entier divisé par deux de longeurs de ondes de de
Broglie entre deux points de retour, z; et zo. Nous sommes donc méner aux
relations suivantes :

pA = h
nh
p(fEQ - 331) = o
T2 h
/ p(x)dr = % ) (1.54)

Or, 'energie, E, d’une particule avec énergie cinétique, T', et énergie poten-
tiel, V', est donnée par la relation

E =T+V

2
=2 iy (1.55)

2m

Donc

/S82 \/Qm[E—V(x)]dx:%h;n:1,2,3,---. (1.56)
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Le rotateur rigide et les atomes hydrogénoides sont des exemples des
systemes avec des orbites circulaires. Dans ce cas, il suffit de faire I'intégration
autour de ’orbite pour obtenir la constante de Planck fois un nombre entier
des longeurs de ondes de de Broglie. Dans tous nos exemples des systemes
circulaires, p est indépendante de z, donc nous pouvons écrire,

p2rr = nh, (1.57)

ol 7 est la rayon de l'orbitale. En fait Bohr a commencé avec 'Eq. (1.57)
écrite dans une forme différente, c’est-a-dire comme,

L=mvr=nh;n=0,1,2,---. (1.58)

Ici L est 'impulsion angulaire et i = h/27w. Donc 'impulsion angulaire et
quantifié et nous voyons clairement que la constante de Planck a des unités
d’impulsion angulaire.

La Particule dans une Boite

Le potentiel pour une particule dans une boite a une dimension et de
longeur ¢ est donnée par

0;0<z</

+00; autrement (1.59)

V(z) = {

Selon la mécanique classique, la particule est toujours dans la boite et entre
les points de retour z; = 0 et zo = £, le potentiel est zéro. Donc notre
équation semi classique [Eq. (1.56)] est reduite a

V2mE = %h : (1.60)

donc
nZh?
= e
Cette équation est notre condition de quantification parce qu’elle limite
les choix d’énergies de la particule selon la relation (V' = 0 dans la boite),

(1.61)

A= =2y, (1.62)
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ou
n2h?
~ 8m2’

Cette équation nous dit que nous ne pouvons trouver notre particule que aux
énergies discretes dont les valeurs sont données par 1’éq. (1.63). Nous verrons
plus tard que ce resultat est le resultat QM exact & cause d’absence d’effet
de tunnel dans ce probleme.

Un exemple de 'applicabilité du modele de la particule dans une boite
est au probleme des spectre électronique des électrons 7 délocalisés des
polyacétylenes

(1.63)

CH,=CH-(CH=CH);_»-CH=CH,, (1.64)

[des trés longues molécules conjuguées qui resultent de la polymerisation
d’acétylene (HCCH)] par des électrons dans une boite. La molécule (1.58) a k&
double liaisons, donc 2k électrons 7. Nous avons donc k niveaux doublement
occupés. L’énergie de l'orbitale occupée la plus haute en énergie (HOMO
pour l'anglais “Highest Occupied Molecular Orbital”) est donnée par

k%h?

EHOMO = W .

(1.65)

L’énergie de l'orbitale vacante la plus basse en énergie (LUMO pour 'anglais
“Lowest Unoccupied Molecular Orbital”) est donnée par

(k+1)%h?

— (1.66)

Ervmo =

L’énergie du premiere excitation électronique (le “gap” HOMO-LUMO) est
donc donnée par

AE = Epymo— Ewomo
(k + 1)h?

— (1.67)

Une lissage des énergies d’excitation de plusieurs polyacetylenes donne la
valeur empirique, £ = C(k +2) ou C = 1,4 A.

Oscillateur harmonique
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Les points de retour pour l'oscillateur harmonique a une dimension sont
quand toute I’énergie est énergie potentielle,

1
5ImQ =E. (1.68)

Donc 1 = —y/2E/k et x5 = +,/2E/k. Selon la théorie semi classique notre
équation de quantification est

T9 h
/ V2uE — pka?dr = % . (1.69)

Il reste a faire I'intégrale. On I’écrit d’abord comme

—_\/Q,TE/l \/1——x2d:v (1.70)

) k
sin f = Tk (1.71)

Avec la substitution

on obtient

+7/2
%h = QE\/»/ \/1—sin?0cosfdb.

/2

2F 2 . 1.72
[/W/QCOSOdG (1.72)

Nous pouvons finir 'intégration en utilisant la relation,

20 +1
cos?f = % : (1.73)

Donc
+7/2 +7/2
n_h = E\/El/ c0520d9+/ ]
2 /2 w/2
= E\/7 sin 20 [t™/2 /+7r/2 d9]
/2
_ E\/%r. (1.74)
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Maintenant il s’agit de resoudre I’équation pour I’énergie,

h [k
E="00% (1.75)
2\
Comme k = uw? et h = h/2m, nous arrivons finalement & 1’équation
E=nhw;n=1,2,3,.... (1.76)

Pour comparaison la relation exacte pour la mécanique quantique est
1
E:<n+§>hw;n20,1,2,.... (1.77)

Nous apprendrons plus tard que la différence entre les expressions (1.76) et
(1.77) est du a Deffet tunnel.

Des transitions vibrationnelles sont observées dans les spectres de infra
rouge des molécules diatomiques. Ces spectres peuvent étre modélisées par la
modele d’oscillateur harmonique avec les transitions les plus intense données
par la relation (régle de sélection),

An = +1. (1.78)
Donc les plus importantes transitions infra rouge ont des énergies

AE = En,y—E,
= hw, (1.79)

avec espacement égale et indépendente du nombre quantique n.
Rotateur Rigide

Le rotateur rigide est un exemple d’un systeme ol les orbites sont circu-
laire dans la mécanique classique. Pour ce genre de systéme nous avons déja
remarqué que ’équation de quantification est

por =nh;n=20,1,2,---. (1.80)

Comme le rotateur rigide est libre dans ses rotations, 1’énergie de potentielle
est zéro et 'énergie totale est juste I’énergie cinétique,

1
E = 5/11)2
n?h?
= o (1.81)
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Nous verrons plus tard que le résultat exact de la mécanqiue quantique est

n+ 1)A*

p=" (1.82)

2ur?
La différence entre les deux expressions (1.81) et (1.82) est que dans I’exacte
solution la masse u est délocalisée sur la surface d’une sphere et non juste
sur un circle.

Des transitions rotationnelles sont observées dans les spectres de micro
onde des molécules diatomiques. Ces spectres sont bien modélisées par la
modele de rotateur rigide avec les transitions les plus intenses données par
la relation (régle de sélection),

An = +1. (1.83)

Donc les plus importantes transitions micro ondes ont des énergies,

1)h?
AE, = B\ — B, = 2T UP° (1.84)
+ 2
La séparation entre ces lignes est indépendente de n,
h2
AAE, =AE, .1 — AE, = —. (1.85)

ur

Ces spectres présentent une excellente fagcon a déterminer les longeurs des
liaisons des diatomgqiues avec précision.

Atome Hydrogénoide

Un deuxieme exemple d’un systéme ot les orbites peuvent étre circulaires
dans la mécanique quantique est I’atome hydrogénoide, consistant d’un noyau
(supposé de masse infinie) de charge +Ze et un électron de masse m et de
charge —e. L’energie totale du systéme est donnée (en unités Gaussien) par

1 Ze?
E=_-mv’ - —. (1.86)
2 T
La condition que les orbitales n’effondrent pas est que la force centripete est
égale a la force d’attraction,

muT _ Ze” (1.87)
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En combinaison avec la condition de quantification d’impulsion angulaire
[Eq. (1.58)], nous trouvons que les rayons des orbites permises sont donnés
par
_n’R?
© Zme?’
La vitesse correspondante a ce rayon est
_ Ze?
- nh
En substituant Eqs. (1.78) et (1.89) dans I'Eq. (1.86), nous arrivons a
1 7% met
F=———— 1.90
9 77/2 h2 ’ ( )
qui est aussi la solution exacte dans la mécanqgiue quantique.
Une série de transitions appelée Rydberg se trouve dans les spectres UV-
Vis pour I’atome H. Ces transitions correspondent aux transitions électroniques
et sont gouvernés poar 1’équation,

r (1.88)

v (1.89)

1 1\ 72
hw=hw=|——-—| —F 1.91
v v (n% n%) 9 ho ( )
ou 'unité .
Ep = T;LL—(; (1.92)

est appelé un hartree.

1.3 L’équation de Schrodinger

La fameuse équation

Erwin SCHRODINGER (1926) a postulé sa fameuse équation décrivant
I’onde des particules. Dans une dimension I’équation de Schrodinger s’écrit
. h? 02V (z,t) OV (z,t)

—%7&52’ +V(z,t)¥(z,t) = ihiat’ )
Il est a souligner que la forme de cette équation a été intuitée, pas obtenue
par demonstration. L’équation donnée des énergies en bon accord avec
expérience, mais l'interpretation de la fonction W¥(z,t) n’était pas claire au
début.

(1.93)



26 CHAPTER 1. BASES CONCEPTUELS

Interpretation de la fonction d’onde

Maintenant tout le monde est d’accord que la quantité,

T2
P(1, 29 1) = / U (2, 1)U (2, 1) da (1.94)
1
est la probabilité d’observation d’un particule a une position z entre z; et x
au temps t pourvu que la fonction d’onde est normalisée a un,

P(—o0,400;t) =1. (1.95)
Nous disons que la carré de la fonction d’onde, |¥(z,t)|?, donne la densité
de probabilité. Une notion importante est que cette probabilité est pour la
répétition d’une expérience pour un grand nombre de particules et non pour
des expériences répétées plusieurs fois sur une seule particule.
Quand

V(z,t) =V(x), (1.96)
certaines solutions ont la propriété de séparabilité,
U(z,1) = (@) F (1), (1.97)

olt [1(z)|? est toujours normalisé & un. Environ 90% de la Chimie Quantique
se concerne de ces solutions spéciales! Comme

1 = P(—00,400;t)
+oo
= / U(z,t)"V(x,t)dx

= OO [ @ ) o
= [T f(1), (1.98)
necéssairement
f@)) =1, (1.99)
et donc la densité de probabilité,
U (z,t)* = [¢(2)?, (1.100)

est indépendente du temps pour ces solutions, ce qui justifie le nom d’état
stationnaire.
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L’Equation indépendante du temps

Cherchons maintenant des équations pour f et ¢/. En substituant I’Eq. (1.97)
dans I’Eq. (1.93) nous obtenons,
1 df(t)

1 0 dPy(x) o) = L ¥
e (—2m SV )) = b (1.101)

La coté gauche est indépendente de ¢ et la coté droite est indépendente de .
En conséquence ’équation est seulement vraie si les deux cotés sont égalent
a la méme constante, qu'on appele I’énergie, . L’équation pour f est

df(t) E
= —zﬁf(t). (1.102)

Il s’agit d’une équation différentielle de premiere ordre. Sa solution est facile-

ment obtenue,
1 E
Sdf = i / dt
/ 7 "k

E
f(t) = e 'EUNG — (ibomiBl/h (1.103)

Dans cette équation, la variable ¢ est la phase. L’équation pour v (z) est
I’Equation de Schrédinger indépendente du temps (ESIT) :
W PY(@)
2m  dx?

+ V(z)y(z) = Ey(x). (1.104)
Les nombres complexes : rappele
Les nombres complexes sont I’extension des nombres réeles consistante

par 'ajoute de
i=+v-—1. (1.105)

Un nombre complexe typique est
z=x+1y, (1.106)
ol z et y sont réel. Le complexe conjugé de z est

r=r—y. (1.107)
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Siy =0, alors z est réel. Si x = 0, alors on dit que z est pur imaginaire.

Théoréme.
z=re? =rcosf+irsinf (1.108)
—— ——
z y

ou la modulus r de z est définie par la relation

7'2 — £E2+y2
2*z
= |z2]?, (1.109)

et la phase 6 est définie par la relation,

tanf = 2 . (1.110)
T

Ce théoreme est tres utile pour deduire des relations trigonométriques.
Donc I’'équation
eef = ¢iloth) (1.111)

peut étre développer dans la fagon suivante :

cos(a + B) +isin(a + beta) = (cosa + isina)(cos 3+ isinf3)

= (cosacosf —sinasin ) + i(sin a cos B + cos ainl5)

Comme les deux partis réels doivent étre égaux et pareil pour les deux partis
imaginaires,

cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf

sin(¢ + 8) = sinacosf + cosasin (1.113)
Comme aussi

cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf

cos(a — ) = cosacosf +sinasinf, (1.114)
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nous pouvons déduire la relation

sinasin § = cos(a = §) ; cos(a + ) . (1.115)

qui nous sera bientot utile.
Exercise

Probleme Un certain systeme a une particule et a une dimension a la

fonction d’onde, .
U(z,t) = ae~etm* /| (1.116)

ou a et b sont des constantes, m est la masse du particule, et & est la constante
de Planck divisée par 27. En utilisant I’équation de Schrodinger dépendante
du temps, trouvez le potentiel V' de ce systeme.

Solution La fonction d’onde a la forme
U(z,t) = (x)e ER (1.117)

C’est-a dire, qu’il s’agit d’une solution sépérable correspondante a un état
stationaire. On reconnait facilement que

E/h=b (1.118)

et que
Y(x) = ae”tme /M (1.119)

L’équation satisfaite par ¢(x) est I’équation de Schrédinger indépendente du
temps,

L) Y aypta) = Boo). (1.120)
Donc ) h_ZLd%ﬁ(fE)
V(z)=E+ omu(@) dz? (1.121)
Or
V@) = -2l

4°m2x®  2bm

v = (T - A v, (1122
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Alors

h2 4b2 2,.2 2
( me bm) , (1.123)

ou

V(z) = 2mb*z” . (1.124)



Chapter 2

Solutions exactes

2.1 Particule dans une boite a une dimension

Nous avons déja vu la solution semiclassique du probleme de la particule
dans une boite a une dimension. Biensir que la solution semiclassique est
seulement approximative (et donc pas la vraie solution). Il s’agit maintenant
d’étudier la solution exacte du probleme de méchanique quantique. Avant
de faire ceci, il est bien de commencer avec un rappel de la mathematique
des équations différentielles.

Equations différentielles : rappel

A. Définitions. Une équation différentielle est simplement une équation
comprennant des dérivés, par exemple,

dx? dx
y"(z) +22[y'(z)]> + sinz cosy(z) = 3e”. (2.1)

d? dy\*
y() + 2z (_y) +sinzcosy(z) = 3e”

Si les dérivés ne concernent qu’une seule variable, on parle d’une équation
différentielle ordinaire, comme par exemple, ’équation de Schroodinger indépendente
du temps,

hQ
—5 9" (@) + V(@) (z) = By (). (2.2)
Sinon c’est une équation différentielle partielle, comme par exemple, I’équation
de Schrodinger dépendente du temps,

B 3P(,t) L, 0U(z,t)

5 G2 +V(x)¥(x,t) =ih 5 (2.3)

31
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Si une équation différentielle ordinaire peut étre écrit dans la forme
An(@)y™ (@) + Ap 1 (2)y™ V(@) + - - + Ary/(2) + Agy(z) = g(2),  (24)

on dit que c’est linéaire d’ordre n. Ici,

y™ () = : (2:5)

Si g(z) = 0, on dit que ’équation différentielle est homogéne. Sinon c’est
inhomogene. Donc I’équation de Schrodinger indépendente du temps est une
équation différentielle homogene et linéaire d’ordre n,

—;—mw”(x) +[V(2) — Elg(z) = 0. (2.6)

B. Equations différentielles linéaires d’ordre 2. Sans perte de
généralité, on peut écrire

y"(z) + P(z)y'(z) + Q(x)y(z) = 0. (2.7)

Théoréme (facile). Siy1(z) et y2(z) sont des solutions de I'Eq. (2.7), y(z) =
c1y1(x) + coyo(z) est aussi une solution.

Théoréme (difficile). Si les deux solutions yi(x) et yo(x) ne sont pas pro-
portionelles, chaque solution de I’Eq. (2.7) peut étre exprimée comme une
combinaison linaire de y; et de ys,

y(7) = c1y1(z) + coyol(z) - (2.8)

En fait, la solution générale d’une équation différentielle d’ordre n est
déterminée a exactement n constantes prés. Normalement on fixe ces n
constantes par n conditions de frontieéres.
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C. Un cas particulier. On va maintenant considérer la situation quand

=D
Qz) = ¢ (2.9)
sont des constantes. Donc nous avons
y"(z) +py'(z) +qy(z) = 0. (2.10)

Nous voulons trouver la solution générale. Pour faire ceci il suffit a trouver
2 solutions indépendentes. Essayons

y(z) =e*. (2.11)
Comme
'(z) = sy(z)
y'(@) = s’y(z), (2.12)

s*y(z) + psy(x) + qy(z) = 0. (2.13)

Nous ne sommes pas intéressé pas la solution triviale, y(z) = 0. Donc nous
pouvons diviser par y(x) et obtenir ce qu'on appele I’équation auziliaire,

s +ps+q=0. (2.14)

Bien siir que

4+ —4
s= 2 2p g =51, So. (2.15)
Si s1 # s9, la solution générale est
y(x) = c1€”* + e’ . (2.16)

(Si s = s9, il faut chercher encore une solution.)
Nous allons combiner cette solution générale avec des conditions de frontieres
différentes pour étudier la physiques des simples “boites”.

Solution quantitative
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A. Conditions de frontiéres. La boite est divisée en trois régions,

400 <0 région I
V(z) = 0 O0<z<? régionlIl . (2.17)
+oo U<z région III

Nous pouvons reécrire 1’équation de Schrédinger comme,

_h_Q@Z(E_V)¢, (2.18)

2m dx?

La quantité a gauche correspond a l'opérateur d’énergie cinétique. On wva
supposer que cette quantité reste toujours finie et que I’énergie, E, est aussi
finie. Alors dans les régions I et 111, le fait que la coté gauche est finie implique
que la coté droite est finie. Comment ca se peut si V = 400 et F est finie?
La seule facon de sortir de ce paradoxe est si ¢ = 0 dans les régions I et III,

Yi(z) = Yr(z) =0. (2.19)

Comme on suppose aussi que la fonction d’onde est toujours continue nous
avons également que
Yr1(0) =€) =0. (2.20)
B. Condition de valeur propre. Focalisons sur la région IT ou I’équation
de Schrodinger est

h2
—%iﬁn” () = Evrr(z). (2.21)
On peut le reécrire comme
2mE
v (x) + 71#11(3’5) =0. (2.22)
L’équation auxiliaire est
2mFE
57 + 7;;2 s=10 (2.23)

et a les solutions

s = +V2mE/h
= +p/h, (2.24)

ou

p=V2mE. (2.25)
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Nous avons que la solution générale est
Y(x) = cr et 4 cpem /M (2.26)

Maintenant, appliquons les conditions de frontieres. Az= 0, nous avons
que
0= ’([)(0) =c+cCy. (227)

Donc nous pouvons définir
c=c = —c, (2.28)
et
¢($) - ¢ (eipm/h B e—ipx/ﬁ)

= 2icsin (Iﬁ) . (2.29)
h
Agz= £, nous avons que
0 = 90
. (Dl
= 9 7
con (%)
. (Pl
= — . 2.
0 sin (h) (2.30)
Forcement ’
% = nr. (2.31)

Cette derniere équation est connue par le nom de la condition de wvaleur
propre car elle fixe I’énergie (la valeur propre de ’équation de Schrédinger).
De les égs. (2.25) et (2.31) on arrive a

_ n%h

© 8me2’
la méme chose que nous avons déja vu dans 1’éq. (1.61). La nombre, n, est
appelé le nombre quantique.

C. Orthonormalité. Nous allons maintenant déduire la normalisation
de ¢, (¢ pour le nombre quantique n). Sans perte de généralité

Yn(x) = ¢y sin (%x) . (2.33)

(2.32)
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Considérons 'intégrale,

¢
Tn = / 0 (2)n (z) d (2.34)
0
Pour déterminer la constante de normalisaiton, c,, nous demandons que
Znn =1 (2.35)

(condition de normalisation.) Pour étre plus générale nous allons évaluer
I’intégrale

¢
Lonn = c;“ncn/ sin (%x) sin (%x) dz . (2.36)
0

Avec l'aide de la rélation [a comparer avec ’éq. (1.115)]

cos(a — B) — cos(a + B)
2 Y

(2.37)

sin asin 8 =

nous obtenons

T = *m;" {/OZ cos [(m — n)%x] dx — /Oe cos [(m + n)%x] daz} . (2.38)

/cos(ax) dx = : : (2.39)

Donc I'éq. (2.38) peut étre reécrit comme

(2.40)

En évaluant cette expression il faut faire attention a la division par zero qui
se passe quand m = n. Dans ce cas, il faut utiliser le regle de I’Hopital,

. dsin(yz)
. sin(yz e
hn& 7(?; ) = 111% ZZ
— —
y Y y o
= lim z cos(yzx
limy z cos(yz)

= x. (2.41)
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Nous arrivons a

Im,n - { cfn(c)m’ " 7& "
mmlsm o =n
Donc la condition de normalisation [éq. (2.35)] nous donne
In,n =1
1
In,n = §|Cn|2
2
Cn = (\[-.
14
Donc
gn(e) =7 sin ("a)
n(@) =4/gsimn{ 2],
et

¢
/0 0 (2) 1 (2) dT = 6
Le delta de Kroenecker est défini par

5mn:{ 0;m#n

’ 1:m=n

On dit que les solutions sont orthonormales.

37

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Observations. Maintenant que nous avons une solution compléte et
exacte d'un premier probleme de mécanique quantique, ¢a vaut la peine
d’arréter un moment pour regarder les implications physique de cette so-

lution.

1. En mécanique classique, la gamme des énergies possibles est continue —
c’est-a~dire que toute valeur de I’énergie est possible. Dans la mécanique
quantique, ’énergie est quantifiée — c’est-a-dire que la gamme d’énergie

est discrete.

2. Energz'e de point zéro: L’énergie de I’état fondamentale n’est pas zéro.
(Dans ce cas, la valeur de 1’énergie de point zéro est Fy = h%/8m/?))

3. La densité de probabilité (le carré de la fonction d’onde) a des noeds.
Comment la particule traverse-t-elle la boite? Le nombre des noeds
moins un nous donne le nombre quantique n (ceci est vrai pour les

solutions liées de toute systeme unidimensionnel.)
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4. Principe de correspondence: Quand h — 0,

a les niveaux d’énergie s’approchent pour approximer un continuum
b la distribution de probabilité resemble a une distribution classique
de la particule moyenée sur temps

La Particule Libre

Quand ¢ — oo, nous avons le probleme du particule libre. Comme

n(x) = \/% sin (%x) 300 0, (2.47)

nous ne pouvons plus normaliser notre fonction d’onde. FEn générale les
solutions quantum mécanique nonliées ne sont pas normalisables, dans le
sens que lintégrale carré de la fonction d’onde n’est pas unité.

Afin de simplifier le traitement en mécanique quantique de la particule li-
bre, il est traditionel a retourner a la solution génerale pour la région intérieur
de la boite [éq. (2.26)] et de choisir les solutions

w:i:p (iE) — Ce:l:ip;c/h

p = V2mE. (2.48)

Ce choix est justement possible a cause de manque de quantification des
niveaux des énergies pour le continuum. Il y a deux facons utilisées pour
choisir la constante ¢ dépendente de facon qu’on veut utiliser pour ”nor-
maliser le continuum”:

1. Normalisation en boite. On imagine que les particules sont confiné
dans une tres grande boite de longueur, L, et on met ¢ = 1/\/Z La
normalisation de la fonction d’onde est donc

L 2 1 rE +ipz/h|2
| @) e = 2 [T do

]_ L

- 2[4
L/o o
1y

=

(2.49)

La valeur de L n’est jamais specifiée et s’annule dans toute calcul
physique (sinon le calcul ne peut pas étre correct!)
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Figure 2.1: Forme générique du potentiel décrivant la force entre les deux
atomes dans un diatomique

2. Normalisation de la fonction de Dirac. Ici ¢ = 1 et on utilise la relation

+o0 too
/ ¢;1($)¢p2(x) de = / elp2=p1)z/h ..

—0oQ0

ol la fonction de Dirac a la définition
+o00
/_ 5(z — o) f () dp = f(z0) . (2.51)

L’Effet Tunnel

Nous allons maintenant considérer le probléme du potentiel V (r) décrivant
la force entre les deux atomes dans un diatomique (fig. 2.1). Essayons de
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modéliser ce potentiel rudement avec le potentiel,

400; z < 0; région I
V() =< 0;0<z<¥; régionll (2.52)
Vo; £ < x; région III

Les solutions de I’équation de Schrodinger divisent en deux types :
e licessi £ < Vj,
e continuum si E >V

Pour le continuum, nous n’avons pas de condition de valeur propre (donc les
niveaux ne sont pas quantifiés) et le probleme de normalisation resemble au
probleme de normalisation pour une particule libre. Nous n’allons pas con-
sidérer ce cas davantage. Par contre, les solutions liées sont tres intéressantes,
surtout dans la région III. Dans cette région la solution générale est

Yrii(x) = CePrr/t 4 Demprrs/h, (2.53)

ou
prrr = /2m(E — V). (2.54)

Comme la racine carrée est imaginaire dans ce cas (!) il est plus commode a
utiliser la variable k£ définie par

prir =tk . (2.55)
La solution générale [éq. (2.53] devient alors,
¢7111($) — Ce—ikm/h 4 De-l—km/h ) (256)

Mais la deuxieme des termes divergent dans la limite que z — oo. Comme les
solutions liées doivent toujours étre normalisable, nous concluons que D = 0.
La solution générale est donc,

Yrrr(x) = Ce /M (2.57)

Par contre la constante C' n’est pas zéro et meéne a une certaine probabilité
que la particule se trouve sous la barriére (dans la région défendue par la
mécanique classique). Ceci est un nouveau effet qui se trouve ni dans la
mécanique classique ni dans la mécanique semiclassique présentée au début
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du cours. En fait, grace a ce phénomene de tunnel une particule initiellement
piégée dans une puit de la forme

+00; 2 < 0; région 1
0;0<z<¥; région II
Vo by <z < {y; région III
0; ¢y <x;; région IV

V(z) = (2.58)

peut échapper de la région III pour ensuite sortir comme “particule libre”
dans la région IV. Loin d’étre de la “science fiction” nous trouvons ici une
explication des phénomenes tres réeles de radioactivité des noyaux et de
préionisation des électrons des molécules dans des forts champs électrique.

Des pages web

Il y a plusieurs pages sur le web montrant des solutions interactives ou an-
nimées des problemes des puits unidimensionelles. Voici quelques reférences

e http://www.chem.uci.edu/education/undergrad_pgm/applets/dwell /dwell.htm
e http://altal.middlebury.edu/chemistry/class/physical/quantum/quantum.html
e http://physics.ucr.edu/ vandalen/phy40e/40e_ani.html

e http://rugth30.phys.rug.nl/quantummechanics/tunnel.htm

Profitez-en pour jouer un peu! Au méme temps vous améliorer votre intuition
pour la mécanique quantique!

Exercise

Probleme. Une modele simple pour les électrons m dans une molécule
conjugée telle que la butadiene (CH,=CH-CH-CH,) est une boite a une di-
mension. En supposant une longeur de boite de 7,0 A, quelle est la longueur
d’onde prédite par cette modele pour 'absorption entre I’orbitale moléculaire
haute occupée (HOMO pour I'anglais “highest occupied molecular orbital”)
et I'orbitale moléculaire basse vacante (LUMO pour 'anglais “lowest unoc-
cupied molecular orbital”)? La valeur expérimentale est 217 nm.
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Solution. Butadiéne a 4 éléctrons m donc seulement les niveaux n = 1 et
n = 2 sont occupés. Le niveau n = 2 est le HOMO et le niveau n = 3 est le
LUMO. La formule pour I’énergie d’une particule dans une boite est

n*
=" (2.59)
Donc I'énergie de la transition est
h? 5 h?
AE = 2% = : 2.
8ml? 3 ) 8 8ml? (2.60)
Au méme temps,
AE = hv = % . (2.61)
Donc 5 p2 5
c
88mE ~ % (262)
ou 8
A= gcm£2/h. (2.63)

Il reste a insérer les constantes physiques et de faire le calcul (pas toujours
des étapes triviales!),

L — 8(2,99792458 x 10° m/s)(9,10939 x 10~*" kg)(7,0 x 1071 m)?
5 6,62608 x 10~3* J-s
= 323,12 x 10 % m

= 323 nm. (2.64)

2.2 Opérateurs
Notion d’Opérateur

Un opérateur est une regle pour transformer une fonction & une autre,

Af(z) = g(). (2.65)

Pour donner des exemples : L’opérateur de position est défini par

zY(z) = xp(x) . (2.66)
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L’opérateur du potentiel est défini par
Vo(z) = V(@)(a). (2.67)

Ce sont des exemples d’opérateurs locals ou multiplicatifs. L’opérateur d’impulsion
est défini par

. . dip(z)
= —th————. 2.68
pY(z) = —ih— (2.68)
L’opérateur d’énergie cinétique est défini par
X B? d*y(z)
T = —— ) 2.

Ces derniers deux exemples sont des exemples d’opérateurs semi-locals ou
différentiels.

Si cy et cg sont des nombres complexes, la combinaison linéaire, cad +
CBB, des opérateurs A et B est définie par

<CAA + CBB) Y(z) = cad(z) + cB. (2.70)

L’opérateur de I'hamiltonien,

H=T+V, (2.71)
dans la fameuse équation,
Hy(z) = Ey(z). (2.72)
est un bon exemple de la summation de deux opérateurs (7" et V). Donc
n &
l—%@ + V(x)} ¥(z) = Ey(x). (2.73)

Le produit des opérateurs A et B est défini par

(AB) f(z) = A (Bf(2)) . (2.74)

Un exemple est 'opérateur de 1’énergie cinétique,

T=—p*. (2.75)
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Comme J
p — —ih— 2.76
p——ih, (2.76)
nous avons
. L d . df(x)
2 = —th— | —th——
pf(=z) de<z dm)
d*f ()
= R : 2.77
e (2.77)
Donc o o
. h® d
T=———. 2.78
2m dx? (2.78)
Le commutateur des opérateurs A et B est défini par
[4,B] = AB- BA. (2.79)
Essayons a calculer le commutateur de p et z !
d
pif(z) = —ihaf(z)
. L, df (x)
= —ih —ih
ihf(x) — ihz -
= (—ith+zp) f(x). (2.80)
Donc
[Z,p] = ih. (2.81)
Un peu plus subtile est 'idée que deux opérateur A et B sont égaur si
Af(z) = Bf(a), (2.82)
pour toute fonction f(x). Par exemple, on sait que
[2,0] f(z) = ihf(z) (2.83)
pour toute fonction f(z), donc on sait que
[Z,p] =ih. (2.84)

Un opérateur, A, est linéaire si

A(f(2) +g(@) = Af(z)+ Ag(x)

x)
Alef(z)) = cAf(z). (2.85)
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Comme exemple, I’équation différentielle linéaire,

An(2)y™ (@) + Auer (2)y" V(@) + -+ AL(@)y () + Ao(2)y(x) = g(2),

(2.86)
peut étre écrit comme
Qy(z) = g(z), (2.87)
ou
Q= A(0) L b A @) b A @)L+ A)  (289)
= AnplT dz" n—1\T dzn 1 1\T dz o\& .

est a la fois un opérateur différentiel et un opérateur linéaire.
Une autre équation tres importante est une équation de valeur propre,

Af(z) =af(x). (2.89)

Ici, a est la valeur propre et f(z) est la fonction propre. Par exemple, f(z) =
etk2/M est une fonction propre de 'opérateur d’impulsion, p, avec valeur propre
k. Pour voir ceci,

d
s o—
P ! dx
—mdie“m/h = —ih(ik/R)e*e/h
i
= ketke/h (2.90)

Les Postulats de la Mécanique Quantique

e Postulat No. 1. Pour chaque propriété mésurable (observable) A, il y
a un opérateur correspondant, A.

e Postulate No. 2. La recette pour créer un opérateur de mécanique
quantique a partir d’un observable de mécanique classique est,

T — T
— p=—th d
p b=—1 dz
1
= g (Zp + pz) - (2.91)
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(Mais on a rarement besoin de transformer le produit zp!) Un exem-
ple de T'utilisation de cette recette commence avec une alternative a
I’équation de Newton,

F=ma. (2.92)

Cette alternative est I’équation de Hamilton (1805-1865) qui exprime

I’énergie totale, £, comme summation de 1’énergie cinétique, 7', et
I’énergie potentiel, V',

E=T+V. (2.93)

On voit que 'opérateur corréspondant a 1’énergie est I’hamiltonien, H ,
défini par
H=T+V. (2.94)

Postulate No. 3. Les fonctions propres, f,(7), d’un observable /Al,

peut étre choisies orthonormales,

[ 5P £ (7) 4 = b (2.96)

et forme une base permettant le développement de toute fonction d’onde
(avec les mémes conditions de frontiéres),

(T 1) = Y ealt) ful) (2.97)

Postulate No. 4. Le résultat d’'un mesurement de la propriété A est tou-
jours un de ces valeurs propres. La probabilité de mésurer a,, est donné
par |c,(t)|* quand ¥, (7, t) est normalisée et le résultat du mésurement
est la réduction de la fonction d’onde,

U, (7 t) = fo(F). (2.98)

Cette reduction de la fonction d’onde sur observation de a,, est nommé
le Principe de Copenhague.

Evidement nous devons avoir

ol =1, (2.99)

n
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c-a~d la summation sur tous les probabilités doit donner 1. Pour voir ceci,
1 = /\If*(F, 1)U (7,1) dF
= S enlienlt) [ SRVl 7
= Z cr (t)e
= Z e (t)]? (2.100)

Voici un exemple de I'application du Principe de Copenhague. Apres une
perturbation (par exemple, le passage d’un champs éléctrique transitoire) la
fonction d’onde d’un atome n’est plus stationaire, mais elle peut étre ex-
primée comme combinaison linéaire des états stationaires,

Z Cn (L) (F)e T Ent/P (2.101)

ou les 1, sont les fonctions propres de I’hamiltonien H du systéme non per-
turbé. La probabilité de trouver I'atome dans son nieme état d’énergie est

e (t) e Bt/ 2 = ¢, (2)]2. (2.102)

Il est a repeter que le resultat d’un mesurement d’une propriété A est
toujours une valeur propre de A. Par contre, le resultat moyen anticipé (aussi
appelé la valeur d’expectation ou I’espérence) d’un ensemble de mésurements

A

sur des systemes identiques mais indépendantes est la valeur moyenne, (A),
par rapport a la fonction d’onde, ¥ (7, ), définie par

(A) = / U (7, 4) AU (7, 1) dF . (2.103)

La valeur moyenne peut étre exprimée comme un moyen sur les valeur propres

de A,
(A) = /\If AW (7 1) dF
= X el [ FDAL
= X bea(tan [ Fa) 1)



48 CHAPTER 2. SOLUTIONS EXACTES

= Y & (t)ea(t)anbmn

= > lea(®)?an . (2.104)

n

Equation de Schrédinger 4 3 Dimensions et Pour Plusieurs
Particules

En trois dimensions, comme en une dimension, I’équation de Schrodinger
dépendante du temps,

HU(7t) = ih%llf(f', t), (2.105)

a des solutions stationaires,
(7, 1) = (e E, (2.106)

quand le potentiel, V'(r), est indépedant du temps. La fonction d’onde, 9, et
son énergie, F, sont des solutions de I’équation de Schrodinger indépendante
du temps,
Hi(7) = Ey(F). (2.107)
La demonstration en trois dimensions se passe comme la demonstration en
une dimension. Il n’y a rien de nouveau jusqu’ici!
Maintenant regardons I'opérateur H en trois dimensions,

H = T+V
T o o .
= %(pi—i-p;-l-pi)-f-‘/(x,y,z)
R? [ 02 0? 0?
= —%(@w—yﬁ@)”(%y’z)
h2

ou 'opérateur laplacien (ou “del carré”) est défini par

0? 0? 0?
v v T
C 012 Oy2 022 (2.109)

Donc ’équation de Schrodinger indépendante du temps en trois dimensions
est

h2

m
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Donc I’équation de Schrodinger indépendante du temps est

2

Pour faire la généralisation a n particules, introduissons les coordinées

T = (@i, Yi, 2i) (2.112)
pour la particule 7 et aussi son laplacien
0? 0? 0?
Vi=—5+-5+55- 2.113
Yo0x2  Oyr 022 ( )

L’équation de Schrodinger indépendante de temps est

R’ Lo . Lo . Lo .
[— Z —V? +V(7’1,r2,...,7"n)] (T, Tay ooy Tn) = EY(FL, oy .oy 7).

i 2
(2.114)
Un exemple est ’hamiltonien pour les deux éléctrons dans I’atome de helium,

h2 2 2 9 2 2
l ; (V§+V§)—i—i+€7] V(7 7)) = Ev(r, 7). (2.115)

_—m T T9 |F1—F2|

Ici 'opérateur correspondant a I’énergie cinétique est

. K2
T=—0 (Vi+V3), (2.116)
I’opérateur correspondant a l’attraction aux noyaux est
~ 2e?  2¢?
Vne = _i - i, (2117)
1 )

est 'opérateur correspondant a la répulsion entre les éléctrons est

Vie=5——. 2.118
o (2.118)
La probabilité pour trouver simultanement la particule 1 dans une boite

de dimension dzidy,dz; centrée a 7, la particule 2 dans une boite de dimen-
sion dzadysdzy centrée a 7, ..., et la particule n dans une boite de dimension

dx,dy,dz, centrée a 7, est donnée par,

(U (7, oy -y ) [P APy . . . AT, (2.119)
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La condition de normalisation est
/// (7L, 7, .., 7) [P dFdFy . dFy =1, (2.120)
qui est souvent abbrévié par
/I\I’IQdT =1, (2.121)

ou
dr = dridry ... dr, . (2.122)

Particule dans une Boite 4 3 Dimensions

Il s’agit maintenant de reconsidérer le probleme du particule dans une
boite, mais cette fois dans trois dimensions avec potentiel,

_ 0 ; 0<zx<a0<y<betld<z<ec
Viz.y,2) = { +o0o autrement (2.123)
L’équation de Schrodinger indépendante du temps est
%y 0% 0%
=F 2.124
(63:2 Tor o) =Y (2124)

dans la boite.
Nous allons resoudre ce probéme par la méthode de separation des vari-
ables. Pour faire ceci on commence avec la fonction d’essaie

Y(z,y,2) = f(x)g(y)h(z). (2.125)

Remarquons que la normalisation de f, g, et h garantie la normalisation de

¥,

///Wx’y’ Z)|2d$dydz=/|f($)|2d$/Ig(y)lzdy/lh(z)ﬁdz. (2.126)

Pour continuer, faisons la substitution (2.125). Alors

2 2
_® (gf L h+f a”’) ~ Efgh, (2.127)
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qui peut étre reécrite comme

n? 0? n? 02 n? 0%h
oS Moy W Oh (2.128)
2mf 0x?> 2mgOy? 2mh 022

Or, nous avons,
fonction de z + fonction de y + fonction de z = constante, (2.129)

et ceci pour toute valeur de z, y, et z, chose impossible sauf si chaque terme
a gauche est égale a une constante,

_Per g
omf 0x2 "
ey,
2mg Oy2 Y
 9%h
- — = E,. .
2mh 022 (2.130)

En fait, nous venons de reduire une équation de Schrédinger pour la particule
dans une boite a trois dimensions & trois équations de Schrodinger chaqu’une
pour une particule dans une boite a une dimension,

B 02
_ ~_ = E,
2mf 0x? /
h* 0?
_ 2 - E
2mg Oy? vJ
R 02
M g 2.131
2mh 022 h (2.131)
Evidament,
E=E,+E,+E,. (2.132)

Nous connaissons déja la solution du probleme a une dimension,

fr, () = \/gsin (nwm:)
a a
h? n?

8m a?

E, =
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g (y) = \/%sin (nygfy)

Bo_ Pm
v 8m b2
2 2
hnz (Z) = \/jSin (TL ﬂ—y)
c c
h* n?
Donc
V(neinyims) = \/% sin (nym:) sin (ny;w) sin (ngry)
abe a c
h? (n? n? n?
Engnyn.y = m (F + b_y + c_2> ) (2.134)

et nous avons maintenant 3 nombres quantiques!
Quand a = b = ¢, nous avons
h2

E(nxvnyvnz) = 8ma2

(n2 +n +nl). (2.135)

SmazE(nm,ny’nz)

Ng Ny N, W
1 1 1 3
1 1 2 6
1 2 1 6
2 1 1 6
1 2 92 9 Nous avons plusieurs combinaisons des nom-
2 1 2 9
2 2 1 9
1 1 3 11
1 3 1 11
3 1 1 11

bres quantiques qui meénent aux mémes énergies. Dans ce cas, on parle des
niveaux qui sont 3 fois dégénérés et dit que pour ces niveaux la dégré de
dégénérescence est 3.

Théoreme. Si n solutions ¥y, Vs, ..., ¥, ont la méme énergie,

Y =c11 + coa + ...+ ot (2.136)
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est une autre solution avec la méme énergie.
Demonstration.

A

Hy = ﬁ(01¢1+62¢2+"'+0n¢n)

= Clﬁ¢1+c2ﬁw2+"'+cnﬁwn

= B+ By + -+ By

= E(eh + cothy + -+ cathn)

= Ev. (2.137)

Définition Les fonctions 1, ¥, ..., ¥, sont linéairement indépendentes si
la seule solution a I’équation,

0=ci91 + oo + -+ + cpthp (2.138)

est
cp=c=---=c¢,=0. (2.139)

Définition. La dégré de dégénérescence d'un niveau d’énergie E est le
nombre maximum de solutions avec ’énergie E qui sont linéairement indépendente.

Un ensemble de solutions linéairement indépendent peut toujours étre
orthonormalisé selon 1'algorithme de Gram et Schmidt. L’explication de
I’algorithme est facilité par 'utilisation de la notation de Dirac,

(floy = [ £()g(r) dr. (2.140)

L’orthonormalisation Gram-Schmidt fait la transformation des fonctions vy,
s, ..., ¥, & un nouveau ensemble 9], ¥}, ... ¢! des fonctions orthonormales,
en passant par des fonctions intermédiaires ¢1, ¢o, ..., ¢, orthogonales mais
pas normalisées:

¢1 = Tﬁl
o= ¢/(d]d)'?
b2 = o — P (i]a)
Uy = o/ (o|d)"?
¢3 = Y3 — Py{hylths) — Py [ehs)
@b:ﬁ, = ¢3/<¢3\¢3>l/2
(2.141)
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Quelques Remarques sur la Valeur Moyenne

() = [ dpar
(| Adp)
/ Av* e dr

[y v dr = (). (2.142)

N
N N

Sauf ... quand?
WlAy) = (Ayly)
= [(Aw)par
= ([cavrar)
- ( / w*AwdT)*

= (Y[Ay)". (2.143)
Donc la veur moyenne doit étre réelee, qui est le cas pour toute propriété
expérimentale.
Un opérateur satisfaisant
(flAg) = (Aflg) (2.144)
est dit hermitique. Pour montrer que p = —ihd/dx est hermitique,

. oo o . d
(flpg) = /_ S (—zFLé) dx
“+0oo
= —infrgl"% +in [

+oo dJf*
= 0+’ih/ df gdx
—00 dx

= /:)o (—ihs—i) gdz
= (bflg)- (2.145)

Evidement des valeurs moyennes réelles peuvent etres assoiées avec des opérateurs
complexes!

df*
dzx

gdz
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Exercise

Probleme Est-ce que les fonctions suivantes sont des fonctions propres de
d?/dz*? Si oui, quelles sont leur valeurs propres? a) e*, b) z?, ¢) sinz, d)
3cosz, e) sinz + cos x.

Solution
a) fonction propre égale a 1 :

&, d[(de”
dz?  dzx \ dz

1-e” (2.146)

b) pas une fonction propre :

2, d (da?

@) = d_<d—>

&2

dx

= 2

# constante - 2° (2.147)

¢) fonction propre avec valeur propre égale a -1 :

d—2(sin ) = d (dsinz
dz? o= dz dzx

dcosz
dz
= —sinzx
= —1-sinz (2.148)

d) fonction propre avec valeur propre egale a -1 :

d—2(3cosa:) _d (d3cosz
dx? - dz dx
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d(—3sinx)
dx
= —-3cosz

= —1-3cosz (2.149)

e) fonction propre avec valeur propre égale a -1 :

az . d (d(sinz + cosz)
@(smx-i-cosx) = o ( o >

_ d(cosz —sinx)

B o dz

= —sinz —cosz

= —1-(sinz + cosx) (2.150)

2.3 Oscillateur harmonique simple
Molécule diatomique

L’oscillateur harmonique est un modele pour décrire les vibrations moléculaire
pour un diatomique avec les deux noyaux de masse m; et msy et vecteur de
position 7 et 7% respectivement. Nous avons déja vu [Eq. (1.20)] que I’énergie
cinétique pour un diatomique peut étre écrit comme

1 5 1 .
T = SM|RP + SuliT* (2.151)

dans la mécanique classique, ou

m1F1 —+ mg'f'_’g

R= (2.152)
my + Mo
est le coordonés en coordoné de centre de masse,
est le coordoné relatif,
est la masse totale, et
mym
p=—— (2.155)

m1+m2
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est la masse reduite. L’Hamiltonien classique est donc
150 1 .,
H= §M|R| + §,u|7"\ +V(r), (2.156)

qui est séparable. Selon les postulats de la mécanique quantique, I'opérateur
correspondant a ce Hamiltonien est

H = T:+T,+V(r)
h? K2
_ 2__ 2
= -3 Vi V+V() (2.157)

L’equation de Schrodinger indépendante du temps est donc

h2 hZ - —
VR 5, Ve + V)|l R) = Bu B (2.158)

On dit que cette équation est séparable. C’est-a-dire qu’il existe des solutions

de la forme, . B .
(7, R) = (M o(R) . (2.159)

Pour trouver 7 et ¢, on fait la substitution de I’éq. (2.159) dans ’éq. (2.158)
pour obtenir

@[ L )]+%[<—h—2v2+v< ))i| =B (200

Nous avons donc une équation de la forme
fonction de R seulement + fonction de 7 seulement = constante, (2.161)

qui doit étre satisfait pour toute combinaison des valeurs de Ret de 7. La
seule facon pour accomplir ce merveille est de supposer que chaque fonction
est elle-méme égale a une constante. Donc

ﬁ[ T Vael)| = Ex

| (hweve)in)| - &
Ex+E, = E, (2.162)
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B B}
_WVR¢(R) = ER¢(R)
[—S—Mv%vm] W = B0

Er+E, = E. (2.163)

Nous avons donc des équations de Schrodinger indépendantes pour la motion
du centre de masse (R) et pour la motion rélative (7). La premitre a déja été
traité dans le sens qu’il s’agit simplement du probléme du particule libre (ou
dans une treés grande boite). C’est le deuxiéme probléme qui nous intérresse
ici.

D’habitude la séparation des dégrés de libérté de rotation et de vibration
est aussi une bonne approximation. Apres avoir fait cette séparation (pas

montrée ici), I’équation de Schrédinger pour la mode de vibration est

K2 d2 (1 4+ 1)K?
————f—V(T)—{—L

2 dr? P(r)=EP(r), (2.164)

212

oll nous avons éffectué une séparation des coordinés radial et angulaires,

B(F) = rP(r)Yim(0, 6). (2.165)
Dans I’éq. (2.164) nous reconnaitrons bien 1’énergie du rotateur rigide,
(1 +1)R?
E(r)=—— 2.1
()= (2:166)

tenant compte de la rotation eventuelle de la molécule [voir I’éq. (1.82)]. Pour
maintenant nous supposerons que la molécule ne rotate pas (I = 0) et donc
que nous pouvons négliger ce terme.

La forme typique pour I’energie de potentielle V' (r) pour une molécule di-
atomique est donnée dans la figure 2.1. Le longueur de la distance d’équilibre
de la liaison est la valeur de r au minimum. En appelant ce valeur r., nous
pouvons faire le développement,

V(r) =V(re) + V'(re)(r —re) + %V” (re)(r — 1) + -+ (2.167)

Au minimum

V'(re) =0. (2.168)
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Nous pouvons aussi faire un choix d’énergie de zéro tel que

V(re) =0. (2.169)
Le changement de notation,
T = Tr—re
k= V7(re)
@) = P(r), (2.170)
nous permet de reécrire 1’éq. (2.164) comme
R 1,
-+ = =F . 2.171
B + 37 00 = P (2.17)

Ceci est ’équation de Schrodinger pour loscillateur harmonique simple. Comme
nous verrons, la solution exacte est

1
Eyip, = (v + 5)hve, (2.172)
ou
1 [k
e = —1\/— 2.173
g 2r\m ( )

est la fréquence vibrationnelle harmonique et le nombre quantique de vibra-
tion v ne prend que des valeurs entieres,

v=0,1,2,... (2.174)

N

A partir de ’équation de Schrodinger dépendante du temps, on peut
démontrer & une premiére approximation que seulement les molécules avec
un moment dipolaire permanent montent des absorptions de photon et que
seulement les transitions avec

Av =1 (2.175)

sont permises. (Les transitions “interdites” sont la aussi mais sont de faible
intensité.)
Ey — By
Yumiere = h
(va + 3)hve — (v1 + 3) I
h
= Vg, Uy—v =1. (2.176)
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L’unité SI de fréquence est
1Hz = 1571, (2.177)

mais les lignes d’absorption IR sont souvent specifié en nombres d’onde

(cm™!) données par
v 1
D — — = _ . 2.178
v= = ( )

Une meilleure approximation pour 1’énergie vibrationnelle est
1 1
Eip = (v+ i)hlle —(v+ §)th/exe : (2.179)

ou le produit v.z, est connu par le nom de la “constante d’anharmonicité”.
Donc

E, — E;
Ylumiere = h
= Ve — 2Vezc(v1 +1). (2.180)

Oscillateur harmonique classique : rappele

La force est donnée par la derivée de I’énergie potentielle,

dV (z)
F = —
dx
d (1
= —— 2k 2)
dx (2 o
= —kz. (2.181)
Comme nous avons la loi de Newton,
F=ma, (2.182)
nous pouvons écrire
—kx(t) = pi(t), (2.183)

une équation différentielle & resoudre pour z(t). Essayons
z(t) = ae. (2.184)
Alors 'équation auxiliaire est

us® = —k (2.185)
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est a la solution

valeur pure imaginaire! La solution générale pour I’équation différentielle (2.184)

k
s = +iy[—, (2.186)
7

peut étre écrite dans plusieures fagons équivalentes,

x(t)

+i\/£t —|—i\/£t
ce b4 e K

o)

= ccos <\/Et+ ¢> )
1

La periode est donnée par

c’est-a-dire

[
=2m/=.
T T ?
Aussi
1
v=—.
T
Donc
L _ 2m\/ pk
v TVH
E = 4n*vu.
Alors
V =21 pa?

(2.187)

(2.188)

(2.189)

(2.190)

(2.191)

(2.192)

Méthode de solution par développement en série : rappele

Il nous faudra cette méthode pour obtenir la solution exacte de ’oscillateur

harmonique. Autant commencer avec un exemple simple,

dC (t)

dt

(2.193)
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léquation de cinétique des réactions a premier ordre. La solution est
C(t) = Ae *. (2.194)

Vérifions par la méthode de série,

Ct) = > cut”
n=0

dC(t) - 1
= Z ne,t”
dt n=1
n=0
Donc - o
Y (4 1)cpat" = —k D cpt”, (2.196)
n=0 n=0
qui implique la rélation récursive,
k
ntl = ————Cp, . 2.197
Cn+1 nT 10 ( )

Comme le premier coefficient reste indéterminé, I’équation récursive mene a
k? k3 k4
ct) = 1—kt+—t2 — =+ ' 4.
(2 c“( R L TR
= coe ", (2.198)

équivalent a I’équation (2.194).
Solution exacte en mécanique quantique

Nous sommes finalement en mésure de resoudre exactement 1’équation
de Schrédinger indépendante du temps pour 1’oscillateur harmonique en une
dimension,

>k
<_@@ + 5352) v(z) = Ey(x), (2.199)

que nous allons reécrire comme

& oQwE  k
d—;f ( 52 —h—’j:ﬁ) W(z) =0. (2.200)
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La quantité o définie par

= (2.201)

a un role special a jouer dans ce qui suit.
Solution par développement en série

En fait, 'examination du cas de grand |z| (pas présenté ici) suggere le
dévéloppment,

P(z) = e 2 > cpa™. (2.202)
n=0
Les dérivées sont données par

! _ —az?/2 s n—1 s n+1
V'(x) = e Y ne,s" Tt —a )
n=1 n=0

o0
= w2y [(n + 1)eppz™ — acnx"+1]

n=0

o (e e] [e.e] o0
P'(z) = e [Z n(n—1)c)nz™ —a Y ne,a™ —ad (n+1)ca” +a? cnx"”]
n=2 n=1 n=0 n=0
o
— e—az?/2 ) [(n +2)(n 4+ 1)cproz™ — a(2n + 1)c2™ + a20nx"+2] . (2.203)
n=0

En mettant ces expressions dans 1’équation (2.200),

o (%E _ a%?) b=0 (2.204)

on obtient
2uk
hZ

cnt” — ale, ™| = 0.

[e.e]
e w2y [(n +2)(n+ 1)epror™ — a(2n + 1)c, 2™ + o, 2™ +
n=0

(2.205)
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Relation récursive

Donc

i [(n +2)(n+ L)y + (2;;—2E —a(2n+ 1)) cn] " =0, (2.206)

n=0
qui mene a la relation récursive,

a2n+1) - 2—2‘?

O (2.207)

Cn+2 =

Evidement ¢y et ¢; détermine tous les autres c,,

[ pair impair
2
Y() = [AD) ca"+B ) | e &
n n
- [e.e] o 5
= [AY 2+ BY cqa?tt| e /2, (2.208)
L =0 1=0

Condition de quantification

En fait, ces séries ne peuvent pas étre infinies. Autrement dit: il y a
une valeur de n pour le quel ¢, 9 = 0. Pourquoi? La demonstration est par
la méthode de contradition. On fait la supposition que tous les coefficients
sont non nulls et nous chercerons une contradiction. Ce contradiction nous
montrera la faussité de la supposition que tous les coefficients soient non
nulls, et donc il y a un premier coefficient égale a zéro.

Examinons les rélations pour [ grand! Il y a deux cas a considérer :

Cas pair.

a(dl+1) — 2”;—2E

T2+ 1) 20+ 2)
= e %cl . (2.209)

Ci+1

Dans le cas de grand /[,

1
cl+12 7a, (2.210)
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est la série devient

0o 00 l
2~ @ 9
E T = E l—'l'
1=0 =0 *
= ¢t (2.211)

Cas impair.

a(dl+2) — 27‘;—2E

= i)+ 3)
= oo %Cz- (2.212)
Dans le cas de grand /[,
1
cd+1= 7 (2.213)
est la série devient
00 00 al
ch$2l+1 I~ Z l_'$2l+1
1=0 1=0
= zeto?, (2.214)

Nous avons donc que
P(x) o [Ae‘””2 + Ba:e“’”z] e—ow’/2

— A€+aw2/2 + Be+aa:2/2

g0 0O (2.215)

Mais cette solution est impossible parce que ce n’est pas normalisable! Ceci
est la contradition qui nous montre qu’il y a une valeur de n pour le quel
¢n+2 = 0. Selon la relation récursive [Eq. (2.207)], nous devons avoir pour ce
valeur de n que

2uF
a(2n+1) — % =0. (2.216)
Alors nous avons une condition de quantification!
g - Ra(2n + 1)
2
_ PEEEn+1)
2p

— (n + %) . (2.217)
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Comme cette condition corresondent a une seule valeur de E et nous ne
pouvons pas avoir deux valeurs de n, soit la série paire termine et B = 0,
soit la série impaire termine et A = 0. Nous ne pouvons pas avoir une
mélange de symétrie paire et impaire dans la fonction d’onde!

Le changement de notation n — v et v — v, transforme ’équation (2.217)
a I’équation (2.172).

Les Fonctions d’Onde
a /4

(@) = (2”1}!)_1/2( ) / e H, (o), (2.218)

ou les polynomes de Hermite sont définies par

™

2

d'fl —z
Hy(2) = (=1)"e* de (2.219)
Zn
Les premieres 3 solutions sont
o 1/4 2
— et —az®/2
e = ()"
403\ 4
wl(x) — (&) .%670%2/2
T
1/4
Polz) = (43) (2az? — 1) /2. (2.220)
™
Exercise

Probléme. La bande IR la plus intense de 2C'%0 se trouve & o = 2
143 cm~!'. En appliquant la modele d’oscillateur harmonique, trouvez la
constante de force (k). Il vous faudra un tableau de masses isotopiques,

Isotope Masse ‘ Isotope Masse ‘ Isotope Masse

'H 1,0078250 13C 13,003355 328 31,972071

’H 2,014102 YN 14,003074 | 3°Cl  34,968853
2C 12,0000..¢ | O  15,994915 | 37Cl  36,965903

¢ Exactement douze par définition.
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OSCILLATEUR HARMONIQUE SIMPLE

n=10 (a) f ! i I ¥
distribution . nom
de probablité

teceift

-
I
—— !—l-,
) 4
Vil

| 1]
i Pl N r
|
| | \

| MC

—_—

—
—

=
=
=

n=1 (b) ' ' 4
état MQ
fondamental | . Fd e \,

1
(@1 {ﬁw]‘T \\ y\_

/ “)
4 - /

R S

] ©
id
AL
X

&= =
—

fonction d’onde distribution de probabilité

Figure 2.2: Solutions du probleme d’oscillateur harmonique simple en
mécanique quantique (MQ) et en mécanique classique (MC). On remarque
que la solution MQ & haute énergie (nombre quantique n = 10, fonction
d’onde v ((), distribution de probabilité [¢/({)|?) correspond bien a la solu-
tion MC moyennée sur le temps. La correspondance n’est pas du tout bonne
a basse énergie (état fondamental, n = 1) ou la solution MC a des maxima
au points de retour & ( = +1 (quand la particule frappe les murs du poten-
tiel). Pour la méme énergie, on voit que la solution MQ a un maximum au
centre du puits du potentiel et qu’il y a une certaine probabilité a trouvé la
particule dans la region interdite a la particule classique (“effect de tunnel”).
Figures tirées du Ref. [PW35].
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Solution. La relation

1
v=— k (2.221)
2\
nous donne
k = pdn*v? . (2.222)

Pour calculer v,

v = Uc
= (2143cm™1)(2,9979 x 10%cm/s)
= 6,424 x 103!
= 6,424 x 10"*Hz. (2.223)

Pour calculer p,

(12g)(15, 994915g)
12g + 15,994915¢
= 1,1385033 x 10" *g/moléc
= 1,1385033 x 10~ *kg/moléc. (2.224)

/6,02214 x 10"**moléc

Et donc, pour calculer la constante de force,

k= (1,1385033 x 10 *kg/moléc)4r?(6,424 x 10"%s 1)
= 1855kg/s?
= 1855N/m. (2.225)

2.4 Impulsion angulaire et la rotateur rigide
I. Principe d’Incertitude

Une facon a donner une premiere description d’un systeme de mécanique
quantique est de spécifier toutes les constantes de motion, c’est-a-dire toutes
les propriétés qui peuvent étre mesurées simultanément sans incertitude.
Nous démarrons notre discussion d’impulsion angulaire avec une discussion
de la notion de constante de motion dans la mécanique quantique.

La notation bra-ket de Dirac est utile,

(fl9) = [ fgdr. (2:226)
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Dans cette notation la valeur moyenne de 1’opérateur A pour ’état 1 est
(4) = [y dydr
= (y|dy), (2.227)

a condition que la fonction d’onde soit normalisée,

(Yl) =1. (2.228)

A

L’incertitude pour une opérateur, A, et ’état, 1, est définie par

(a4 = ((A-A))
= <A2)<A)2. (2.229)

Que veut dire une incertitude de zéro dans le mesurement d’une propriété?
On ne mesure que des valeurs propres

Af =a;f . (2.230)
Comme les fonctions propres forment une base complete,

=73 cifi, (2.231)

et nous pouvons faire la minupulation suivante :
0 = (AA)

= X ¢ [ 5 (A= (A) far

- %‘cicj (a; = (A)) /fifde

= ig’;c;cj (a; — (A)) 61,

- z|| (a: — (D))" (2.232)

Soit ¢; = 0. Soit |¢;|?> # 0 et (A) = a;. Donc ¢ est une combinaison linéaire
des fonctions dégénérés de A, toutes avec la méme valeur propre.
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Théoreme.
AAAB > Z|(14,B))

ou le commutateur o o
[A,B]= AB - BA.
Démonstration (un peu subtile!) Mettons
o = (A-(4)y
B = i(B—(B)y.

Considérons
f) = (a+ABla+AB),

ou A est réel. Comme
f(A) >0,

il y a un minimum. Alors minimiser f par rapport a \.
FO) = 22(B18) + A ((a]B) + (Blay) + (afe) .
df (A)

0="22 = 200(B18) + ({a|B) + (Bla)) .
v — _{alB) + (Bla)
° 288)
((2lB) + (Bla))*  ({elB) + (Bla))?
_(<a|ﬂi<+ﬁ—|;ﬁ>\a>) el > 0.
C’est-a-dire
({2 B) + (Blar))*
(a|a)(B|8) > G5
(1414, 8))"

(AA)*(AB)" > 1

En prenant la racine carrée on obtient

1 . .
AAAB > —[([4, B])|.-

(2.233)

(2.234)

(2.235)

(2.236)

(2.237)

(2.238)

(2.239)

(2.240)

(2.241)

(2.242)

(2.243)

(2.244)
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Q.E.D.

Donc on peut seulement mesurer deux propriétés A et B simultanément
et sans incertitude quand [A, B] = 0.

Maintenant considérons les vecteurs propres de deux opérateurs commu-
tants. Comme on peut mesurer les valeurs propres simultanément et avec
certitude et comme on sait que la fonction d’onde est une combinaison linéaire
des vecteurs dégénérés des deux opérateurs, on est porté a soupconner que

Les vecteurs propres de deux opérateurs qui commutent peuvent toujours
étre choisis d’une facon que les vecteurs sont des vecteurs propres simultanés
des deux opérateurs.

Notre raisonnement dans cette instance est seulement heuristique mais la
conclusion est rigoreusement correcte et généralisent aussi a trois, méme a
plusieurs, opérateurs qui commutent.

Quelques Reégles de Comportement des Commutateurs

Les régles suivantes sont utiles méme si facile a démontrer :

A~

[A, B] = —[B, 4] (2.245)

[A,A] = —[A,A] (2.246)
=

[4,4] = o. (2.247)

[A,BC] = [A, B]C + B[A, (] (2.248)

A, A"] _ 0. (2.249)
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Le commutateur [A,] est un “super opérateur” (c’est-a-dire un opérateur
qui opere sur d’autres opérateurs) linéaire,

[A,bB + ¢C) = b[A, B] + ¢[A, C]. (2.250)
Il y a aussi une loi de permutations cycliques :
[A,BC)+ [C,AB] +[B,CA] = 0. (2.251)
II. Resumé des Propriétés des Vecteurs

Un vecteur ¥ en 3D est une quantité avec une magnitude v = |¥] et
une direction. Si 4, j, et k sont des vecteurs de magnitude un qui pointent
respectivement dans les directions +z, 4+, et +z, on peut exprimer ¥ comme

T = vyi 4+ vyj + v,k . (2.252)

Son magnitude est

v =/vi+02+vZ. (2.253)

L’introduction d’'un deuxieme vecteur,
W = Wyt + wyj +w,k, (2.254)

nous permet a faire le point sur les opérations vectorielles.
Combinaison linéaire :

a@ + b = (av, + bw,)i + (av, + bw,)] + (av, + bv,)k . (2.255)

produit scalaire :
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Mv v =v*l+ ™
\._. (X .!"l U'.—'. |1 V-

b

Figure 2.3: Vecteur 7 = 1 + yj + 2k .

(2.256)

<L

- W =vwcosl = -

ey

Le fait que

>0 Ly o RN

IO [ Lo O o ;w.>
[

_— O = O O =

(2.257)

implique que
(2.258)

produit vectoriel
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Figure 2.4: La régle de main droite pour les produits vectoriels.

Le fait que

CHAPTER 2. SOLUTIONS EXACTES

|T X W| =vwsinf .

— X V.

U X W

Ux(mﬂl—i-bzIJ'Q):aﬁszl—I—bﬁxzﬂg

i X1 0
i X ] k
ixk = —J
jxj =0
Ixk =1
kxk 0

(2.259)

(2.260)
(2.261)

(2.262)
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implique que

Txw = (vyw, — Uzwy)g + (v,wy — waz)j + (vpwy — vywx)l::
= ddet| ¥ Y| _Gdet| ® Y |4f| U
Wy W, Wy W, Wy Wy
i 7k
= det| v, v, v, (2.263)
Wy Wy W,
del :
- ~ 0 ~ 0 A
V = t—+j—+k+
Zax jay 0z
F = —-VV
A 0? 0? 0?
V= V.- V=——=+-5+>. 2.264
0x? + 0y? + 022 ( )
Tous ces propriétés sont généralisables a n dimensions ...
III. Impulsion Angulaire
A. Mécanique Classique
L’impulsion linéaire est
p=mi=mr (2.265)
L’impulsion angulaire est
) ik
L=7Fxp=det| z y =z (2.266)
Pz Dy D:
Donc
L;c = YD, — 2Py
Ly = ZPg — IPz
L, = xpy—yps, (2.267)
et
DP=L2+L+ L. (2.268)
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B. Mécanique Quantique

En mécanique quantique, il s’agit de travailler avec ’opérateur d’impulsion
angulaire,

L=7xp, (2.269)
ol .
F=r (2.270)
et . .
p=—1hV. (2.271)
En termes des composants,
. 0 0
L, = —ith|ly=——2—
! (yaz Zay>
. 0 0
L, = —i — — T
Y th (z p xaz)
. 0 0
L, = —th|lz— —-y—| . 2.272
; (xay yax) (2272)
Aussi, R A A X
DP=L2+L+L12. (2.273)

C. Relations de Commutation

Les composants de le 'opérateur d’impulsion angulaire obéient des rela-
tions de commutations qui ne different que par des permutations cycliques
des indices z, y, et z,

Lo, L] = kL,
[L..L.] = ihL,
Ly, L] = ihL,. (2.274)
Nous avons aussi que
(Lo, I?] = [Ly, 1%] = [L., L] =0. (2.275)

Exercise : Verifiez explicitement ces six rélations.
Conclusion importante: Nous ne pouvons mesurer simultanément que L?

et un composant de L (traditionellement choisi d’étre L,.
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,Vf' |y . r sin 6do

Volume element o
dV=r"sin® de do dr e

»
X

Figure 2.5: Coordonées sphériques.

IV. Coordonées Sphériques

Nous pouvons invertir les relations,

r = rsinfcos¢
= rsinfsin¢
z = rcosf, (2.276)
pour obtenir les relations,

r? = 2+y2+22

8

cosf =

tang =

SRS IR\

(2.277)

Nous pouvons transformer les expressoins cartésiens pour L, L%, et V2 en
coordonées sphériques avec des transformations telles que

oY (D) (o) (o) (@) ,(2) (2
0z o  \or 6.6 0z ., 00 rd 0z ", 0¢ " 0z .

= cosH2 — Sinag
- or r 00

(2.278)
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Exercise : verifiez!

On trouve
L, = +ih (sin ¢% + cot  cos qb%)
I:y = —ih (cos (/5% — cot #sin QS%)
L, = = ih% : (2.279)
Aussi
L? = —n? (aa—; + cot 9% + @%)
v = %aa_;r - #i? (2.280)

On remarque que les dérivées par rapport a r peuvent étre écris dans plusieurs

fagons. Par exemple,
102 9% 290

;GTQT - or? + ror

V. Rotateur Rigide

(2.281)

A. Modéle

Nous avons déja discuté ce modele un peu. Il s’agit d’'un modele pour les
absorptions micro ondes (et parfois IR) associées avec des transitions pure-
ment rotationnelles pour les molécules diatomiques avec un moment dipolarie
permanente.

V(r)
Q0 —————————————— - 0
m m
1 2
. R? (1 0 L i2) Ly
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Dans le modele de rotateur rigide,

est fixe.

|
| <
| J
|
|

-]

| |CM

0 —————————————e [ === o)
m m

(Dans ce cas I'impulsion angulaire s’appelent traditionnellement f)

m1F1 + mgfg

Foym = 2.284
rom my + Mo ( )

Le moment d’inértie est donnée par,

I = m1|F1_FCM|2+m2|F2_FCM2

pd? . (2.285)
Exercise : verifiez.
B. Solution Mécanique Quantique
L’hamiltonien pour le rotateur rigide est,

X 1. R
H= I?=—12. (2.286)

L’équation de Schrodinger indépendante du temps est

21—IE2Y(9, ¢) = EpotY (6, 0). (2.287)
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Donc )
L2Y (0, ¢) = 2IE.tY (0, 0) . (2.288)
Comme o
L..L2%] =0, (2.289)
exigeons aussi R
LY (6,9) =bY(0,0). (2.290)
L’opérateur
- 0
L, =—ih— 2.291
Zhaqﬁ (2.291)

est indépendant de #. Essayons donc une séparation de variables,

Y(0,¢) = SO)T(¢)

—mmﬂ%@::w@ﬂ@
LdT(p)
—ih i " bT (o)

dT ib

R

InT = %qﬁ—l— constante
T = Ae/h (2.292)

On exige aussi que
T(¢)=T(¢+2m), (2.293)

pour avoir une fonction bien définie, et que 7" soit normalisée. Nous trouvons
enfin,

1

T = —e™:m=0,+1,42,...
27_‘_6 m
LY(0,¢) = mhY(0,d). (2.294)

Maintenant considérons I’équation,

IAJQY(Qa Cb) = 21Eroty(9’ ¢)
—h? a—2+cot982 S(6) L gms — orp 5(9)L€im¢
502 96° m = rot \/ﬁ

dQS dS m2 QIEI‘OT,
(Wﬂow@—Sin2 9) S(O) = ——3S(0).  (2.299)
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Il y a une solution par moyen de développement en série. Nous allons sauter
la démonstration. Le résultat est que

14+ 1)R* 1 +1)R?

E. .t = = :1=0,1,2,... 2.296
rot Y 2pud? ) 1Ly 4 ( )

Les fonctions propres s’appelent les harmoniques sphériques,

Y(0,¢) = Y"(0,9)

20 +1 (I — m|)! .
- \l 1 |mD!Pl'm'(cose)em¢, (2.297)

Ar (L + |m])

ou une nouvelle limtation sur m est révellée,

m=—1,—l+1,...,0,....01—1,1, (2.298)

et les fonctions,
pm™ _ 1 2\|m|/2 dim 2_ 2.299
1 (w)—zl—”(—w) W(w_)’ (2.299)

sont les fonctions associées de Legendre. Sommaire graphique des incerti-
tudes sur L :

| \ ... /7 /
/ / sqrt( 1(1+1) ) hbar

C. Spectroscopie micro onde
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+2

«l

Figure 2.6: Model vectoriel d’impulsion angulaire montrant ’effet de quan-
tisation.

JJ+1Dh*  J(J+ 1)k

E. .+ = = . 2.
rot 21 821 (2:300)
Les transitions les plus intenses obéissent la loi,
AJ ==+1. (2.301)
Donc
E;p—Ey
voT h
T+ +2)=J(J+1)]h
B 82l
= 2(J+1)B;J=0,1,2,... (2.302)
ou i
B = 2.303
82l ( )
est la constante rotationnelle.
Nous avons donc,
|
2B I
2B <————- > |
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SPECTRE
TRANSITIONS

En mesurant la distance entre les lignes spectrales, nous pouvons déterminer
la longueur de la liaison diatomique! B = I = d (A cause d’'un moyennement
vibrationnelle d est légérement plus grand que re.)

Ceci illustre un des réves de la chimie physique : Déterminer la structure
des molécules a partir des mesurements physiques.

Exercise

Probleme La ligne d’absorption de rotation pure la plus basse en énergie
pour 2C32S est & 48 991,0 MHz. Etant donné que la masse molaire de 32S
est 31,972 071 g, trouvez le longueur de la liaison dans la molécule.

Solution La fréquence pour la transition J — J + 1 est donnée par
v=2(J+1)B;J=0,1,2,... (2.304)

Donc v = 2B pour la transition la plus basse en énergie. La constante
rotationnelle est

h
B = ;
8m2]

(2.305)

Le moment d’inértie est
I = pd?®. (2.306)

Donc

2h
8m2I
2h
82 ud?
1 [h
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mimes
my + Mo

12,0 g x 31,972 071 g
(12,0 g+ 31972071 g
= 144885 x 1073 g. (2.308)

) /6,022 14 x 10%

Ce qui nous permet de calculer,

1 [h

2\ v

1 6,626 608 x J-s T

T oor [(48 991,0 x 10 s71)(1,448 85 x 107 kg )]

= 15377 x 107 m

= 1,5377A (2.309)

2.5 Impulsion angulaire (suite) et les atomes
hydrogénoides

I. Opérateurs d’Echelle

Il existe en mécanique quantique une notion d’impulsion angulaire basée
seulement sur les propriétés des commutateurs. Cette notion plus générale
est nécessaire pour traiter I'impulsion intrinsique d’un électron ou spin.

Définition. Si 3 opérateurs MI, My, et M, obéissent les regles,

M, M| = i,

(M, M| = ihM,
M,,M,| = ihM,, (2.310)
[, 01

il ssont appelé des opérateurs d’impulsion angulaire. Définons aussi
2 T2 2 L 2
M° = M;+ M, + M,

My = M,+iM,, (2.311)
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ou la signe “4” désigne un opérateur dite “ascendeur” et la signe “-” désigne
un opérateur dite “déscendeur.”

Nous allons démontrer par moyen d’une progression de siz théorémes que
ces opérateurs sont tres trés resemblant a Lw, Ly, et L,.

Théoréme 1.
[MwMQ] = [MyM2] = [MMQ] =0 (2.312)
Démonstration.
(M, 07| = M, M2+ M + M|

(0) + (mM M, + ih MM ) (—ih M, M, — ihM,M,)
=0 (2.313)

et pareil pour [M MZ] et [MZ,MQ]. CQFD

Y
Théoréeme 2. o X
[ M, M| = £hM, (2.314)

Démonstration.

(M., My| = [, M, +iM,)]
= mMyii(—ith)
= ihM, + hM,
= +h (MwizMz)
= +hM,. (2.315)

CQFD
Maintenant regardons les équations simultanées de valeurs propres,

M?Y = ¢Y
MY = bY. (2.316)
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Théoréme 3.

M, (M) = (b+h) (M.Y) (2.317)
Démonstration.
M, M, = ( A{+-M@,Mgb)f
= (A{AJ:thMg)Y
= (Msb+hMy)Y
= (b+h) MY (2.318)
CQFD

Donc, pour chaque Y, nous pouvons construire une échelle de vecteurs
VECTEUR PROPRE VALEUR PROPRE

M2Y b+ 2h

Propres : MY b+
’ Y b
M_Y b—h
MY b—2h
Théoreme 4. A A X
M2 (MEY) = ¢ (MhY) (2.319)
Démonstration. Par induction! Pour commencer I’induction,
(M, M?) = [M, +iM,, M?]
My, M%) £ |01, M7
= 0+£10
0. (2.320)

Maintenant, supposons que [Mgl, M 2] = 0 pour tout m < k et démontrons
que [Mf:,MZ] =0:

[Nk, 32 = [N ]
= M. (ML) (Mo, 0] N2
~————— ~————
zéro par supposition Z€ro

= 0. (2.321)
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Alors
M (MEY) = MEMPY
= MicY
= c(MEY). (2.322)
CQFD

1l y a donc plusieurs échelles, chaqu’une associées avec une valeur différente
de c.
Théoreme 5. Les valeurs propres, by, dans chaque échelle obéissent la
regle
—Ve < by < Ve, (2.323)
Ici A

Démonstration.

~

M? = MZ+ M2+ M
(M2 +01}) Yy = (M? - M2)Y,
= (c—0})%i. (2.325)
Mais I'opérateur M2 + M; est positif. Donc,
c—b >0, (2.326)

qui implique
—Ve < b < Ve (2.327)
CQFD.

Il'y a donc une valeur bymqag et une valeur by, ;..
Théoreme 6.

¢ = bmax (bmax + 7)
= bmin (bmin — ) (2.328)

Démonstration. Les relations

szmax = bmaXYmax
M,Ymax = 0 (2.329)
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impliquent
0 = M M,Ymax
= (M, —iM,) (M, + iM,) Ymax
(M2 + M + i [ M, M) Ymax
[ M2 + M} + i (ihM.)| Ymax
= (M* - M? — hM,) Ymax
= [c— bmax (bmax + )] Ymax (2.330)
Comme Ymax # 0, nous avons que

c= bmax (bmax + h) (2331)

La raisonnement pour Y, est tres similaire... CQFD. ; On a donc que

bmaz (bmaz + 1) = bpyin Omin — P) (2.332)
Donc soit
bmaz < byins (2.333)
qut est impossible, soit
bmaz = —byin - (2.334)
Comme on a une échelle on sait donc que
= bmaz + bmaz
= 2bmaz
bmaz = gh; n=01,2,... (2.335)

La notation tradtionnelle veut
MY, = j(G+ D)h*Yjp; j=0,1/2,1,3/2,...
M,Yjm = mhYjm;m=—j,—j+1,...,j—1,j (2.336)

Les valeurs demientieres sont interdites pour ['impulsion angulaire orbitaliare
mais pas pour le spin! Illustration du principe des échelles :
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m
I
11/2 - *
| -
1 - * | M
| : +
1/2 - x . %
| .
0 *-— . -— fmmm > j
I .
-1/2 - *x . %
I | M
_1 — * v —
I :
-11/2 - *
I
I1. Les Atomes Hydrogénoides
+Ze r -e
noyau 0 ——--------———----- 0 electron
m m
N e

Me  — 0,000544617
My
wy = 0,9994557m, (2.337)

A. Equation de Schréodinger Indépendante du Temps
pour le Centre de Masse (“noyau”)

——V*)(R) = TY(R), (2.338)
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ol
M = Me +MN XMy . (2339)

Ces fonctions d’ondes sont celles du continuum. En général les fonction
d’onde du continuum ne somt pas normalisable dans le sens stricte, mais
nous pouvons utiliser I'idée de normalisation “en boite”.

LeipxX/ﬁeipyY/heipzZ/h . (2340)

VV

La fonction d’onde est bien normalisée,

L rlopl L opl pl
| [ ] 1wy, z)paxavaz - /'/'/'3;¢XdeZ
0 Jo Jo 0oJoJoV
1. (2.341)

La valeur propre est 1’énergie cinétique
)

_ P +1% 17

T
2M

(2.342)

A. E’quation de Schréodinger Indépendante du Temps
pour la Particule & Masse Réduite (“électron”)
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R _, Zé?
- _ == — 2.34
(9= 22 vt = (2:313)
ou S
elltN
=~ ) 2.344
H me + my Me ( )

En coordonés radiaux,

] - 2o =mve, o

2u ror2  hr2 o

qui suggere une solution de la forme,

() = R(r)Yim (6, ) - (2.346)
L’équation radiale qu’on obtient est
R (102  I(l+1)\ Ze?
[ — = 2.34
[ 24 (r o2’ 72 ) r R(r) = ER(r), (2.347)
ol 2 92 2 ) 2
h® 0 R+ 1 Ze
- — — P(r)=EP 2.34
(- paet ) py = Br), 2y
ou
P(r)=rR(r). (2.349)

On remarque que ’énergie, F, est indépendante du nombre quantique az-
imutal, m.
Normalisation.

L= e
N /W/Qﬂ/oo‘w(m%ﬂd?“dqﬁsinado
0 0 0
T 27 o
= [ f, Din@.0)Psin0doa [ R()eldr
A

= /OOO|R(7")T\2dT
- /°°|P(r)|2dr. (2.350)

0
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Partie angulaire Les harmoniques spheriques sont nées complexes,

1 .
Yim(0, 9) zél/@ %ezm) =l <m<l.
réel
complexe

Pour créer des fonctions réeles,

1
YE = §,,——cosme

V2

1
VI = S,——sinm
l l \/ﬁ ¢
0< m <I.
e | = no. planes noedales de Y}T}TZL’I

e m = indice pour les 2/ + 1 états dégénéré avec le méme [

orbtiale s : .
Yoo=——.
0= 5=
orbitale p, :
1 /3
Yio = —=4/—cosb
2V
_ ! \/5 2
2V
orbitale p, :
1 /3
Vi = iﬂﬁsinG(zosqﬁ
1 /3 x
~ 2Vonre
orbitale p, :

1/3
Vi = 3 %sinﬁsinqﬁ
= /3y
o2V 2w’

(2.351)

(2.352)

(2.353)

(2.354)

(2.355)

(2.356)
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LES HARMONIQUES SPHERIQUES REELLES

Figure 2.7: Les harmoniques sphériques réelles.
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Les physiciens parle aussi des orbitales :

Yipo < po=p.
Yi-1 < pa
}/1,4_1 <~ Dy1- (2357)

Ce sont des orbitales complexes, avec une apparence assez différente des
orbitales preférées par les chimistes. Pourtant, il s’agit d’une representation
équivalente et aussi utile. On les represente un désin par leurs carrées.

Partie radiale Apres une modification fagile de 1’équation différentielle
pour R(r) ... Il s’agit de resoudre 1'équation

R R+ Ze
24 dr? 212 r

) P(r)= EP(r). (2.358)

Regardons d’abord un cas limitant :

l=Z=0 (2.359)
(équivalent & r >>1.) On a
h? d?
————=P(r) = EP(r). 2.
5P 0) = EP(r) (2.360)
Essayons
P(r) = Ae™". (2.361)
L’équation auxiliare est
2
_h_ 2 = E
2p
2uFE
s = —“T (2.362)

Il y a deux especes de solutions :

e ‘“continuum” (électron libre)

E > 0
k = \/2ukE
s = =ik/hpure imaginaire
P(r) = Aetkr/h 4 Be thr/h (2.363)
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LES CARREES DES HARMONIQUES SPHERIQUES COMPLEXES

‘_ Is

t ‘8 @ "

1=2 L

m=+ -1 m=+2,-2
1=3 I1=3 =23 1=2
m=0 m=+1,-1 m=+2,-2 m=+3,.3
4f 4f 4f 4f
0 +1 +Z +3

Figure 2.8: Les harmoniques sphériques complexes.
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On n’exige pas que les solutions du continuum soient normalisables. (C-
a-d dans le sens ordinaire du mot “normalisable”. Les normalisations
“en boite” ou par fonction de Dirac sont permises.)

e “liée” (électron confiné)

E <0
k = \/—2uE
s = =k/hpure réel
P(T) — Aetkr/h —I—Be_kr/h
pas normalisable
= Be kr/h (2.364)

Ces deux especes de solution existent aussi pour I’équation exacte,

R & RIU+1)  Ze?
Tondr - P(r) = EP(r). 2.
opdr? T 2 — | P(r) = EP(r) (2.365)

>

V(r)

Le potentiel devient positif,

V(r)>0, (2.366)
quand
h? I(1+1)

— : 2.

r< i 57 (2.367)
—~

rayon de Bohr
V(r) - -

I
I
I
I
continuum
I
. K== 1 n’est pas O |
I
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solutions liees
(niveaux discrets)

I
I
I
I
I
I
I
I
v

k = \/—2uE (2.368)

Essayons
P(r) = e /" 3" cocyr™ts (2.369)
m=0
avec
Co 7£ 0
s >0. (2.370)

Les dérivées sont

P'(r) = ¢ kr/m Z (—%cmrm“ + (m + s)cmrm““)
m=0
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— (K k
% _ —kr/h N m+s _ m+s—1
P(r) = e Z ( 7 Cm" h(m+s)cmr
m=0
- %(m + 8)emr™ T+ (m+ 5)(m + s — 1)cmrm+s_2)

= e kr/n i (k—20 pmts %(m + 8)cprmteT!
= 2 m 7 m
m=0

+  (m+s)(m+s—1)cpr™ts?) (2.371)

Substitution dans

h? K2 Ze?
——p ur’tP—=—P—FEP=0 2.372
o Tlarn M r (2:372)
o 2
0 = e kr/n mzzo {—;ﬁ—ucmrm+s —+ %(m + 5)epr et

2
— —(m+38)(m+s—1)cyrmt?

2
2
+ h l(l + 1) Cm’l"m+372 _ Z_€26m,rm+sfl
2p T
—  Ecpr™te}

o0 k)2
efkr/h {(__ _ E> Cmrm+s
=

+ [Z—h(m +5) — Ze2] Cmr™teTl

RPll+1) B
[% - ﬂ(m +s)(m+s— 1)] cmrm"'s_Q} (2.373)
et division par e *"/"rs=2 ménent 2

o0 ( k‘2 ) 2
0 = Z —-———F CmT
m=0
zéro car k = /—2uE
lkh

—(m+s) — ZeZ] Cpr™ !
U

lm(;ijl) _ g(m L) (mts 1)] cmrm} (237
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Comme les monomes r°, 7!, 72, ... sont linéairement indépendants, leur

coefficients sont égaux a zéro.
o coefficient de 0 :

RA(I4+1)  A?

= —— — —s(s—1)
2u 2u
s(s—=1) = I(l+1)
s = I+1, . (2.375)
Si

s=—I, (2.376)

alors .
P(r) =0 ﬁe_'"/h (2.377)

ce qui n’est pas normalisable sauf si [ = 0. Mais la solution [ = 0 ne
correspond a aucune solution expérimentale connue. Donc

s#—-l=>s=1+1. (2.378)
o coefficient de r' :
0 = @(l+1)—22 + hzl(l+1)—h—2(l+2)(l+1)
| T T2 2u 1
~E2 (141
k Zen
- |Z_ 2.379
“ [h 7‘~L2(l+1)]c0 (2.379)

e coefficient de r™ pour n > [ : La relation recursive est

kh RA(I+1) B
= (Zm+1) =2z epu+ |—— - (n+2 1| en
0 <u(n+ ) e)cn l+l 2 2u(n+ Y(n+1)| en141
2 + 1) — 2
h K2
1 = . 2.
il = i) D) (2.380)

Quand n devient grand,

2k
Cn—i4+1 —7?n—oo Encn_l, (2381)
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ce qui est la relation recursive pour un exponentiel,
P ~ rl-}-le—k'l‘/he-l—Qk‘T/h — ,],.H-le-l—k’r‘/h ] (2382)
Or cet exponentiel n’est pas normalisable. Donc nous avons fait une

mauvaise supposition quelque part. En fait la mauvaise supposition est
que la série soit infinie. Elle termine quand [Eq. (2.380)],

2k 27e*
—(n+1) - T

uZer 1
W/ —2uE =k = . 2.383
a h n+1 ( )

Nous avons donc une condition de quantification qui méne aux niveaux
d’énergie discrete,

0

Z2%e! 1
E = 228 n=0,1,2,...;n>1
2h° (n+1)?
Z%e*u 1
= —Wﬁ;nzl’Q,---;nZl—i_l (2'384)

Nous retrouvons la formule de Niels Bohr!

Fonctions d’onde. En terme du rayon de Bohr,

52
les premieres solutions de I’équation radiale sont :
VA 3/2
Ry, = 2 (—) e—Zr/a
a
1 (Z\*? Z
Ry, = — (—) (1 — —T> e—Zr/a
V2 \a 2a
1 7 5/2
Ry = WG (;) re—Zr/a (2.386)

Remarques: La fonction radiale 1s a un noeud a r = 2a/Z. La fonction
radiale 2p a un noeud a r = 0.
Sommaire des nombres quantiques.
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e E=F,# E,,
e dégénérescence :

— =1 <m <1204 1 valeurs dégénérées par valeur de [
— 1 <n—1;n—1 valeurs dégénérées

— Totale dégénérescence de E,, est

n®=> (2l+1). (2.387)

° 1/’("7) = Rnl(r)yim(‘ga ¢)
e nombre de surfaces noeudales :

— | = nombre de surfaces noeudales angulaires
— n — 1 —1 = nombre de surfaces noeudales radiales

— n — 1 = nombre total de surfaces noeudales
Exercise

Probleme Quelle est la probabilité pour trouver I’électron dans I’état fon-
damental de ’atome d’hydrogene a une distance moins que le rayon de Bohr,

h2
du noyau?
Solution La probabilité,
P(r<a) = / Ry (r)|2 dr . (2.389)
0
Comme
VA 3/2
Rus(r) = Ru(r) =2(5) e (2.300)
et
Z=1, (2.391)
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il s’agit d’évaluer I'intégrale,

4 a
P(r<a)= —3/ re /e dr . (2.392)
a’ Jo
Nous pouvons faire ’évaluation de cette intégrale en faisant une intégration

par parties,

4 «
P(r<a) = = { r (—ge”/“)]o + a/o re /e dr}
4 a? a _, ¢ g2 qe
- ) Y —2r/a v —2r/a
a3{ 62+ar< 2¢ )]0+2 0 © dT}
_4f @ & & [_a _m]a
ad 2¢2  2¢2 2 2 0
4 a? a’ a®
B 2e2  2e2  4e? r
4 5¢® a@®
@ 4e2 4
5
= 1-5
= 0,323. (2.393)

L’électron a une probabilité d’environs 2/3 d’étre trouvé hors du rayon de
I’orbitale semiclassique!



Chapter 3

Solutions approximatives

3.1 Les théorémes de la mécanique quantique

Avec la particule dans une boite, I'oscillateur harmonique, le rotateur rigide,
et I’atome hydrogénoide, nous venons de voir les plus importants cas ou une
solution exacte de I’équation de Schrodinger est possible. Dans la majorité
des cas d’intérét en chimie, aucune solution exacte n’est disponible et il faut
chercher des solutions approximées. Les deux techniques principaux pour
trouver ces solutions approximées sont

1. la méthode du principe variationnel

2. la méthode de perturbatoin

Les deux méthodes sont basées sur la notion du développement des solutions
dans un jeu de base. Par rapport a un jeu de base, les opérateurs sont des
matrices. Avant de considérer ces approximations, il vaut la peine de faire
le point sur les propriétés des opérateurs et de leurs fonctions propres dans
la mécanique quantique. Entre autres choses, nous allons faire une revue
des postulats de la mécanique quantique, nous allons voir des applications
directes de ces postulats, et nous allons raffiner un peu certaines notions déja
établies précédement dans le cours.

I. Notation de Dirac

Dirac a introduit la notation des bra-kets,
(o) = [ frgdr. (3.1)

103
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Figure 3.1: Paul Adrien Maurice DIRAC, physicien anglais, né 1902, morte
1984. Un des peres de la mécanique quantique.

On remarque les relations suivantes :

(flo* = (glf)
(flergy + cag2) = ci(flg1) + c2(flg2)
(crfi +eafalg) = ci(filg) + c5{falg) - (3.2)

II. Théoremes Concernant Opérateurs Hermitiques

Evidement

(f1Ag) = [ £ (Ag) dr. (3.3)

Quand X X
(Aflg) = (flAg), (34)
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nous disons que 'opérateur A est hermitique et nous écrivons

(flAlg) = (Af|g) = (f|Ag) (3.5)

pour indiquer que 'opérateur peut également agir a gauche et a droite.
Théoreme. Toute valeur propre d’un opérateur hermitique est réel.
Démonstration. [.’équation de valeur propre est

Af =af. (3.6)

Grace a cette équation, la relation,

(fIAf) = (AfIf), (3.7)

est transformée a

alflf) = o (fIf)
= (1) (3-8)

Nous avons donc
(a—a”){f]f)=0. (3.9)

Soit (f|f) =0, ce qui est défendu! Soit @ = a* et a est donc réel! CQFD
Théoreme. Tout pair de fonctions propres d’un opérateur hermitique avec
des valeurs propres différentes sont orthogonale.
Démonstration. L’équation de valeur propre est

De cette relation et le fait que 'opérateur est hermitique, nous trouvons

(filAf)) = (filAf)
a;(fil f;) ai (fil f3)*
ai(fil f5) = ailfilf3)
(a; —a){filf;) = 0. (3.11)

Si G 75 a;, alors a; — Gy 75 0 et donc <fz|fj> =0. CQFD
Théoreme. Les fonctions propres d’un opérateur hérmitique peut étre
toujours choisi orthogonales.
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Démonstration. Il s’agit de prendre des conbinaisons linéaires pour or-
thogonaliser les fonctions propres dégénérés :

fi= ijcj,i- (3.12)
J

Supposons que
a1 =ay=0a3 ="+ =ay,. (3.13)

Prenons (procédure de Gram et Schmidt),
fi = A/AIAY?
o= f—FAhlf)
fo = /(o] f2)'?
f3 = f3—f2<f2|f3)—f1<f1|f3)
fs = Ja/{falfa)'?

n—1 _
1=1
CQFD.

IT1I. Conséquences de Certains Postulats de la Mécanique
Quantique

Postulat. Tout propriété mesurable est réele.

Conséquence. Tout opérateur de mécanique quantique correspondant a
une propriété mesurable est hermitique.

Démonstration Comme il s’agit d’une propriété mesurable, on a que toute
valeur moyenne est réele,

[ (Av) dr = [ [v (Av) ar

pour toute . C’est-a-dire que

(Y| Ay) = (p|Ay)*. (3.16)

*

: (3.15)
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Choisons
v = f+g
vy = fH+i1g. (3.17)
Pour 1, :
(Wnl ) = (onldgr)

) - (fHglAf+Ag) = (f+glAf + Ag) ) )
(FIAf) +(FlAg) + (g|Af) +(glAg) = (fIAS)" +(flAg)" + (g|Af)" + (g]Ag)"
(FIAS) + (f1Ag) +{glAS) + (alAg) = (7IAF) +{7|Ag)" + (gl Af)" + (olAa)

(flAg) +(9lAf) = +(flAg)" + {g|AS)". (3.18)
Pour s :
A<¢2‘A@Aﬁ2> = <¢2|A¢2>j .

) - (friglAf +idg) = (f+iglAf +iAg)” ) )
(fIAf) +ilflAg) — i(g|Af) +(g|Ag) = (fIAf)" —i(f|Ag)" +1lg|Af)" + {gAg)"
(flAf) +iflAg) — i{g|Af) +(glAg) = (fIAf) —i(f[Ag)" +i{g|Af)" + {9 Ag)

i{flAg) —i(glAf) = —i{f|Ag)" +i(g|Af)"
(flAg) = (9lAf) = —(flAg)" + (9|Af)" (3.19)
En faisant Paddition des éqgs. (3.18) et (3.19), on obtient
2(f|Ag) = 2(g|Af)", (3:20)
donc
(flAg) = (glAf)"
= (Aflg)
= (flAlg)- (3.21)
CQFD.
Exemple
p=—ihd (3.22)

dz
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est hermetique :

ooy = [ 1@ [—z‘hdilf)] dr
dg(

= —ih/o:o f*(x)ﬁx) dx

= —im{ [ (2)g(@)]>, — /oo df*(iﬁ)g(x) dz

—_——— -0 dx
zéro
= +ih /_o; dfdix)g(x) dx

- " l_mdf;ix)] o(z) dz

= (/19 (3.23)

Postulat. Soit A un opérateur de mécanique quantique correspondant a
une propriété mesurable avec fonctions propres f;,

Afi =aif;. (3.24)

Les fonctions { f;} forment un jeu de base (ou simplement une base) compléte
permettant le développement de toute autre fonction avec les mémes condi-

tions de frontiéres,
flz) = Z fi(z)e; . (3.25)
j

Relation de fermature. Nous savons déja que ces fonctions sont orthogo-
nales si 'opérateur est nondégénéré. Si I'opérateur a des dégénérescences,
nous pouvons toujours orthogonaliser les fonctions dégénérées entre eux.
Apres normalisation, le résultat est un jeu de base orthonormé,

(filf) =i - (3.26)

I est particulairement facile a trouver les coefficients c; avec cette base,
(filf) = Y (filfi)e
J
= D dic
J
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Donc
flz) = Zfz(l")cz
= > fila){filf). (3.28)

Nous voyons que nous pouvons exprimer ['opérateur de I'identité (c-a-d mul-
tiplication par un) en forme d’un opérateur intégrale,

= Y fi [dof (@)
7 | —
opérateur

if@) = S5 [ £@)@)d. (3.29)

Exemple. Dans cette exemple, nous allons utiliser le postulat que les
fonctions propre de I’hamiltonien de la particule dans une boite forment une
base complete pour trouver un développement pour la fonction,

z;0<x<1/2

f(“"):{ Lozi1/2<a<1

Nous allons travailler en “unités atomiques” : / = A = m = 1. La boite en
question a le potentiel,

(3.30)

0;0<z <1
Viz) = { +00; autrement (3.31)
Les valeurs propres et fonctions propres de 'hamiltonien sont
2
T
En = ETI?
Yn(z) = V2sin(nnz)
n = 1,2,3,... (3.32)

Selon le postulat, chaque fonction continue, f, qui va a zéro a z = 0,1 peut
étre développée dans ces fonctions propres,

f(z) = f: bal@)en

= i ﬁsin(nwx)cn . (3.33)
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(Tiens! c’est le théoreme de Joseph Fourier!) Pour déterminer les coefficients,
il faut faire une intégrale,

tn = (¥ulf)
= \/5/0 sin(nrz) f(x) dz

0; n pair
2v2 (—1)™ /2 pimpair

(3.34)

n27?2

Donc

o

_ 4
flz) = > (-)"Y? —— sin(nra)

n impair =1 G

> 4
= —1)" ————sin[(2m + 1)7] . 3.35
O (" Gy S0 0+ 1] (3.35)
Un effet secondaire de tout ce petit travail est que nous pouvons démontrer
une jolie petite relation mathématique,

~Z 1 1 1 1 1

—=l4+=+=+=+=+-—+--. .36
3 +32+52+72+92+112+ (3.36)
En fait, quand
1
= - 3.37
o=, (3.37)
alors
1
flz) = 2
sin[(2m + V)7z] = (=1)™, (3.38)

et on arrive a montrer que

1 f: 4

2 = (2m+ 1)

2 > 1

— = —. 3.39
8 mz::() (2m + 1)2 (3:39)

IV. Matrices : revue
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Nos sommes maintenant bien placé pour comprendre la rélation entre la
mécanique matricielle de Heisenberg et la mécanique ondulaire de Schrédinger,
mais d’abord il faut faire la revue des matrices.

Une matrice, A, de dimension m X n est un tableau,

A1,1 A1,2 T Al,n
_ | e e A (3.40)
Am,l Am,2 Tt Am,n

Deux matrices de la méme dimensionalité peut étre combiner par des opérations
linéaires selong la regle,
cA+0tB = C

(J,Ai,j + bBi,j = Ci,j . (341)
Une matrice, A de dimension n X m peut étre multiplé par une matrice, B,
de dimension m X k, pour former une matrice, C, de dimension n x k, selon
la regle
C = AB
Cijg = Y AiuBiy. (3.42)

!

Une matrice de dimension n X 1 est un vecteur de column,

(%1
V2

(3.43)

S
I

Un
Une matrice de dimension 1 X n est un vecteur de rang,

o= (v 05 - o0 ) . (3.44)

n

La matrice d’unité de dimension n X n est,

10 --- 0
01 --- 0
00 --- 1
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Si A et B sont deux matrices de dimension n x n et
AB=1, (3.46)
nous disons que B = A~! est I'inverse de la matrice A. Dans ce cas
BA=1 (3.47)
aussi.

V. La Mécanique Matricielle

Etant donné une base {xu} complete et linéairement indépendante, mais
pas forcement orthonromale, la matrice de d’opérateur A est donnée par

Auw = (xul Alxo) - (3.48)
Considérons maintenant I’équation de Schrodinger indépendante du temps,
Ay = Evp. (3.49)

On développe la fonction d’onde dans la base,

Y= XuXo - (3.50)

En mettant dans 1’éq. (3.49), on a

Zﬁx,,c,, =F ZXUC,, ) (3.51)

Par contre nous avons
Théoréme (Relation de Fermature)

=SS [, (3.52)
JTR%

ou S, est le (u,v) élement de la matrice S™, qui est I'inverse de la matrice
de recouvrement définie par

Spw = (XulXv) - (3.53)
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Démonstration. Il suffit & démontrer que

> xS [ Xofdr = (3.54)
v

pour n’importe quelle fonction f. Comme les x, forme une base, nous pou-
vons développer

= ZX,\C,\- (3.55)
A
Or
ZXHS,;i/Xide = > XuSu (xulf)
12214 214

= > xS elxae
VA

= > XuS;,,l,Su,,\C,\

TR0\

= > Xu (Z S;L,,I/SV,/\> e
HyA v

= D Xu (S_ls) CA
Loy

u,lambda

= Z Xuéu,lambda Cx
LA

= Z XACx
A
= f. (3.56)

CQFD.

En appliquons la relation de fermature a I’Eq. (3.51), nous trouvons

Z XNS/;,II/HU,KCIC =F ZXNCH . (357)
u

HyVsK

Comme les x, sont linéarement indépendante (parce qu’elles constitutent
une base), nous pouvons identifier les coefficients pour trouver

> Sy Hy e = Ecy, (3.58)
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ou, en forme matricielle,

S'H¢ = E¢
Hc¢ = FESc. (3.59)
L’équation
Hc¢ = ES¢ (3.60)

est la forme de 1’équation de Schrodinger indépendante de temps dans la
mécanique matricielle et est aussi la forme le plus souvent utiliser pour faire
des calculs de mécanique quantique pour des probléemes polélectrononiques.

V1. Sommaire des Postulats de la Mécanique Quantique

Nous avons déja vu une liste des postulats principaux de la mécanique
quantique, mais il est un bon moment de les revisiter. La version suivante
des postulats est traduite d'un sommaire trouvé dans le livre de Ira Levine
[LOO] (voir les pages 190-191). Elle est légérement plus compléte que la liste
donnée plus tét dans le cours (chose permise grace au progression des idées
présentées dans le cours depuis la derniere liste) :

1. L’état d’un systeme est décrit par une fonction, ¥, des coordonés et du
temps. Cette fonction, appelé fonction d’état ou fonction d’onde, com-
prends toute les informations qui puissent étre obtenues concernant le
systeme. Nous exigeons aussi que U est une fonction de valeur unique,
continue, et que l'intégrale du carré de sa magnitude est finie (donc ¥
est normalisable.) Pour les états non liés (dites du continuum) nous
laissons tomber la condition d’intégrabilité.

N

2. A chaque propriété mésurable il y a associé un opérateur hermétique et
linéaire. Pour trouver cet opérateur, il suffit d’écrire ’expression pour
la grandeur physique en mécanique classique en termes des coordonés
cartesien et les impulsions conjugées et ensuite de replacer chaque co-
ordoné x par ’opérateur

T=x (3.61)
et chaque impulsion p, par 'opérateur
d
Py = —ih— . (3.62)

dz



3.1. LES THEOREMES DE LA MECANIQUE QUANTIQUE 115

3. Les seules résultats possibles d’un mésurement d’une propriété B sont
les valeurs propres b; dans I’équation

Bgi = b;g; (3.63)

ou B est l'opérateur correspondant a la propriété B. Nous exigeons

aussi que les fonctions propres, g;, sont acceptables dans le sens mathématique

du mot.

4. Les fonctions propres, g;, de tout opérateur, B, linéaire et hermétique
qui représente un grandeur physique, sont un jeu de base complete.

5. Si ¥(q,t) est une fonction d’état normalisé au temps ¢, alors la valeur
moyenne de I'observable B au temps ¢ est

(B) = / U(q,1)*BU(q,1) dq. (3.64)

6. Le développement temporel de I'état d'un systéeme mécanique nonper-
turbé est donné par I’équation de Schrodinger dépendente du temps,

- dv
HY =ih— 3.65
o (3.65)
ol H est 'opérateur représentant ’hamiltonien (c’est-a-dire 1’énergie)
du systeme.

Exercise

Probleme
a) Montrer que d2/da? et T, = —(h?/2m)(d?/dz?) sont hermitque.

b) Démontrer que
2

A . (3.66)

@) =2 |2

2m

A

c¢) Démontrer que (T') > 0 pour un systéme & une seule particule.

Solution
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a) Le probléme est fait en utilisant la méthode d’intégration par parties
combinée avec la condition des frontieres (f(d+o00) = g(+infty) = 0),

o (d% dg]” e df*dg
* [ J d — * J . il
/—oof (d:v2> o lf dx] - /_mfty dx dx
N——_———
76ro
< df*dg
—infty dx dz
ardg]™ | e &
[ dz d$‘|_oo+/oo dz?

| ——
zéro

_ 2 (EfY
_ /_Oo (@) gdz . (3.67)

gdz

et pareil pour T,.

b) Nous avons déduit dans la partie (a) que

0%g of 0Og
<f|@> = —<% %f (3.68)
En méttant f = g = ¥, nous obtenons
0? ov oV
( W> = —<%|£ : (3.69)

Quand la démonstration est répétée pour Tx, on trouve le résultat

voulu.
c) Comme
. R rlowl|?
= — > .
(1) 2m/ | dr >0, (3.70)
<~
>0 >
NOuS avons que
() = (To)+ (T,) + (T.) > 0. (3.71)
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3.2 La méthode des variations

Jusqu’ici nous n’avons considéré que des modeles simples avec solutions ex-
actes. La majorité des probléemes de la mécanique quantique en chimie ne
peuvent étre traité que dans une fagon approximée. Nous considérons main-
tenant la premiere grande méthode d’approximation.

I. Le Principe Variationnel

Théoreme. Soit ¢ une fonction consistante avec toute condition de frontiere
de notre probleme,

(¢|H|o)
gy = 372)
ou F; ewst 'énergie de 1’état fondamental.
Démonstration. X
Hipyp = Exy, (3.73)

Les fonctions propres de H forment une base compléte. Sans perte de
généralité nous pouvons les supposer orthonormales,

(Wrltr) = Oy - (3.74)
Donc
¢=> tpak. (3.75)
k
Or
(GlH|¢) = D ap(velHlvi)ay
ki
= ZazEkaWl)az
k,l
= ZaZEzék,zaz
kL
= > |al*E. (3.76)
1
Mais
E > Er. (3.77)
Donc

(6|H|p) > Ey ; Jadf?. (3.78)
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Mais
(Plo) = D ap(veln)a
k,l
= Za}iék,lal
k,l
= > lal*. (3.79)
!
Donc )
(p|H|p) > Ei(8]9), (3.80)
ou A
<“2‘(;’ ¢'§5> 8 (3.81)
CQFD.
La fonction ¢ s’appele une fonction d’essaie variationnelle et
(¢|H]9)
W= -—"+- 3.82
(61¢) 552

s’appele 1'intégrale variationnelle
11. Extension du Principe Variationnel

Théoreme. Si pour raisons de symétrie (ou autres raisons) on sait que

(@lt) = (Blvb2) = -+ - (B|tn-1) =0, (3.83)
alors < |A| >
o150 > E 3.84
Blg)y = (3.84)
Démonstration.
¢ = iﬂskak
k=n
(o|H|p) = aj (x| H 1)y
k,l=n
= > |l Ex
k=n
> B,Y (ol
k=n

= E,(¢|¢). (3.85)
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Donc

(6| H|5)
)

>E,.
CQFD.
I11. Exemple : Les Atomes Hydrogénoides

En unités atomiques (i = m = e = 1), ’hamiltonien est

et ’énergie est

ou
1E, = W;’z—g = 1 hartree.

Prenons pour fonction d’essaie,
$(7) = €Y1 (6, ) ,

ou

Alors

0 —ar? [(_ 1 d% (+1) 7\ —ar?],.2
o € [( 2rdr27‘+ 2r2 r)€ r*dr

W =

2
JoC emar?e—ariy2 qy

119

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

Remarquons comment les intégrations sur les angles se sont annulées! Re-

gardons dabord,

1 d? 1 d
—2—ﬁ7"€_arz = _Q_d_ (1 — 2047'2) 6_0”2
rar rar
1

= 3 (—4ar — 2ar + 40427"3) e

r
= (304 — 2a2r2) e o’

(3.93)
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Alors

o0 9 _9 9
W = 304/ rée Y dr
0

/

~~

I

2 [ 4 _our?
—204/7“6 o dr
0

vl

v

I4

I(l+1) [oo
+ U+ )/ re=2er* dp
2 0
| ——
Io

o0 22
— / re " dr
0
| S —

I

/ rPe=2e dr . (3.94)
0

~

>

~~

Ip)

Nous avons donc besoin de plusieurs intégrales :

o0 1
Iy, = / re20m dp = = | ©

0 2V 20
00 —2ar? |® 1
I, = / re=2r" g = © = —
0 —A4o 0 A7
00 ; 1 T
I, = / 2 —2ar? dr = =
2 o T T (20
© 3 Fis
I, = / tg20r g — 2 3.95
4 e r=3 Ik (3.95)
Donc
3a T @ s + ”_‘H . _ Z
41/ (2a)3 8 (2a)® 4 20 4o
W = 1 [
11/ (2a)3
B+i+1)] /-2
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Maintenant appliquons le principe variationnel :

= [g +20(l+1)

aw 2
0=—= [3+4l(l+1)]\/a—2\/iZ.
do s
La valeur optimale de « est donnée par
2\/2Z
Va = L '
3+4i(l+1)
Pour cette valeur,
B 472
B+4l(l+1)]r "
Comme
Nin) =1+1,
nous anticipons
4 7?
W, = ————F—+7——
73+ 4n(n — 1)
2
> B2
- 2n?

Energie (en unité de hartree)

n o W,/Z? E,/Z?

1 20,4244 0,5
20,1157 0,125

3 -0,04716 -0,05556
4

-0,02497 -0,03125

lim, .o —0,3183/n* —0,5/n?

IV. Fonctions de Variations Linéaires

121

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

Une fonction d’essaie particulairement utile est la combinaison linéaire de

plusieures fonctions linéairement indépendantes,

o) = 2 felex

(3.102)
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Les { fr} s’appelent un jeu de base. La normalisation de ¢ s’exprime,

n

(Dloy = D eSkact,

k=1

a travers ses coefficients et la matrice de recouvrement,

Sk = (felf1) -
Aussi,

<¢|ﬁ‘¢> = Z cpHy 0,

k=1

s’exprime a travers ces coefficients et la matrice de I’hamiltonien,

Hiy = (filH|f) .
Comme .
Elc,l cpHpi o _

W =
2k CrSk,ICL

W({ex, ct})

nous avons que

0=
oc;, (Xk CeSkacr)?
Donc S eH
c,Hiia
Hy ¢ Skl ThTTR Sk.ic
; RS 2ok CoSkCL 25wt
ou

Y Hyie, = WY Sk
1

1
Hc = WSc.

oW (X Hige) (Xku crSkact) — (Xiy ciHpcr) (X, Skaci)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

I1 suffit a résoudre une équation de valeur propre pour déterminer I’énergie

variationnelle.
Théoréme (d’entrelacement)

Wn > Ey

dans la méthode des variations linéaires.

(3.111)
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taille du jeu de base

Comme nous ne sommes aque des bébés chimistes quanticiens, nous ne con-
sidérons que des probléemes matriciaux de 2 X 2 ou qui peuvent étre réduits
aux probemes de dimension 2 X 2.

V. Propriétés des Matrices 2 x 2

Soit une matrice

a b
M_lc d] . (3.112)
Son déterminant est
det M = ad — be, (3.113)
et sa trace est
trM=a+d. (3.114)
A. Inverse

Considérons maintenant la matrice,

M = l d _b] (3.115)
—c a
Nous avons que
MM’ — [a b d —b
e d —c a

_ [ ad —bc —ab + ab
o | cd—dc ad—bc
[ detM 0

= 0 detM ] . (3.116)




124 CHAPTER 3. SOLUTIONS APPROXIMATIVES

Donc

1
M—l — MI
det M

= ! ld _b]. (3.117)

ad—bc| —c a

L’inverse peut étre utilisé pour résoudre deux équations en deux inconnus.
Le systeme d’équations

ar; +bxry =
cry +dry = o, (3.118)

est équivalent a ’équation matricielle,

lig](2>=<z;> (3.119)

Si le déterminant de la matrice n’est pas nulle, on peut l'invertir pour trouver

la solution,
= . 3.120
(5"2) ad—bc[—c “](1‘/2> ( )

Ce résultat s’écrit également,

T = dy; — bys
ad — bc
ays — ¢
s H . (3.121)
B. Equation de valeur propre
i) cas général
Il s’agit de résoudre 1’équation de valeur propre,

M7 = \7. (3.122)

Une forme équivalente est

(M—A1)7=0. (3.123)
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Pour avoir une solution nonnulle (celle que nous désirons trouver), il faut que
Iinverse de la matrice a gauche n’existe pas. C’est-a-dire que son déterminant
est nulle,

det M —)A1) = 0
detla_/\ b ] =0
c

d—\
(a=X)(d—A)—bc = 0
N —(a+d)A+ad—bc = 0. (3.124)
g det M

La solution est

tr M £ /(tr M)2 — 4det M
2
(a+d) £ /(a+d)2 — 4(ad — be)
2

(a+d) :l:\/(a—d)2+4bc- (3.125)

2

Sib=0ouc=0,
(a+d) £ (a—d)
2

Quelles sont les fonctions propres?

[ZZ](Z)ﬂ(ﬁi) (3.127)

Comme @ # 0, soit v; = 0, soit v, = 0. Supposons que v, # 0 et divisons par

v;. Le résultat est
a b 1 1
2 87(1)=a(1). -

C’est équivalent au paire des équations,

A= =a,d. (3.126)

a+br = A
c+dr = Ar. (3.129)
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On peut resoudre chaque équation pour x pour trouver,

A—a
b
c
= . 1
z - (3.130)

La solution de n’importe la quelle de ces deux équations nous permet la
normalisation du vecteur propre,

7= ﬁ ( ! ) . (3.131)

Il est peut-étre intéressant aussi a remarquer que la condition x = z nous
menera de nouveau a 1’équation de valeur propre,

A—a c
b A—d
A=a)(A=d) = be
A=a)A—d)—bc = 0
det(M — A1) = 0. (3.132)

Normalement il y a deux valeurs propres (possiblement égales) et deux
vecteurs propres linéairement indépendantes. Ceci est toujours le cas quand
M est symétrique (c’est-a-dire b = ¢)! Rarement, et seulement quand \; =
A2, il n’y a qu’une seule vecteur propre dans le sens que U7 = constante X .

Exemple :
Loy (o (3.133)
0 1 Vo N V2 '

Cette équation de valeur propre n’a qu’une seule valeur propre (doublement
dégénéré),
A=A =1 (3.134)

(Z;):G)) (3.135)

i) matrice symétrique

et une seule vecteur propre,
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Les matrices réeles est symétriques ont toujours deux vecteurs propres
linéairement indépendants,

M = [Z lc’] _ (3.136)

Donc il y a une transformation qui permette a diagnaliser M,
cosf sinf a b cos) —sinf | [ A O
[—sin& COSQ] [b c] [sin& cos @ ]_ [ 0 )\2] ’ (3.137)

On peut montrer que

2b
tan(260) = . 3.1
an(20) P (3.138)
Comme
cosfl siné cosf) —sinf 10
l—sin@ 0050] [sin& cos 6 ]_lo 1] ’ (3.139)
nous avons
a b cosf —sinf | | cosf —sinf A O
[b c] [ sinff  cosf ] o [ sinf  cosf ] [ 0 )\2] ’ (3.140)
ou
a b cos — cos
b ¢ sin 0 — "\ sin#
A = a+btanf, (3.141)
et
a b —sinf N sin 6
b ¢ cos 6 — 7P\ cosé
A = c—btanf. (3.142)
Les vecteurs propres sont orthonormaux,

La facilité de la méthode de diagnalisation montre bien I’intérét d’orthonormaliser
les fonctions d’essaie avant de commencer les calculs de la méthode de vari-
ation linéaire.
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iit) méthode variationnelle linéaire

Dans la méthode variationnelle linéaire, nous devons resoudre 1’équation
de la forme,
He=WSeé. (3.144)

Nous allons considérer le cas ou les fonctions d’essaie n’ont pas été orthonor-
malisées. Une fagon équivalent d’écrire I’équation est

S™'Hé = We. (3.145)

Dans le cas avec deux fonctions de bases, réelles et normalisées, mais pas
forcement orthoganale, nous pouvons écrire,

[Og OZKE;):WM(Z) (3.146)

Nous pouvons le reécrire comme,

2 Sl 2)(E) e (s) e

4[5 2](2) - o)
l gl—_SSj IZ;—S;E ] ( . ) = (- 52)W< . ) . (3.148)

Nous avons appris comment resoudre cette équation de valeur propre. En
termes des variables,

ou

a = (03] + (67)
N 2
Aa = o] —ay
a = a—+ iAa
1
ay = a— -Aa, (3.149)

2
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la solution est

(oq + g —250) + \/(al —a9)?2+4(8— Say) (B — Sa)

1-SHW = :
_ 2(a—5P) £ /(8a)? +4[(8 ~ Sa) — FAa][(5 - Sa) + §Aa]
2
= a__Sﬁi:%Uhﬂ2+4UW;SaV-_S%AQV
- a_55i¢ﬂ—56mu§+qg_g@z
= a 5 (1 - 52)(Aa)?
B Q_Sﬁi(ﬁ_sa)du (B = Say (3.150)

Pour faire la connection avec le cas oy = a», nous pouvons utiliser le développement,
x
Vido=1+g+-, (3.151)

pour obtenir la relation

(1-S)W = a—S5+(6—5Sa) <1 + (18(_;_2);2;)2 L )
= (1FS)(a+pB)+ (18_(;?@‘;‘)2

_ a+p, (Ae)’
W= 1i5i8(/5—5a)+“" (3.152)

valide quand

|6 — Sa|
Aol << 2———. 3.153
Aol << 2= (3.153)

Pour déterminer les fonctions propres, soit ¢; # 0 soit ¢ # 0 (ou les deux).
Si ¢; # 0, nous pouvons mettre ¢; = 1 et co = x sans perte de généralité et
normaliser la solution apres. Nous avons donc les deux équations,

a;+px = WA+ SX)
f+ax = W(S+zx), (3.154)
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ou
o —W = (WS-08)zx
B-—WS = (W-ay)z. (3.155)
Donc
- Ckl—W
YT Wws=—3
g—WS
= = = 1
T (3.156)
Comme,
1 S 1 B 14 Sz
Cos 5](0) - 06T
= 1+28z+2?, (3.157)

la solution normalisé est donnée par I’exigence que

1
‘) = 1Y) (3.158)
Co 1+25z 422\ 2
Dans le cas spécial que a; = as = «,

axf

1+ 85
= =1

( 2 ) = ﬁ ( £1 ) (3.159)

Exercise

17—

Probleme Pour la particule dans une boite avec potentiel,

0;0<z<?
00 ; autrement

V(z) = { , (3.160)

minimisez |’énergie variationnelle par rapport a la fonction de variation linéaire

¢(x) = e1fi(z) + cafa() (3.161)
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fi(z) = 22(0 — )
et
fo(z) = 2(£ — 2)2.

Rappele : L’énergie exacte est

n?n? k2
En = 2 2m-
Solution
. K2 d?
H=——
2m dx?

. K2
H = — —

i) = (32— 0)
. h?
H =—(20 -3

fa() m( T)

ﬁ_zl L2 —2)Bz — O dx [Ea?(0 - x)(20 - 3z) dx
m | fye(—2)’ 3z~ ) de fyz(l —2)*(

W Lot —2)?dr [faP(0—z)Pda ¢
L3l —2)Pdr [fa?(0—z)tda

2
m s 1]\ T w05 |\ C2

Les deux solutions sont,

2

h2
2m

A comparer avec,

w2h? K2
E, = — =4,9348——
! 202m 2m

2m2h? K2
B, = 2% _ 19 739

2m 2m
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(3.162)

(3.163)

(3.164)

1
C2

(3.165)

(3.166)

(3.167)
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3.3 La théorie des perturbations

Nous allons maintenant considérer la deuxieme méthode imortante pour trou-
ver des solutions approximées.

I. Notion d’une Perturbation
A. Perturbation Physique

Considérons ’atomes d’hydrogene dans la présence d’un champ électrique
arbitrairement petit.

direction du champ electrique

—————————— >
p p
densite densite
electronique electronique
non perturbee perturbee
L’hamiltonien est écrit
N h? Ze?
H=—-—V>-"—"+¢ez. 3.168
_2m ro, ( )
~ EV
H(0)

Nous connaissons les solutions pour le probleme nonperturbé,
HOpO = Oy (3.169)
Nous cherchons les solutions pour le probleme perturbé,

(HO + V) () = EAE)i(€). (3.170)
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Les solutions 1; et E; sont des fonctions de la magnitude, £, du champ
électrique. Dans la limite que £ soit suffisament petit, nous pouvons exprimer
les solutions comme des séries de Taylor convergeantes,

! 1 7
¥i(€) = ¥i(0) + ¢ (0)€ + J¥i 0% +---
= B0 + &) + 2P 4 -
E(E) = E0)+ B0 + 3E (0)€"+ -+
= EV+€EMN + B + ... (3.171)

Dans ce cas, les coefficients du développement de ’énergie ont des interpre-
tations physique comme moment dipolaire, polarisabilité, premiere hyperpo-
larisabilité, etc. Dans ce cas, la théorie des perturbations nous donne une

fagon exacte a calculer les dérivées Ei(l), Ei(Q), ce

B. Perturbation Formelle

Considérons maintenant ’atome d’hélium.

. K? Ze2  h? Zer  e?
H=——Vi-"— - —Vi-"—" — . 3.172
om ! 1 o2m 2 T + T12 ( )

N -~ v~~~

A0 AV

Dans ce cas, I’hamiltonien d’ordre zéro,
HO = 79 4+ g9 (3.173)
est sepérable et donc

(7, 7) = O )0 ()

0 0 0
EY = E®+EY, (3.174)
en terme des solutions hydrogéniques. La répulsion entre les électrons,
- 1
V=—, (3.175)
12

nous sert comme perturbation et A est un parametre formel qui nous permet
a définir nos ordres de perturbation,

Yy = 95+ MG N 4

0 1 2
Ej = EY +AED +AED +-- (3.176)
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A la fin de la détermination des différentes ordres de perturbation, nous allons

mettre
A=1. (3.177)

Malheureusement nous n’avons aucun controle sur la taille de la perturbation
et elle n’est pas toujours petite. Les séries peuvent converger lentement ou
meéme pas du tout.

II. Théorie pour les Etats Nondégénérés
Nous voulons resoudre 1’équation,
(HO +27) (0 + A2 + -
= (B +AED + XE? +--) (v + 2V N20P 4 -) (3.178)

Faisons les multiplications et utilisons I'indépendence linéaire des monomiales
A" pour déterminer les équations de perturbation ordre par ordre.
Coefficient de A :

HOpO = gOy© (3.179)
L’équation non perturbée!

Coefficient de \! :
HOYD + Vi = BOYY + By (3.180)

Coefficient de \? :
AOp? 1 vyl = By 4+ BNyl 1 BP0 (3.181)

Coeflicient de \™:
H(O)d) (m) | V¢7 (n+1) _ Z Ez(k (3.182)

Nous allons resoudre ces équations sujet a deux conditions :

1. orthonormalité

WO W) =6y, (3.183)
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2. normalisation intérmédiaire

WOy =1

135

(3.184)

Une conséquence de ces conditions est que la fonction d’onde n’est plus nor-

malisée dans le sens normal,

(Yile) # 1.

A la place de la normalisation normale, nous avons

1 = @O
= @O + A0y + X0y + -

donc

WOy = Go,n -

Une conséquence immédiate suit de I’application & 1'Eq. (3.182),

WOLHO M)y + (0 [V ]ep" Ty = z”; E® (9O 0y
k=0

Nous avons
B 60 + W0y V) = B
——
7éro
Donc
B = (@0sy{")

=
EM = (@?olp®y.

(3.185)

(3.186)

(3.187)

(3.188)

(3.189)

(3.190)

Alors le (n—1)éme correction a la fonction d’onde suffit pour la déterminaison
de la correction d’ordre n pour I’énergie. Nous serons contents avec la cor-

rection a premier ordre pour v :
Théoreme.
(k#4) 7’b(o) 1% w_(o)
1/,}” = ¢<O)M

k=1,00 * Ei(O)_ ](CO)

(3.191)
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donc
(k1) (0) f/|¢(0)>‘2
k=1,00 EZ(O) - E](CO)
Démonstration. La condition de normalisation intermédiaire
@WOli(1) = 0
=
. (ki) o
o = Y . (3.193)
k=1,00
Essayons a trouver les
ap = (W) . (3.194)

Muliplication suivit par intégration (“multigration”) de I’équation de pertur-
bation & premier ordre [Eq. (3.180)]

HOYN + V) = B + BNy (3.195)
par w}go)* nous donne pour k # i,

WO1HO D) (0 V9 = B (0010 + B (019 . (3.196)

~

~~

B 1w ax 2610
E/,(E)ga;C
Donc
0 0 0)7 0
(BO — BN ar = @Q V[0
=
W = W)
Ez'(O) _ E}EO)
=
o0 )17

k=1,00 E'(O) - E/E‘O) '

7

CQFD.
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Dans le cas ou le systéme nonperturbé a un continuum,

Z ki EY — E )
2 2
k#1 i

Les intégrales sur le continuum sont souvent problematiques. En pratique,

1. si
E® — EO| >> [E® — EQ (3.199)

on laisse tomber les intégrales.

2. on mets le systeme nonperturbé dans une boite pour éliminer le con-
tinuum et on fait la summation assez haut qu’il semble nécessaire.

3. On utilise une théoreme variationnelle :
(¢ HO — EQ|g) — (¢|V — BP0 > EP, (3.200)
ou ¢ est une fonction d’essaie satisfaisant les conditions de frontieres.
ITI. Exemple: Regle de Sélection Vibrationnelle

Nous allons étudier la regle de sélection pour la spectroscopie IR. La
situation physique est I'intéraction d’un photon avec un champ électrique,

EV(rt) = Ex cos(wt), (3.201)

avec le moment dipolaire d’'une molécule :

delta + |
- 0 |
|1 >z
C |
delta - |
E x cos(omega t)



138 CHAPTER 3. SOLUTIONS APPROXIMATIVES

Nous allons simplifier la discussion en ignorant cos(wt) (c’est-a-dire w = 0) :

2
-V kx

—-—-- potentiel nonperturbe
2

. Ex perturbation

La solution jusqu’au premier ordre pour la fonction d’onde est

W |V 9 )

n(@) = 9 (z) + ©0) () 32k 17 [P0/ 3.202
Un(z) = ¢n (2) I#an’k () EY - EO ( )

ag

Il n’y a pas de continuum dans ce probleme!
Regle de sélection. La probabilité d’observer une transition () — 1/1,(90)

est la probabilité d’observer 1’état w,(co) dans I’état perturbé, donc |ay|?. Les
fonctions d’onde d’ordre zéro sont

_ 1 o\ /4 —ax?/2
¢n(x) - \/2"—77,' (;) € Hn(\/ax)’ (3203)
ou les ;
Ho(2) = (—1)me T (3.204)

dz™

sont les polynomes de Hermite. Ces polynome ont une tres intéressante
relation recursive,

zHA@:nH%ﬂ@+%HMﬂ@, (3.205)
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qui se trouve refletée dans une relation recursive pour les fonctions d’onde
nonperturbées de 1’oscillateur harmonique,

0 = (9)" b

- = (8)" | % (v utvan)

- 1 (%)1/4 li (an_l(\/ax) + %Hnﬂ(\/&)]

B

vV 2nn!

B

n+1

1
mwr(zml(m) 7/}n+1( )

R (O R s O
- o (@ + v T o) (3.206)

Cette relation recursive nous permet un calcul facile de ’élement matriciel
de la perturbation,

WOV = <¢<°)| W>>

= 5\/12_(1 (5’1}1 +W5,m+1> . (3.207)

Le coefficient, ay, est donné par,

¢n 1+ Vi + 1)

(W |V ] ®)
0 n
EY - B

WOV ]
hw(n+%) —hw(k+%)
1 @V I0)

Qp =

hiw n—=k
. 1 h 610 n—1
= %5 —Qmw ( \/_ Wék n—l—l)

8 5kn 1
= + 10, , 3.208
thwg( TS ) (3.208)
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ol nous avons utilisé le fait que

me (3.209)
o= —. .
h
Donc )
E2 [Spn
lay|? = Bl (0 41) Sgpga | (3.210)

- 2mhw? n

ce qui justifie la regle de sélection Av = +1 parce que a; = 0 sauf quand
k=mn=41.
Perturbation de ’énergie.

(0) 0)y 2

0 0 0 (%o " |2|¢
By = B+ el 42y, Lol
k#0 . Ey” — B

>

tous zéro sauf pour k =1

hw £?
= 5 "5 (3.211)
Ce probleme a aussi une solution exacte,
k , ko, 28
k &N’ £?
= 3 (a: + E) — o (3.212)
=~

déplacement dans ’espace déplacement du zéro de I’énergie

Comme
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h2a?
m
h_2m2w
m h?
= mw?, (3.213)

2

la constante de force n’est pas changée par rapport au probleme nonperturbé,
mais 1’énergie est déprimié par —&2/2mw?.

IV. Choix de la Fonction d’Onde d’Ordre Zéro pour un Etat
Dégénéré

Nous allons considérer ici le cas ou le systeme perturbé a moins de
dégénérescence que le systeme non perturbé. On dit que “la perturbation
enleve la dégénérescence.” En fait plusieures choses peuvent se passer quand
on applique une perturbation :

E - -
| 6 6 6 6 6666
I 6 I
I 6 I
| 6 5 5 5 65 5 5 5
| 65 5 5 | degenerescence reduite pour les etats
|65 | (qui dit qu’il y a seulement 3 etats
44444 4 4 444 |
| 4 4 4 4 4
|3 3 3 3 33 |
3 33 2222
| 32 |  changement d’ordre des etats 2 et 3
| 2 2 2 3 |
2 2 2 2 33 3
I I
I 1
I 11111 111 1 1 11]
| 1 I
1 I
I I
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Le tout ce que nous pouvons dire pour un état v,, associé avec un niveau non-

perturbé d-fois dégénéré avec énergie Eéo) et fonctions d’onde w§0), wéo), ceey ((10)
est que
lim _ (0)
Ny Y= i:zldqﬁi ¢i (3.214)
Remarquons que j’ai renuméroté les fonctions d’onde et donc ¢§°’, 50), cee, c(io)

ne sont pas forcement les d niveaux les plus bas en énergie, sauf si Eé‘” est
I’état fondamental pour le systéme non perturbé. Notre but est de trouver
les coefficients ¢;. Pour faire la théorie de perturbation pour un niveau d fois
dégénéré,
Un = 60 + M+ NP + -
0
E, = EV +AEW + X’ED 4 ...
n = 1,2,...,d. (3.215)
Nous avons donc
(O +2V) (60 + 2D + ) = (B + Mgl +--) . (3.216)
En faisant ’équivalence des coefficients des puissances de A :

o coefficient de \°, X
HO¢ = B ¢© (3.217)

(L’équation non perturbée!)

o coefficient de \', A )
AOR0 470 = (3.218)

e etc.
“Multigration” (c-A-d multiplication suivit par intégration) de 'Eq. (3.218)

0)x* \ N
par 1/11-( )* mene &

@OHEO WD) @ W) + @IV D) = ED W60 + B 1)

~ o\ >

(0)
Ed

=
@O0y = BV 60). (3.219)
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Je prefere a récrire cette équation comme

EQ 0109y + 0V [60) = EP (0 160) + BV (@760, (3.220)

ou
WO H16®) = (B + ED) (5" |6%) (3:221)

Multiplication par ¢; et summation menent a

(@ H160) = (B + BLD) o160 (3.222)
ou
)] |0
B 4 g = 0o \HIow) (3.223)

(63165

Nous avons donc le beau

Théoreme. La bonne fonction d’onde d’ordre zéro pour m état dégénéré
est trouvé en performant un calcul de variation linéaire sur les fonctions
dégénérées d’ordre zéro.

Exercise

Probléme I’hamiltonien pour I'oscillateur harmonique est

go_ W& 1

=———— + —kz?. 3.224
2m dx? * 2 v ( )
L’énergie est
1
E© = hw (v + 5) . (3.225)
Aussi
k
w = —
m
a = % (3.226)

Ajoutons une anharmonicité

b =ca® (3.227)
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au potentiel. Trouver E(V) et E?). Formule utile:

GO = [0+ 1)+ D +3)/807 " by
3

_|_

v
3(2) " s,
* Qa) vl
511/2
+ Jow=1)(v=2)/30"] " by, (3.228)
Solution
E®M = c@Pa®y) =0
3h(0)
E® = & %
gv ’U EUI)
A 1w+)(+2)(v+3) _9(v+1)3 +9v_3 lo(v=1)(v-2)
 hw 3 a’ 8as a3 a8
3 30v% +30v+ 11
= - . 3.229
hwa? 8 ( )

3.4 Spin et ses conséquences polyélectroniques
I. Spin pour un Seul Electron

En 1925, Uhlenbeck et Goudsmit a proposé la modélisation d’un électron
par une sphere chargée qui rotate afin d’expliquer le dédoublement de la ligne
D de Na responsable pour le couleur jaune des flames. (Voir http://dbhs.wvusd.k12.ca.us/Chen
History /Uhlenbeck-Goudsmit-spin.html ) En fait il s’agit de la déexcitation,

(1s)%(25)*(2p)°(3p)" — (15)*(25)*(2p)°(3s)" . (3.230)

Si on imagine I’électron comme une charge rotatante,

moment magnetique
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R 2L A 2

A
H

L .= =

13 Csenr Klein (18941977 George E. Unlanbeck ( 190013887, imil Sanuel A. Gooud sl

mpure 1.2
(1900~ 1978 1970 |Phowgraph by L Knunss. Uoustesy of AIP Emilio Sepsé Viseal achives|
. 1 o . 5 & L

Figure 3.2: Oscar KLEIN (1894-1977), George E. UHLENBECK (1900-
1988), et Samuel A. GOUDSMIT (1902-1978). Photo prise en 1926 par
H. Knauss (grace aux AIP Emilio SEGRE Visual Archives).
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-= -- . charge rotatante

elle va générer un moment magnétique (s = 1/2) et ce moment peut coupler
avec le moment magnétique orbitalaire de 1’électron 3p (I = 1) pour créer
deux états 3pz/, et 3p1/2 avec des nombres quantiques d’impulsion angulaire
(j =1+s=3/2,1/2). Ce sont l'existance de ces deux états qui explique la
présence de 1’éclatement de la ligne D.

Pauli a epliqué a Uhlenbeck et Goudsmit que leur modele était incom-
patible avec le principe de relativité de Einstein. Mais il était trop tard pour
rétirer article! C’était seulement avec la théorie rélativiste de la mécanique
quantique de I’électron, qui valait le prix Nobel pour Dirac, que nous avons
trouvé une explication satisfaisant pour le spin.

Comme nous nous contrainons a une théorie non rélativiste, il faut ac-
cepter l'impulsion angulaire intrisique de 1’électron (c-a-d son spin) comme
un donné empirique. Le résultat est que la fonction d’onde d’un électron
ne dépend pas juste sur z, y, et z, mais aussi sur un coordoné de spin.
Pour exprimer ceci nous utilisons les fonctions propres des opérateurs de
spin obéissant les regles de commutation d’impulsion angulaire,

[52.8,] = S,
(5, 8:] = ihS,, (3.231)
d’ou suit
5., 8% =0, (3.232)
avec
S? =524 82+ 52, (3.233)

Nous savons que nous pouvons trouver des fonctions propres simultanées de
S, et S? avec

S20 = W’s(s+1)o
S'za = hmgo
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3
Spen-orbit
.gm———iﬂ“ng 0021 eV
3p1
p'ﬁ
) s §
E ":." L1 5]
o
52 '% “‘? = = 0.507 nm
Ll
514 —— 351
.

Figure 3.3: Explication spin-orbite de la dédoublement de la ligne D observée
dans le spectre de ’atome de sodium.
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ms = —§,—s+1,...,s—1,s
s = 0,1/2,1,3/2,.... (3.234)
La valeur de s dépend de la nature de la particule.
particule s
électron 1/2
proton 1/2
neutron 1/2
pion 0
photon 1

Nous sommes surtout intéressé par les fonctions propres pour un électron.
Il y en a deux : 0 = «, 8. Elle sont orthonormales

1 = {ala) = (8]B)
0 = (alB)={(Bla). (3.235)
La fonction « satisfait les relations :
A 3
S*a = Zh2a
A 1
S, = —|—§hoz. (3.236)
La fonction [ satisfait les relations :
%8 = g
4
A 1
S, = —Ehﬁ. (3.237)

En terme de ces fonctions abstraites, nous pouvons écrire la fonction d’onde
pour un électron comme,

b = Ya(F)a+ ()5 (3.238)

Dans cette notation, pour un opérateur qui n’agit que sur les coordonés
spatiales,

(D1 A[) = (BalAltba) + (85| A1)
B
= ¥ [ 5@ Av. () dr. (3.239)



3.4. SPIN ET SES CONSEQUENCES POLYELECTRONIQUES 149

Pour faciliter I’écriture on traite souvent la sommation comme une intégrale,

@A) = [ [6'Fo)Av(F0) dido
- /¢ Ay dr. (3.240)

Quelles sont les implications pour les atomes hydrogénoides? Comme H
n’agit que sur les coordonés spatiaux, la fonction d’onde est sépérable,

P(r, o) = ¢()o, (3.241)
ou

o = coa+cgP

1 = o>+ lesl*. (3.242)

Petite démonstration :

Hy(Mo = [HY()]o
= Ey(Mo. (3.243)
Chaque orbitale spatiale est donc doublement dégénéré car il y a deux spin

orbitales, ¥(7)a et ¥ (7)5, qui donne la méme énergie! (Mais pas quand on
tient en compte la couplage spin orbite!)

I1. Le Principe de Pauli

En mécanique classique, on peut suivre les trajectoires des différentes
particules autrement identiques. On dit que les particules sont déscernables.
Ceci n’est pas possibles dans la mécanique quantique et on dit que les par-
ticules sont indéscernables. En particulier,

\111(1,2,...,i,...,j,...,N)|2=\\11(1,2,...,j,...,i,...,N)|2. (3.244)
Si nous définons 'opérateur de transposition, F;;, des électrons ¢ et j par,

Pyw(1,2,.. . sy, N) = (1,2, 0,4, 04, N, (3.245)
Nnous reconnaissons que I’Eq. (3.244) est équivalent a 1’équation,

A

PV =W, (3.246)

v
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Mais nous savons aussi que

PyPy0 =w (3.247)
Donc
720 —
=
SR A v (3209

Empiriquement il est trouvé que chaque type de particule obéit soit la loie
de symétrie (bosons) soit la loi d’antisymétrie (fermions) selon si la valeur
du nombre quantique s est entier ou demi entier. L’électron est un fermion.
La forme la plus simple pour décrire en terme des orbitales orthonor-
malisées la fonction d’onde de N électrons est un déterminant de Slater,

vi(l) Pu(2) - Yi(N)
& — 1 Yo(1)  a(2) -+ (W)
N! : : :
Yn(1) YN (2) Yn(N)
P1(1)  ahe(1) Y (1)
_ 1 P1(2)  ¥2(2) YN (2)
- VN : :
P1(N) a(N) Yn(N)
= [1tha.. Y. (3.249)
Le principe d’exclusion de Pauli
Comme
[1he. b b Yn| =0, (3.250)

il est évident qu’on ne peut pas mettre plus qu'un électron dans une spin
orbitale. Mais on peut mettre jusqu’a deux électrons dans une orbitale (spa-
tiale), ¢, car 1« et ¥ sont deux spin orbitales différentes.

I1I. Conséquences pour H,

La molécule de H, est constituée de deux noyaux (que nous allons con-
sidérer comme figés en place) et deux électrons.
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L’hamiltonien électronique est

2
~ h 2 ZA€2 Z362
2m |7 —T7al |7 — 78|
b1
R, Za€ Zpe?
2m [Ty — Ta| |72 — 78|
ha
62 ZAZ362
+ — — — —
7 — 7o |Fa— 7B
2 2
N A e ZsZge
= hl —+ h2 + = —+ —_
— |7 — 75| |74 — 7B
H(0) —— | ———
AV a traiter comme constante
Les solutions de
hi = ey
sont les orbitales moléculaires.
* N +++
sigma -——- --H-- ++H++

-— +++

151

(3.251)

(3.252)
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+++ +++
sigma - ++H++ ++H++
+++ +++
Les solutions de
A 0 0).7, (0
AOw" = g0 g (3.253)

sont les déterminants de Slater correspondant aux remplissages différentes
des orbitales moléculaires.

* - +++
sigma - --H-—- ++H++
- +++
- +++ +++
sigma -11- ++H++ ++H++
v +++ +++
(DO = \aa, Uﬂ‘

1
= %0(1)0(2) ((1)B(2) - B(1)a(2))

EY = 2, (3.254)
[ ]
* - - +++
sigma -l-- --H-- ++H++
- +++
+++ +++
sigma e ++H++ ++H++

v +++ +++
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o, = |0, 08
1 *
= 75(0* (1a(1)a(2)5(2) — 0(1)B(1)0"a(2))
ED = ¢ +e, (3.255)
[ J
* - +++
sigma —|- ——H-—  ++H++
v —_— -+
- e+ S
sigma -|-- ++H++ ++H++
e+ -+
® = |oa,0"p
1 * *
= —=(0(1)a(1)o*(2)8(2) — 0*(1)B(1)0(2)(2))
V2
EY = ¢ +én (3.256)
[ J
* - - -+
sigma -|-- —-H--  ++H++
- +++
- +++ 4+
sigma -|-- ++H++ ++H++

+++ +++
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o3 = |oa,0%ql

1 « «
- 3 (e(1)o*(2) — " (1) (2)) a(1)a(2)

B = € +ep (3.257)
[ ]

* - +++
sigma -—1- --H-- ++H++
v - +++
+++ +++
sigma -—|- ++H++ ++H++
v +++ +++

(P4 = ‘O',B,O'*ﬁ|

1
= —(0(1)o*(2) =" (1)o(2 1)3(2
\/5(()() (1)o(2)) 5(1)5(2)
EQ = € +en (3.258)
[ J

* - - +++
sigma -l11- --H-- ++H++
v - +++
+++ +++
sigma -—— ++H++ ++H++
+++ +++

o5 = |0, 0"f|
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EY = 2, (3.259)

Considérons maintenant

E;~EY + EY (3.260)
[} E() et E5 :
Ey = (®|H|®o)
1

= hy +h +— —= -

<\/§ a(af — Ba)lhy + hy \\fmf(aﬂ pa))

1 2
=5 (o0|hy + hyloo) + (aa\—|oa)> (aff — ﬁa\aﬁ Ba)

(aflaB)+ (ﬂa|ﬂa)
2

= 2%+ oy, (3.261)

ou 'intégrale colombienne est

o= [ [ v @ . G26)

Physiquement il y a une seule repulsion entre les deux électrons o :

* -——= +++

sigma -——= --H-- ++H++
-—= +++
- +++ +++

sigma -11- ++H++ ++H++
v +++ +++

De pareil pour obtenir

E5 = 260-* + JO’*,O’* . (3263)
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[} E3 et E4 :
E; = (‘I’3|ﬁ|¢3>

A e 1
= (—(o0" —o"0)aalhy + hy + —|—=(00" — 0"0)aa
(5! Jaalhy + b+ | Jaa)
1 * x |7 7 62 * *
—(00" —d"olhy + hg + —|o0™ — 0%0) (aa|aw)
2 T12 hf_'l
2

= (oo*|hathy + hy + :;|00* —0o'o)
12
= & + €Eo + Jo’,a* - Ka’,o‘* ) (3264)

ou 'intégrale d’échange est
o2

Ki; = / / Y; (7 E— ¢( 5)10; () difydiy . (3.265)

Elle represente le phenomene non clasmque que deux éléctrons avec le
meéme spin s’evitent et donc réduissent la répulsion électronique.

* - -— +++
sigma === --H-- ++H++
-— +++

- +++ +++

sigma -|-- ++H++ ++H++
+++ +++

L’expression pour F, est identique.

Energie Hartree-Fock Pour une molécule avec N électrons, I'énergie de la
fonction d’onde

¢ = ‘wla’ wQO‘/’ ey ¢m04, wm+1ﬁa ¢m+2ﬁ, ey wN/B‘ (3266)

est donnée par ’expression,

(2<4) (i<4) (1<)

@H® =Y ¢+ Y Ji— Y K- Y K. (3.267)

i=1,N 2,j=1,N t,5=1,m i,j=m+1,N
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En générale, un déterminant de Slater est une fonction propre de

S.= 3 5,0
i=1,N

avec
Ng — N

S,® = A,

(3.268)

(3.269)

mais le déterminant n’est pas toujours une fonction propre de

?:(;%&d)(;%ém).

Une expression plus utile pour 52 est

N N _ 2
520 = K2 lZPa,5+ (na . nﬁ) + na+nﬁ] ®,
P

ou la notation

> Pag
P

(3.270)

(3.271)

(3.272)

veut dire qu”il faut la sommation sur tous les transpositions des pairs de
spin opposés : « <> . Dans la description minimale, la fonction d’onde a

N électrons n’est pas toujours un déterminant de Slater!

Pour voir une description minimale correcte, nous allons prendre les 4
fonctions dégénérées a zéro ordre et faire un calcul variationnel (intéraction

de configuration). Nous allons supposer que
U = Clq)l + CQ(I)Q + 03@3 + C4(P4 y

et resoudre les 4 équations simultanées

> (®ilH|®j)e; = E Y (D4]®))c

j=1,4 j=1,4
Z H”CJ = ECZ'
j=1,4
Hé = Ec.
La matrice de I’hamiltonien est
€ + (o + JU,U* Ka,a* 0
H= Ka,a’* € + €Eox + Jo’,a* 0
0 0 € + €gx + Jg o
0 0 0

- Ka,o'*

(3.273)

(3.274)

0
0
0
€o + €o + Jo o
(3.275)

- Ka,a*
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Les solutions du probleme de vecteur propre

Hc = Ec¢

sont des fonctions propres de S2,

Smgulet S = O, MS’ = O, \IIO’Q =1 (q)]_ + @2)

= 75 [0(1)o*(2) + 0*(1)o(2)]  [a i)ﬁ@) - B(1)a(2)],
EO,O = €; + €+ + Ja,a* + Ka,a*

=3

Tr"iplet: S = 1, MS = ]_, lIll’]_ = (1)3
= 1 0(1)0*(2) - " (Do (2)] Ha(1)a(2),
El,l = €; t €+ + Ja,o'* - Ka,a*

Tmplet : S = 1, MS = 0, lIll’() = % (q)l — @2),

= 7 [0(1)0*(2) = 0" (D)o (2)] 75 [a(1)8(2) + B(1)e(2)],
El,O = €y + €o* + J(r,a* - Ka,a*

Triplet : S =1, Mg =—1,¥; _, =d4

= L o(1)0*(2) - " (Do (2)] LA B(2),
El,—l = €; T € + Jo,a* - Ka,a’*

(3.276)

On remarque que les solutions triplets ont la méme énergie totale, F, a
cause du fait que la partie spatiale des fonctions d’onde est identique.

Exercise

Probléme a) Montrer que les singulets et triplets peuvent étre representée
comme

1
v = —(loa,0*B| — |08, 0"«
00 = 75 (70,08 = lo,o%al)
\111’1 = |O'CE,O'*O£‘

1 X
Vip = —=(loa,o"B| + [0B,0al)

V2
‘111,—1 = |0/3,0*m .

(3.277)

b) Montrer que ces quatres solutions sont des fonctions propres de S, et
de 52.
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Solution a)

Yoo = (loa, 0B — |oB, 0" )

= — (0(1)o*(2) — 0" (1)0(2)) a(1)(2) . (3.279)

Vo =

= 7 (0(1)B8(1)0"(2)B(2) — 0" (1)8(1)o(2)3(2))
= 250"~ " ()e(2) B1AE) (3.281)
b) Nous allons commencer avec
S8 ="a 3 ", (3.282)
pour trouver
SZ\IIO,O = %gzkja, o*B| — %SA’AO}B,O’*(ﬂ
= %%h\oa, o* Bl — %1 ; lh\aﬂ,o*a\
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Ms

qujl 0

’

Maintenant utiliser
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_ oh% (loa, o*B| — |08, 0*al)

= Oh\Il(),()
=
= 0.
S’Z\Ilm = S, loa, 0"l
1+1
= %h|aa,a*a|
== 171\1/1’1
=
MS = +]_
_5.J00,0"B| + =108, 0%
= — oo, o —F=0z|0P0,0 &
V2 V2
11— 11—
= — haa o'Bl+ — ha , 0
= — (loa, 0" B + |68, 0%
\/§(| Bl + |oB,0%al)
= Oh\plo
=
= 0.
Sz\ljl,—l = Sz|o-ﬂ>0-*/3|
~1-1 .
= ——hloB,08]
= —1h\111,_1
=
Mg = -1.

N N _ 2
S2(I):h2 lZPa,ﬂ+(na2nﬁ> +na;n5]®
P

(3.283)

(3.284)

(3.285)

(3.286)

(3.287)
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pour trouver

. 1 N 1 N
> PasVoo = —=> Paploa,o™Bl = —=> Paglof, "l
= p V25 V25

= 5lofoal = —slsa,a"s
= _\IIO,O
S*Woo = R2[-1+0+1]W,
=
S(S+1) = 0
=
S = 0. (3.288)

Y Paplin = Y Pagloa,o’al
P P

= Oh\Ijl’l
52\111,1 = hQ [0 + 1 + 1] \Ill,l

S(S+1) = 2
S = 1. (3.289)

~ 1 ~ 1 ~
§ Pa, ‘111,0 = E :Pa, |UCV7 0-*5| + § :Pa,/a’laﬁaa*a|

1 1
— — o ’O'*Of + e 0'01,0-*
slobotel+ Bl
= 4V
52‘111,0 == h2 [+1 + 0 + 1] ‘111,0

S = 1. (3.290)

Zﬁayﬂqjl,—l = Zﬁa’ﬂ 0550*5|
P

P
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= 0V, _,

Sy, = RE0+1+1]0
=

S(S+1) = 2
=

S = 1. (3.291)
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