Sciences Industrielles

Cours Cinématique Plane du solide

Cinématique du SOLIDE INDEFORMABLE
Cinématique plane : Resolution graphique
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Sciences Industrielles

Cours Cinématique Plane du solide

L a cinématique des solides : M ouvement plan

Cinématique : Etude des mouvements sans se préoccuper des causes qui les provoquent.

1.DEFINITION DU SOLIDE INDEFORMABLE

On appelle systéme matériel un ensemble de points matériels. Un solide indéformable S est un
systéme matériel, tel que la distance entre deux points A et B appartenant a ce systéme, reste
constante au cours du temps et quel que soit sa position dans I’ espace :

[N
aA40s et OBLIS, |4B||=te dansletemps et dans|’ espace

L e champ des vecteurs-vitesse d’ un solide est antisymétrique et équiprojectif (voir cours « la
cinématique des solides »). Ainsi pour deux points A et B appartenant au solide S en mouvement par

rapport a un repére R;, nous pouvons écrire:
=N 0 O [N O

= o N
s R,V arsgr, VABI s = Vs, jr AB = Vs p, AB

Va

2. CINEMATIQUE PLANE : MOUVEMENT PLAN SUR PLAN

2.1. Définition

Un solide est animé d'un mouvement plan sur plan dans un repérede référence donné, si a tout
instant, les vecteur s-vitesse de tous ses pointsrestent paralleles a un plan fixe.

2.2. Théoreme

Si trois points non alignés d'un solide S, ont leur trajectoire dans un plan (P;) appartenant au
solide §;, alors tous les points du solide S sont animés d'un mouvement plan, le plan du
mouvement étant paralléle au plan (P;).

Le mouvement du solide S est a tout instant une rotation instantanée d'axe per pendiculaire au
plan (P).

Démonstration :
Soient trois points non alignés M M et M3 appartenant au solide Sy et se déplagant respectivement

dansles plans Py, P, et P; Paralléles entre eux de normale Z, , dans un mouvement par rapport au
solide S;. de repére associé Ri.

i
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Cours Cinématique Plane du solide
. i BN BN BN i
Nous pouvons donc affirmer que les vecteurs-vitesse ¥ o g + V,osor, € Vyosr, @PP&ItIENNeNt

aux plans (Pi=1 2. 3)-

Laformule du champ des vecteurs-vitesse pour un solide nous permet d'écrire :
[ [ =S m-
V [Dle L)

MsgR =V o, rsr, T s0r
V,

o. o. o. m.
MoOS/R; 7 O DS(/R; LOM,

0. 0. 0. O
QSk/Rii HOM,

=V Qg
VM3DSK/Ri :VOKESK/Ri *

A partir des trois relations ci-dessus, nous obtenons :

[N 0 =N - 0 BN =N

lems(/Ri _VMZESk/Ri :QSk/RiDM , soit VMlDSk/Ri _VMZESk/Ri DQSk/Ri
o

. o m. . 0. o 0.
lems(/Ri _VM3ESk/Ri _QSkIRi LM M, soit VMlElSk/Ri _VM3DSk/Ri DQSklRi

LestroispointsM1 My et M3, non aigneés, ont un mouvement a priori quelconque. Donc
[N [N [N

105(R; - 4

e
M wosr S Vursr, Vs g, SONt deux vecteurs non colinéaires aux plans (P).

= . o o
Levecteur Qg , perpendiculaire a deux vecteursnon colinéaires aux plans (P;), est donc
I

perpendiculaire a ces plans (Pj).

Le torseur cinématique caractéristique du mouvement du solide S par rapport au solide S; Sécrit en
un point quelconque, M1 par exemple :
O QD* 0
[]~SR; [
0 0 _B0wp N &
Vissy=o g = ou Qgge Vg =0
0 Wy, 0

0.
g/mltrskmi 5\4 v X Vi %k

1
L'automoment de ce torseur est donc nul. C'est un torseur- glisseur. Donc en tout point | appartenant a

O N
I'axe du glisseur, nous avons ¥, =0 .
Ainsi tousles pointsde|'axe central (Ag;), perpendiculaireaux plans (P;), du torseur
cinématique car actérisant le mouvement plan sur plan du solide S par rapport au repere R;

ont unevitesse nulle.

=N
L e mouvement est donc une rotation instantanée d'axe (I, strei ) perpendiculaire aux plans (P;).

En conclusion, si lestrois points M1, M5 et M3 ont leurs trajectoires dans les plans (P;), tous les
points appartenant respectivement aux normales a ces plansissues de M1, M, et M3 ont leurs

traj ectoires appartenant a des plans paralléles au plan (P,).

Donc I'éude du mouvement plan d'un solide se raméne al'éude du mouvement des pointsd'un
plan (Py) appartenant au solide (Sy) et qui reste en coincidence avec un plan (P;) lié au solide

=N
(S). Ce mouvement, qui est unerotation instantanée d'axe QS,(,Ri perpendiculaire au plan (Pi),

est appelé mouvement plan sur plan.

3. APPLICATION DE LA PROPRIETE D'EQUIPROJECTIVITE DU
CHAMP DESVECTEURS-VITESSE
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3.1. Traduction géométrique de |'équiproj ectivité :

= (R
AB=V,

3.1.1. Traduction géométrique delarelation VAE&K,R el
o O. . . o
Varsyr AB=V BDSK,R AB traduit quelaprOJectlon orthogonaede V, AESK/R sur ladirection de 4B est

égale alaprojection orthogonale de 7 sur ladirection de AB . D’ ot la construction géométrique

BI]SK/R
suivante :
direction de IavELtesse :

A

Les projections orthogonales AC=BD , respectivement des vecteurs-vitesse VADSK r, & VBDsk &, » SUr 12

=N
droite orientée par le vecteur 4B sont des mesures algébriques. Ces projections sont donc du méme
cOté par rapport aux points A et B.

3.1.2. Analyseet utilisation delarelation d'équiprojectivité

[N
Larelation VAE,SK,R AB= BDSK,R AB et une relation scalaire. A priori nous avons quatre inconnues

scalaires dans le plan forme par les vecteurs-vitesse VADSk R & VBDSk r, - Nous ne pouvons donc

appliquer cette relation d'équiprojectivité que dans la condition suivante : le vecteur-vitesse du point A
et la direction du vecteur-vitesse du point B sont connus.
L'ordre des opérations est |e suivant :

1. projeter VA sur ladroite (A,B) ce qui donne AC,

OS /R
2. placer le point D sur ladroite (A,B) tel que: AC=BD),
3. dupoint D, élever une perpendiculaire aladroite AB qui coupe ladirection du vecteur-vitesse
O
Vasgr, €N UN point qui est I'extrémite de ce vecteur.
Remarque:

Cette construction est impossible si la direction du vecteur-vitesse VB est perpendiculaire ala
droite (A,B).

3.2. Centreinstantanéderotation ou C.|.R.

0S /R

3.2.1. Définition

On appelle centre instantané de rotation Iy; du mouvement du solide Sy par rapport au solide S; le
point ou I'axe central (Ay), du torseur cinématique caractérisant ce mouvement, perce le plan d'étude.

Remarque:
Cette définition nous montre que :
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O -

* Vo5 =0 » Car tous les points de |'axe central (Ay;) du torseur cinématique caractérisant le

mouvement plan sur plan du solide Sy par rapport au repere R; ont une vitesse nulle.

3.2.2. Propriétédu CIR
L e centre instantané de rotation Iy; est identique a .

3.2.3. Détermination analytique du centreinstantané derotation

Il suffit de reprendre la démarche employée pour déterminer I'axe central d'un torseur (voir cours sur
Les outils vectoriels et torseuriels)

m. m.
53*[ _QSk/RiDVOkDSk/Ri
(o o2

Q

Skl Ri

Remarque:

L e centre instantané de rotation est obtenu par le produit vectoriel de vecteurs uniques. 11 est donc
unique.

3.3. Base et Roulante

3.3.1. Définition

Labase et la roulante dans un mouvement plan sur plan sont respectivement I'intersection de la
surface axoide base et de |a surface axoide roulante avec |e plan (P;). Donc labase est e lieu du

centre instantané de rotation I; dansle repere fixe R; et laroulante est le lieu du centre instantané de
rotation I; dans le repere mobile Ry.

3.3.2. Propriétés

Ces deux courbes sont en contact au point |, centre instantané de rotation du mouvement du solide

- N
Sk par rapport au solide S;. Comme V', g, =0, la base et laroulanteroulent sans glisser et sans
pivoter ['une sur I'autre.

3.3.3. Détermination analytique de la roulante dans un mouvement plan sur plan

Exemple:
Laroulante est le lieu du centre instantané de rotation Iy dans le repére mobile Ry. Le
- m-
¢ bm*l _QSk/RiDVOkDSk/Ri o d d . étri eV dans|
vecteur 0,1, o2 , Xprimeé au moyen de ses coordonnées paramétriques x, ety, dansle
QSk/Ri

repere mobile Ry, permet d'obtenir, en éliminant le parametre de mouvement ou mobilité du
mécanisme, |’ éguation cartésienne de la roulante.

3.3.4. Déter mination analytique de la base dans un mouvement plan sur plan

Labase est le lieu du centre instantane de rotation I; dans le repere fixe R;. Le vecteur

- -
wo m o O @ Qg Vo g o . -
01,=00,+0,1,=00,+ o2 , eXprimé au moyen de ses coordonnees paramétriques
QSk/Ri

x; ety, danslerepere mobile R;, permet d'obtenir, en éliminant le parametre de mouvement ou
mobilité du mécanisme, I’ équation cartésienne de la base.
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3.3.5. Exemple de détermination de la base et dela roulante d’un mouvement.

3.3.5..1 Présentation du systeme support de
I"étude

Une radiocommande permet de commander la
fermeture et I’ ouverture d’' une porte de garage
automatigue basculante. Un dispositif manuel permet
d’ ouvrir la porte en cas de non fonctionnement de la
motorisation. Un dispositif de sécurité est présent
pour agir en cas d entrave alafermeture

Vue d’ ensemble de la porte de garage

1 [ e o mosiage o de heaion

i 1 | _a-l'._'llll! 1 Frpamiren ow Fodissn s evigay in 3}

B Bandes pefoses (el Tadleid au dlaged
(LR}

4 Anranice onon eoeraniecl

1T Frie de coutp®l O el o DAprecTags,
FE RS E T T

1 1% Chsle de dessnoudans di Fooown e

11 | Rl L o ]

1 | 13 Cursss e qusage
| 1 ] - e I & T non presenbel

Soit la modélisation cinématique du mouvement de la porte par rapport au mur.
Repérage:
Au solide porte : 0,(4,%,5,,2)

Au solide mur : 00,0, YZ0)

Graphedestructure:
L'01

L’01: liaison Sphere/Plan de normale
A,9,
LO1 : liaison Sphére/Plan de normale B,x,

BN
Géometrie: AB=L.y,

Paramétrage : une seule mobilité

0. o
Qgr =0(1).2

3.3.5..2 Recherchedu centreinstantané derotation |

Pour cefaire, il est nécessaire de déterminer la cinématique du mouvement de R1 par rapport a RO.
Recherchons donc |e torseur cinématique en A de R1 par rapport & RO.
m- - m-
04 =LsinBx, d'ou V.

" oryro=L-0.c0s8.x, donc
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D s . . D .
0 Qs =020 [0 L.Bcoxhll

{ VRl/RO} :% o . .
Q/ADR]JRozL'G'COS&onA % 0 @4,(;0,)/0,20)

. - m. -~ =
recherchons le point | appartenant au plan z=0 tel que V., ,,=0 de coordonnées OI =x,.xo+y,y,

= = = .
V, +Q. o U Al

[

= 0 0

VADR1/R0= IORy/Ry ' ~“Ry/Rg
L.6.cos6 0 x,~L.sinB 0 x,=Lsin@
0 = |0+ v, O |0 - y,=L.cos6
RO| O ROO RO O ROP z,=0
m@] =Ls n6}o+L.c039520

3.3.5..3 Equation cartésienne dela base du mouvement de R1 par rapport a RO.
Lsin@
m-
Ol = |Lcosf enéiminant 6, on obtient x12+y12=L2 , I"équation d'un cercle de centre O et derayon L.
RQ O

3.3.5..4 Equation cartésienne de laroulante du mouvement de R1 par rapport a RO.

Lsinfco® |Lsin206.cos

M- _ 2[/ L spe s . 2 L — L 1 A H ’
Al = | L.(co9)? ?'00329+§ en éiminant 8, on obtient x “+ ~5)= , I"’équation d'un
R 0 R 0

cercle de centre C, milieu du segment AB et de rayon L/2.

3.3.5..5 Tracer delabase et roulante du mouvement de R1 par rapport a RO.

yo

N
La cinématique de la porte de garage par rapport au mur, Se comporte comme un engrenage intérieur
tel que les deux roues dentées roulent sans glisser I’ une sur |’ autre en |, Centre Instantané de Rotation
du mouvement de R1 par rapport a RO.
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3.4. Distribution des vecteurs-vitesse a partir du centreinstantané de rotation

S L e centre instantané de rotation Iy;= | distribue les vitesses des
VA points liés au plan mobile (P,) comme dans un mouvement de

rotation. Considérons deux points A et B appartenant au plan
(Px) en mouvement par rapport au solide §j. En tenant compte
des propriétés du centre instantané de rotation, nous pouvons
écrire

m. m- m- - m. m-
VADSk/Ri_V[DSk/Ri+ Al DQSk/Ri_ Al DQSk/Ri car

V o5z =0

R m- -
dou: V ngn= AL Qg

o m-
Al TV 4ok ri

m. m. m- - m. m-
VBDSk/Ri_V[DSk/Ri+ BI DQSk/Ri_ BI DQSk/Ri car

V o5z =0
. m. m. m.
dou: Vg = Bl Qg
m- m-
BI TV posk/ ri
Q. W
- SR 0,0Sk/Ri
0,1,=00,+0,1,,=00, +m—1§
Q

Sk/Ri
Donc le vecteur-vitesse du point B (respectivement du point A) appartenant au solide Sy, par rapport

[ 1.
au solide §;, est perpendiculaire 1,,A (respectivement a I,,B).

Comme E)k /i est perpendiculaire au plan (Py) nous avons :

M- m- [EN
VADSk/Ri =2 Sk/Ri / kiA
M- m- [EN
VBDSk/Ri =12 Sk/Ri k[B
A partir des deux relations ci-dessus nous obtenons :
M- o
VADSk/Ri U ki A
m- [EN
VBDSk/Ri ! ki B

Nous pouvons conclure que le centre instantané de rotation distribue bien les vitesses comme
dans un mouvement derotation.

3.5. Détermination detous les centresinstantanés derotation

Soit un systéme formé de N plans appartenant a N solides différents glissant les uns sur les autres. Le
nombre n de centres instantanés de rotation est égal au nombre de combinaisons que I'on peut faire en
prenant deux plans parmi les N plans du systéme. Mathémati qguement ce nombre n est donné par la
relation :

N(N-1 ]
n=cz=NNL_ NI
2 (N-2)12
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Larecherche de tous les centres instantanés de rotation peut-étre facilitée en utilisant :
« |e cercle des centres instantanés de rotation avec N points correspondant &N solides (exemple
: casde 4 solides, n=6) :
1

segment carractérisant 112

3
« ou latable des centres instantanés de rotation (exemple : cas de 4 solides, n=6) :

1 2 3 4
l12 123 134
l13 124
14

Ainsi au fur et amesure de larecherche, il faut barrer les segments sur e cercle ou les centres
instantanés de rotation dans la table.

Pour déterminer tous les centres instantanés de rotation d'un systéme, le théoréme des trois plans
glissants est trés utile.

3.6. Théoréme destrois plans glissants (ou des trois plans mobiles ou destrois
C.l.R)

Supposons connus le mouvement du plan (Py) par rapport au plan (Pj) et I; ainsi que le mouvement
plan (Py) par rapport au plan (Py) et 1.

;I Zi ZZKZZI =2
G e TR e
k o) Qui=w,; Z
;(k Qui=w,;, Z
§|/k=aq,k2

Quel que soit le point M, nous pouvons €crire :
m. m- m. L.
VMDSk/Ri =VMDSk/Sl +VMDSI/R1’ ,d'ou:
- [EN

m-
VIHDSI/Rz Q Sl/RlDI M _VI csvre T Q Sl/RkDI M + Vlk st Q2 gurlM
D'aprés les propriétés du centre mstantane de rotatlon nous obtenons

QS]/RDIM _‘QSI/RkDI M + Q DI M

Sk/Ri

Donc: ZEkol/i[hM = Z[kol/k[lkM +ZEkok/.I M
- o
D'ou: ZUw,, 1M —a)]/k[ M -w,.1,. M) 0
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Comme le module du vecteur unitaire Z n'est pas nul et que les deux vecteurs de ce produit vectoriel
ne peuvent pas étre paralleles puisque nous sommes dans un mouvement plan sur plan, nous obtenons
donc:

wz/,llM wl/kl M wk/ll M=0.
Cette expression étant vraie quel que soit M, ellel'est aussi en ;. Nous obtenons donc :

0. .
wl/k]lklh ‘o, L1, =0

Cetterelation caractérise lethéoreme destrois plansglissants. | est le barycentre des points I
et |; affectés des coefficients wy;, et wyyj. |)j appartient donc aladroite Il ;. Nous pouvons
donc en déduireque:

Lo 1

Ik ki

Remarque:
Ce théoréme n'est pas applicable si un des mouvements est une translation. En effet, si wy, = 0 par

BN
exemple, alors 0, /][] =c0

4. MODELISATION PLANE DESMECANISMES

Dans un probléme considéré comme plan, un solide S, possede au maximum trois degrés de liberté
par rapport aun repere de référence R;.

Si le plan d'étude est le plan (P,) de normale Zi=Zx=Z aorsle mouvement du solide S, par rapport au
solide S est decrit par le torseur cinématique :

R —

Q=0 Z

0 0 E
B O
%C.(Sk/S )0 =0

E % OkDSk/S xXt v Yl
k

L'automoment de ce torseur est toujours nul ; instantanément |es mouvements sont soit des
translations, soit des rotations pures, mais jamais des mouvements hélicoidaux complets.

GDEII:H:H:H:I

4.1. M odeles des liaisons dites planes

Parmi les onze liaisons usuelles , quatre modeles de liaisons, correspondant a des formes particuliéres
du torseur cinématique, peuvent étre retenues :

Liaison Torseur cinématique associé Schématisation
Encastre- 0 0 =0 0 v
ment 5 E Qui= E Yi S;i
%F(S /S,)0=0 0 UM Sk Xi
E Ny O >
MOS, /S, ZOB”
Page 10 Jacques ATACHE — Jean-Marc CHEREAU 0 EduKlub S.A.

Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que
la consultation individuelle et privée sont interdites.




Sciences Industrielles

Cours Cinématique Plane du solide
Pivot ou _ 50
Articulation 0 E : i =2 E
%C(Sk/S,-)D =0 O
E -
ousk/si_OH)

Glissiére

0 0o 2,0 o Yi
Gr(s./s,)B=F q oM o Sk > %
e
lj al'infini suivant \?i
Ponctuelle -
Plane [
O 0 g Q0,7 o
:65,/5,)5=1 ]
R

Laliaison pivot, uniguement dans le cadr e des mécanismes plans, est parfois appel ée articulation.
En Cinématique plane :
* on ne schématise pas des modeles de liaison (on ne tient donc pas compte des couples de
surfaces en contact),
* on représente les mouvementsrelatifs entre deux pieces dansle plan d'étude.
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