Sciences Industrielles

Cours Cinématique du solide

Cinématique du SOLIDE INDEFORMABLE

Cinématique
Etude des mouvements sans se préoccuper des causes qui les provoquent. Au programme
de CPGE, la cinématique est limitée aux mouvements des solides ou d' ensemble de solides
(le solide est indéformable).
On sort du point de vue de la cinématique lorsgue tous les mouvements rel atifs (mouvement
de S, par rapport a S;) modelisés par leurs torseurs cinématiques sont déterminés en

fonction des mobilités souvent notées m=m, +m; ou couramment appelées paramétres
cinématiques.

La cinématique permet donc de déterminer les vecteurs positions, les vecteurs vitesses
linéaire et angulaire et les vecteurs accélérations linéaire et angulaire des points d' un
solide quelconque par rapport a un autre solide quelconque en fonction des mobilités du
systeme meécanique.

Remarque importante : lors de I’éude cinématique, les mobilités ne sont pas connues,
seule la dynamique permettra de les déterminer.
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1 DEFINITION DU SOLIDE INDEFORMABLE

On appelle systeme matériel un ensemble de points matériels. Un solide indéformable S est un
systeme matériel, tel que la distance entre deux points A et B appartenant a ce systéme, reste
constante au cours du temps et quel que soit sa position dans I’ espace :

O
OAOS e OBOS, ||AB]|=cte dansletemps et dans |’ espace

2 EQUIVALENCE REPERE —SOLIDE.

—_— — —

Un repere affined, (O, X,;Yy;Z,)est défini par une origine et
trois vecteurs orthonormés directs. Les points extrémités des
vecteurs unitaires sont a des distances constantes de leur origine
(leur norme est égale a 1). Un repere affine est donc équivaent a un
solide.

Par bijection, on associe donc un repere Rk(Tk;;Tk;Zk’) orthonormé

—_— — —

direct aun solide Sc.ou O, (O, X,; Y5 Zy) -

3 POSITIONNEMENT D'UN SOLIDE

La position d'un solide S, par rapport a un repéere R;, dans un espace atrois dimensions, est définie par
trois points non alignés donc par neuf parametres. Ces trois points restent a des distances invariables
les unes des autres. || convient donc d'agjouter trois éguations de liaison de ces paramétres.

La position d'un solide S, par rapport & un repere R; dépend donc de six paramétres indépendants.
Il est usuel en Mécanique de considérer :
* lestrois coordonnées du point origine du repére R, dans le repere R,
* lestrois angles qui définissent la position de |a base du repére Ry par rapport a celle du repere
R.
Les possibilités de variation de ces six parametres correspondent aux possibilités de mouvement du
solide S, par rapport au solide S.
Une possibilité de mouvement est appelée degré de liberté. |1 existe donc au maximum six degr és
deliberté (troistranslations et troisrotations).

4 POINT COINCIDANT - VECTEUR-POSITION - TRAJECTOIRE

4.1 Point coincidant

411 Définition

Un point M, appartenant au solide S, en mouvement par rapport aun
repére R;, coincide a chague instant avec un point M appartenant au
solide S. Ce point M est dit coincident du point M al'instant t.

M est appel é point mobile et M, noté M;(t) est appel é point coincidant
al'instant t.

En clair, il seranécéssaire de toujours savoir aquel solide, le point M
qui nous préoccupe appartient.
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4.1.2 Notationsutilisées

M- -
Vosys) » M appartient au solide S.. la précision de notation est indiquée dans V gy Par

-
MOS, . Viuorery Selit: Vitesse du point M appartenant au solide S, par rapport au solide S.

Le point Oi appartient au solide S, L’ appartenance de Oi a S est moins visible mais est définie par la

Hio,mH

dérivée par rapport au temps d’un vecteur dans un repére Ri : @—@? Dans cette notation,

I" appartenance du point M n'est pas indiquée, alors attention. C'est pourquoi la notation compléte

Hio,mH
suivant V(MDSK,S) @7& est nécessaire.

4.2 Vecteur-position O,M

421 Définition

La position du point M, appartenant au solide S, en mouvement par rapport a un repere de référence
M-
R, est variable avec le temps. Le vecteur O;M;(t), variable avec |e temps, est appel € vecteur-position
du point M relativement au repere R;.
&
Attention, pour ne pas aourdir les notations, on note souvent O;M sans spécifier |” appartenance de

M.

4,22 Leparamétraged'un point

Remarque : Pour exprimer |le vecteur-position dansle repere deréférence, il faut utiliser le systeme
de coordonnées adéquat
* coordonnées cartésiennes,

N -~ =
OM =xx; +Vy.y, +zz

» coordonnées cylindriques

les coordonnées cylindriques du point M dans | e repére
0,(0;,%;,Y,,Z;) sont (r,0,z)
ou en cartésiennes

O — - -
OM =r.cos6..x; +r.sinB.y; +zz

»  coordonnées sphériques.

les coordonneées sphériques du point M dans le repére
0i(0;,%,Y:,Z) sont (r,6,0)
ou en cartésiennes
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O — — -
OM =r.sing.cosB..x; +r.sing.sinB.y; +r.cos¢.z

4.2.3 Trajectoired'un point par rapport aun repére

Latragjectoire d'un point M d'un solide S, en mouvement par rapport a un repére de référence R; est

I'ensemble des points M;(t) coincidant a chaque instant avec le point M au cours du déplacement du
solide S..
Attention, latrajectoire, extrémité du vecteur position dépend du repére ou solide de référence.
Exemple:

A Mys
20 /

rrl’r]

Latragjectoire du point B appartenant au solide 1 par rapport au solide O est un cercle de centre A et
derayon AB.
Latrgjectoire du point B appartenant au solide 2 par rapport au solide 1 est un point, le point B.

5 TORSEUR CINEMATIQUE

5.1 Définition

2

m-
En reprenant ladéfinition d’'un solide: AB =cte et en dérivant
cette équation scalaire par rapport au temps dans le

—_— — — —_— — —

repere]; (O;,X;;Y,;;z;) debase R;(X;;V;;z;) , on obtient :

as.aBH o A H _
ﬁTﬁ._z AB 'ﬁTﬁ__o

m-
DBAB %‘%% =0 et par définition, on a:
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Dl E‘ﬁé etV E’l@é dou
BDSK/RI ADSK/ Ri dt
AB EdﬁiAoJrOB%z—o@mAB E’ﬂé AB %"ﬂé

AB VBEISk/RI - AB VADSk/RI

Le champ des vecteurs-vitesse pour un solide (et uniquement pour un solide) est équiprojectif.
D'apres |e théoreme de DELASSUS, un champ équiprojectif est antisymétrique. Nous avons donc la
relation :

Le champ des vecteurs-vitesse, pour tout point M d'un solide S par rapport a un repere R;, sécrit :

INN [N NN M- M- I M- INN
Vuosori = Vaosor T MA UQgri [ ou [Viueser ri = Voicse ri T MO, UQg

les composantes vectorielles du torseur modélisant ce champ antisymétrique de vecteurs sécrivent au
point A et M :

v 5 é [

- M-

O
ADSK /R aﬁ\ Q/MDSKIRl _VADSk/Rl + MA OQgg; 5\/1

Cetorseur est appelétorseur cinématique du mouvement du solide S par rapport au repére R;
Ce torseur modélise la cinématique du solide S, par rapport au repére R;.
Letorseur cinématique est défini atout instant.

m-
Qgqri - Vecteur taux de rotation de S, par rapport au repere R; est la coordonnée somme du torseur

cinématique modélisant le mouvement du solide S, par rapport au repére R;.

m-
Vaos/ri - Vecteur vitesse du point A appartenant au solide S¢ par rapport au repére R est la
coordonnée moment du torseur cinématique modéisant le mouvement du solide S, par rapport au
repére R,.

Attention :

Le champ des vecteurs-accélération, pour tout point M appartenant au solide S, par rapport a un
repére R;, n'est pas équiprojectif. Ce n'est donc pas un champ de moments de torseurs. (voir
cinématique du point)

5.2 Axecentral du torseur cinématique

L'axe central du torseur cinématique est encore appelé axe de viration. Cet axe central (voir "Les
outils utiles en mécanique")

- - ~
* estlelieudespointsl tel que Vg, g 0Qgur =0,
- -
* existes Qg #0
0 . > -
e est obtenu par larelation: Al = —VMﬂgﬁR‘ D?S”Ri +N.Qq i » avec A réel quelconque.
QSk/Ri

» estlelieu des points ou les modul es des vecteurs-vitesse sont minimavx.
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6 MOUVEMENTSDE SOLIDESPARTICULIERS

6.1 Mouvement d'un solide S en rotation par rapport a un solide S.

T
g

I:L.nl
q
ly 4

glisseur donc I’ axe central est I’axe AZ.

0

Toutes les pieces en liaison compléte (pas de
mouvement relatif entre elles) avec |'arbre, ici
colorié en bleu ci-contre, forment un solide S, par
hypothése de non déformation des différentes
piéces constituant cette ensemble.

Le solide S, est en rotation par rapport au béti S
non colorié. L’axe del’arbre z est |I” axe de rotation.

Cette liaison est réalisée par une butée a billes et un
roulement sphérique a double rangées de roul eaux.

En tout point de |'axe de |'arbre, le torseur
cinématique de S, par rapport a S s écrit :

(Ve

&0

SKIRi E

0 , cetorseur est donc un

0
=N

Conclusion :

Un torseur glisseur cinématique modélise un mouvement de rotation d’un solide autour de son
axe central, et un mouvement d’un solide en rotation est modélisé par un torseur cinématique

glisseur d’axe central |I’axe derotation du solide.

6.2 Mouvement d’'un solide S, en trandation par rapport a un solide S.

Soit la représentation schématique d’ un mécanisme a
tel que les conditions géométriques sont les
[N [N O [N

AB=CD et AC=BD.

On montrera dans la suite de ce document que la
du solide S; par rapport au solide & est une
M- m-
circulaire d'ou: Vgigs 50 = Vprss/so  (tout point M

m-
vitesse par rapport au solide Sy. Vg s -
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Letorseur cinématique de S; par rapport a S, s écrit :
O o O
v V.8 &
s/rd =0 0 , cetorseur est donc un torseur couple
m-
g/BDSSISO &

Cetorseur n'apas d’ axe central.

Conclusion :
Un torseur couple cinématique modéise un mouvement d’un solide en trandation, et une
tranglation ( rectiligne ou curviligne) d’un solide est modélisée par un torseur couple.

6.3 Composition de mouvements

6.3.1 Définition

Soit le torseur cinématique modélisant le mouvement du solide S; par rapport au solide S, dont les
éléments de réduction sécrivent au point A :

o% 0O
{V51/50} =%?/SO§

ADSL/SO aA

Soit le torseur cinématigue modélisant le mouvement du solide S, par rapport au solide S;, dont les
éléments de réduction sécrivent au point A :

g m O
HQ52/31 H
{VSZ/SJ} =0 l
. O
ADsz/SLEA
_ m. m- m. m- m. m-
Et comme par on alesrelations: Vars 50 =Vanszisit Vacsyso € Qsoyso = Qepig+ Qg0 AOrson
obtient :
g m O g o O g m (- O
HQSZ/Sl H EQSl/SO H H Qsz/sf" quso H
{Vsz/m} "‘{ szs} =0 o +0 O =0 H ‘Jt VSZ/lO
m- 0 m. 0O m- m- 0
ADSNSlEA ADSL/ SO EA aosz2/st Vaosi/so EA

On obtient la composition des mouvements modélisée par la somme torseurielle ci- dessous :

{Versf ={ V) +{ Vas)
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6.3.2 Utilisation dela composition des mouvements

6.3.2.1 Objectif
Montrons que la cinématique du solide S; par rapport au solide S, est une tranglation circulaire.

6.3.2.2 Traduction delacinématique du mécanisme

0 0 BN 0
Ona: AB=CD =bz et AC=BD =cX,.
et en posant :
- -

Qg5 = B-ym y Qo150 =AY 010

x0 x0
x2 x1

| A
Q
v
| A
bl

v

o2 20 o1 7

<

g

&

11
g P 8 e
g g

o!
:EIII:IDEIDI:I

SO

——
<

& __
1

ansziso = AC UQgy 5

ol
groomo
nimim

3

3

3
FOOOM O

<
8
\&,_J
1
(LY oo
g
@

O O (- O
1 H Qg/a A
[l U =0 [l
0 & 0O m- M- o []
a 0 % 5‘/@%/&— AB DQ%/&EA
- O O Qm; O
%253/52B B S3/S2 B
* { Vss/sz} = B - B =0 o . o B
@ 0 ED §/AD53/52 = AD UQgys EA

par composition de mouvement, on obtient :

[o0
Vv b v

En sommant les torseurs au point A, on obtient :
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%)Dl O O QD]L O O Q‘E* O O QDB* O
S1/50 /s R/S2 S2/50
07H A o o a
Oy O m m m ] m . 0 m m m
H EA é‘/ADSS/Slz AB DQ&;/&QA\ anss/s2 = AD DQ%/SZEA Q/ADSZ/SO: AC DQSZ/SOEA

BN 0

o 0.
etavec AB=CD et AC=BD

m [ Q[[]L 0 S Q[DL E

) Sl./SO% _% s3/s1 % , E /S2 E
| m- 0 0 m m- m [

0 EA 5‘/’*553/3[_ AB DQS3/51§A H/ADSNSZ :Qlkc + AB @DQSWSZD

III%EII:IEIDI:I D]]DI:ID]%:I

o 5 mo
S2/S0 E 00
+ O =00
m. O 1l
ans2is0 = AC DQSZISOEA E‘)DA
O m m. m. m U
E ~ Qg™ Qsgrat QLszrse + Qo0 E
0 O
0 m m. m. m. m. m [
%1- AB OQqq+ Eﬂ;\c + AB EDQSG,52+ AC DQSz,SO%A
= Qo= Doyt Drnt Qe 0 o0
- - + +
0 S1/s0 s3/sL /S2 S2/50 0 00
=0 O =00
(. - - - - - u
OAB DB‘st/sf"st/szB"' AC DE{zSZ/SO"-Q&/SZ% BjDA
O O O O H/y

d’ou en projetant,

00 a= ko b 0 b -aloosp0 0
00 B_d_ 00 .eos‘:"b-@_d)&:—c.i b. cosp=0 B a

Rib R1| 0 _ROC RO| 0 D‘b(ﬁ‘“)s'”ﬁ O Py =0

Conclusion :

o = S . . m. m_  m -

Qg0 =0, ce qui implique puisque VBDsg,SO-VBDSg,SﬁVBDSySO: AB [Qg,,#0 que le torseur
\_.\f__J

ol

0 5 O
e : E
cinématique est un Couple :{ VS3/SO} = D 0
HAB DQSUSOQA
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